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Wstep

W liceach od 2015 roku, a w technikach od 2016 na egzaminie maturalnym z matematyki
na poziomie podstawowym jak i rozszerzonym obowigzuje nowa podstawa programowa. Za-
kres wymagan egzaminacyjnych szczegolnie zmienil sie na poziomie rozszerzonym: pojawily
sie nowe dzialy takie jak granice ciggow, rachunek rdézniczkowy, oraz prawdopodobieristwo
catkowite.

Niniejsze opracowanie wychodzi naprzeciw oczekiwaniom uczniow, ktorzy na egzaminie
jako przedmiot dodatkowy wybrali matematyke rozszerzons.

Nasze 12 arkuszy jest zbudowanych wedlug zasad zawartych w  Informatorze o egzaminie
maturalnym” z matematyki od roku szkolnego 2014,/2015 wydanym przez Centralna Komisje
Egzaminacyjna. Arkusze zawieraja nowe typy zadan egzaminacyjnych: zadania zamkniete 1
zadania kodowanej odpowiedzi oraz zadania na dowodzenie, zadania otwarte krotkiej jak i
rozszerzonej odpowiedzi. Do wszystkich zadan otwartych przedstawiliSmy przykltadowe roz-
wigzania wraz z holistycznymi kryteriami ich oceny.

Bedziemy wdzieczni za wszelkie uwagi dotyczace stopnia trudnosei, jak i zakresu badanych
umiejetnosci.

Autorzy




Struktura i forma egzaminu

Struktura i forma egzaminu

Egzamin maturalny z matematyki jest egzaminem pisemnym sprawdzajacym wiadomosei
i umiejetnosci okreslone w podstawie programowej z matematyki i polega na rozwigzaniu
zadan zawartych w arkuszach egzaminacyjnych.

1. Egzamin maturalny z matematyki, zdawanej jako przedmiot obowigzkowy, jest zda-
wany na poziomie podstawowym. Egzamin trwa 170 minut i polega na rozwigzaniu
zadan egzaminacyjnych sprawdzajgcych rozumienie poje¢ 1 umiejetnosé ich zastosowa-
nia w zyciu codziennym oraz zadan o charakterze problemowym. Zadania egzamina-
cyjne obejmuja zakres wymagan dla poziomu podstawowego.

2. Egzamin maturalny z matematyki, zdawanej jako przedmiot dodatkowy, jest zdawany
na poziomie rozszerzonym. Egzamin trwa 180 minut i polega na rozwigzaniu zadan
egzaminacyjnych wymagajacych rozwigzywania probleméw matematycznych. Zadania
egzaminacyjne obejmuja zakres wymagan dla poziomu rozszerzonego.
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Opis arkusza dla poziomu podstawowego
Arkusz egzaminacyjny sktada sie z trzech grup zadan:

1. grupa — zawiera od 20 do 30 zadan zamknietych. Do kazdego z tych zadan sa podane
cztery odpowiedzi, z ktorych tylko jedna jest poprawna. Kazde zadanie z tej grupy
jest punktowane w skali 0-1. Zdajacy udziela odpowiedzi, zaznaczajac je na karcie
odpowiedzi.

2. grupa — zawiera od 5 do 10 zadan otwartych krétkiej odpowiedzi punktowanych
w skali 0-2.

3. grupa — zawiera od 3 do 5 zadari otwartych rozszerzonej odpowiedzi punktowanych

w skali 0-4, albo 0-5, albo 0-6.

Opis arkusza dla poziomu rozszerzonego
Arkusz egzaminacyjny sklada sie z trzech grup zadan:

1. grupa — grupa zawiera zadania zamkniete. Dla kazdego z tych zadan zdajacy wska-
zuje wlasciwa odpowiedz, zaznaczajac swoja decyzje na karcie odpowiedzi. Zadania
punktowane sg w skali 0-1.

2. grupa — grupa zawiera zadania otwarte krotkiej odpowiedzi, w tym zadania z kodo-
wang odpowiedzig. Zadania te punktowane sg w skali 0-2, 0-3 albo 0-4. W zadaniach
z kodowang odpowiedzig zdajacy udziela odpowiedzi wpisujac zadane cyfry otrzyma-
nego wyniku do odpowiedniej tabeli. Ocenie podlega tylko zakodowana odpowiedz.

3. grupa — grupa zawiera zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Rozwiazujac zada-
nia z tej grupy, zdajacy w szczegélnosci ma wykazaé si¢ umiejetnoscig rozumowania
oraz dobierania wlasnych strategii matematycznych do nietypowych warunkéw. Zada-
nia te punktowane sg w skali 0-5, 0-6 albo 0-7.

Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajagcy moze uzyska¢ maksymalnie 50 punktow.
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Zasady oceniania arkuszy egzaminacyjnych

1.

<

Zadania otwarte w arkuszach egzaminacyjnych sprawdzaja i oceniaja egzaminatorzy
powolani przez dyrektora okregowej komisji egzaminacyjnej.

Rozwigzania poszczegolnych zadan oceniane sg na podstawie szczegolowych kryteriow
oceniania, jednolitych w catym kraju.

Egzaminatorzy w szczegdlnosci zwracajg uwage na:

e poprawnos¢ merytoryczng rozwigzan,
e kompletnos¢ prezentacji rozwiazan zadaii — wykonanie czastkowych obliczen

1 przedstawienie sposobu rozumowania.

Ocenianiu podlegaja tylko te fragmenty pracy zdajacego, ktore dotyczg polecenia. Ko-
mentarze, nawet poprawne, nie majace zwiazku z poleceniem nie podlegajg ocenianiu.

Gdy do jednego polecenia zdajacy podaje kilka rozwiazan (jedno prawidiowe, inne
bledne), to egzaminator nie przyznaje punktéw.

Za catkowicie poprawne rozwiazania zadan, uwzgledniajace inny tok rozumowania niz
podany w schemacie punktowania, przyznaje sie maksymalng liczbe punktow.

Zapisy w brudnopisie nie sa oceniane.

Zdajacy zdal egzamin maturalny z matematyki, jezeli otrzymal co najmniej 30% punk-
tow mozliwych do uzyskania za rozwigzanie zadan z arkusza dla poziomu podstawo-
wego.

. Wynik egzaminu maturalnego z matematyki ustalony przez komisje okregows jest osta-

teczny.
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Podstawa programowa
przedmiotu matematyka

IV etap edukacyjny

(liceum, technikum)
zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne

Uczen posiada umiejetnos$ci w zakresie:

1.

Wykorzystanie i tworzenie informacji. Uczen uzywa jezyka matematycznego do
opisu rozumowania i uzyskanych wynikow.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. Uczenl rozumie i interpretuje
pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Modelowanie matematyczne. Uczeni buduje model matematyczny danej sytuacji,
uwzgledniajac ograniczenia i zastrzezenia.

Uzycie i tworzenie strategii. Uczen tworzy strategie rozwigzania problemu.

Rozumowanie i argumentacja. Uczen tworzy taiicuch argumentéw i uzasadnia jego
poprawnosc.
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Tresci

nauczania - wymagania szczegdlowe

1. Liczby rzeczywiste. Uczen:

2)

spelnia wymagania okreélone dla zakresu pod stawowego, a ponadto:

znacza na osi liczbowe] zbiory opisane za pomocg réwnan i nieréwnosci typu:
|z —a| =b, |z —a|l <b, |z —a| > b,

stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzér na zamiang podstawy
logarytmu.

2. Wyrazenia algebraiczne. Uczen:

6)

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
uzywa wzoréw skroconego mnozenia na (a = b)* oraz a3 + b%;
dzieli wielomiany przez dwumian az + b;

rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia lub wyta-
czajac wspolny czynnik przed nawias;

dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany;

wyznacza dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedng zmienna, w ktérym
w mianowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace sie latwo sprowadzi¢ do iloczynu
wielomianow liniowych i kwadratowych;

dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w latwych
przyktadach) skraca wyrazenia wymierne.

3. Rownania i nierownosci. Uczen:

1

e )

)
)
)
)
)

5

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
stosuje wzory Viéte'a;

rozwiazuje réwnania i nier6wnosci liniowe i kwadratowe z parametrem;
rozwigzuje uktady réwnan, prowadzace do réwnan kwadratowych;

stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a;

stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych;

rozwiazuje rownania wielomianowe dajace si¢ latwo sprowadzi¢ do réwnar kwa-
dratowych;

rozwigzuje tatwe nierownosci wielomianowe;

rozwigzuje proste nierownosci wymierne typu:
:v+1>2 z+3 2 2z 3$—2<1—3zr.
4+ 3 "22—-16 " x2—42 4z -—T7 " 5—4x’
rozwiazuje réwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna, o poziomie trudnosci

nie wyzszym, niz: ||z + 1| — 2| =3, |z + 3|+ |z — 5| > 12.
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4. Funkcje. Uczen:

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

na podstawie wykresu funkeji y = f(xz) szkicuje wykresy funkcji

y=1f@)], y=c- f(z),y= flez);

szkicuje wykresy funkeji logarytmicznych dla réznych podstaw;

postuguje sie funkcjami logarytmicznymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicz-
nych, a takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym;

szkicuje wykres funkcji okreslonej w réznych przedziatach réznymi wzorami; od-
czytuje wiasnodci takiej funkeji z wykresu.

5. Ciagi. Uczen:

spetnia wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
wyznacza wyrazy ciagu okres§lonego wzorem rekurencyjnym;
. . . o 1 )
oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggow typu —, — oraz z twierdzen
n’' n
o dzialaniach na granicach ciagow;

rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

6. Trygonometria. Uczeni:

spetnia wymagania okre§lone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
stosuje miare tukows, zamienia miare tukows kata na stopniows i odwrotnie;

wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkeji sinus, cosinus i tangens dowol-
nego kata o mierze wyrazonej w stopniach lub radianach (przez sprowadzenie do
przypadku kata ostrego);

wykorzystuje okresowoéé funkeji trygonometrycznych;

postuguje sie wykresami funkeji trygonometrycznych (np. gdy rozwigzuje nierow-
nosci typu sinz > a, cosz < a, tgr > a);

stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katow, sume i réznice sinuséw i
cosinusow katow;

rozwiazuje réwnania i nieréwnosel trygonometryczne typu

8in 2 = 2 sin2z 4+ cosx =1, sinx 4+ cosz = 1, cos 2z < 3"

7. Planimetria. Uczern:

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag 1 czworokaty
opisane na okregu;

stosuje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do obli-
czania dlugosci odecinkéw i ustalania rownolegtosci prostych;

znajduje obrazy niektérych figur geometrycznych w jednokladnosci (odcinka, troj-
kata, czworokata itp.);
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4) rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci;

5) znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinu-
sow 1 twierdzenia cosinusow.

8. Geometria na plaszczyznie kartezjaiskiej. Uczen:

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

1) interpretuje graficznie nieréwnosé¢ liniows z dwiema niewiadomymi oraz ukltady
takich nieréwnodci,

2) bada réwnoleglosc i prostopadloéé prostych na podstawie ich rownan ogolnych;

3) wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadta do prostej danej
w postaci ogolnej i przechodzi przez dany punkt;

4) oblicza odleglosé punktu od prostej;

5) postuguje sie réwnaniem okregu (z — a)? + (y — b)* = r? oraz opisuje kota za
pomoca nieréwnosci;

6) wyznacza punkty wspélne prostej 1 okregu;

7) oblicza wspoélrzedne oraz dlugosé wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy
je przez liczbe. Interpretuje geometrycznie dzialania na wektorach;

8) stosuje wektory do opisu przesunigcia wykresu funkeji.
9. Stereometria. Uczen:

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) okresla, jaka figura jest dany przekroj sfery plaszcezyzna;
2) okregla, jaka figura jest dany przekrdj graniastostupa lub ostrostupa plaszczyzna.
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa i kombinato-
ryka. Uczen:
spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

1) wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powto-
rzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycz-
nych;

2) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;

3) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.
11. Rachunek rézniczkowy. Uczen:

spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziala-
niach na granicach i z wlasnosci funkcji cigglych;

2) oblicza pochodne funkeji wymiernych;

3) korzysta z geometrycznej i fizyczne] interpretacji pochodnej;

11
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4) korzysta z wlasnosci pochodnej do wyznaczenia przedzialéw monotonicznosci
funkc;ji;
5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;

6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

12
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Podstawa programowa
przedmiotu matematyka

IV etap edukacyjny

(liceum, technikum)
zakres podstawowy

Cele ksztalcenia - wymagania ogoélne

Uczen posiada umiejetnosci w zakresie:

L

Wrykorzystanie i tworzenie informacji. Uczen interpretuje tekst matematyczny.
Po rozwigzaniu zadania interpretuje otrzymany wynik.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. Uczerl uzywa prostych, dobrze
znanych obiektéw matematycznych.

Modelowanie matematyczne. Uczeni dobiera model matematyczny do prostej sy-
tuacji i krytycznie ocenia trafno$é modelu.

Uzycie i tworzenie strategii. Uczen stosuje strategie, ktéra jasno wynika z tresci
zadania.

Rozumowanie i argumentacja. Uczei prowadzi proste rozumowanie, skladajace
sie z niewielkiej liczby krokow.

13
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Tresci nauczania - wymagania szczegbdlowe

1. Liczby rzeczywiste. Uczen:
1) przedstawia liczby rzeczywiste w roznych postaciach (np. ulamka zwyklego,
ulamka dziesietnego okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkéw, poteg);
2) oblicza wartoéci wyrazen arytmetycznych (wymiernych);
3) poshuguje sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa
dziatan na pierwiastkach;
4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dzialan na potegach o
wyktadnikach wymiernych;
5) wykorzystuje podstawowe wlasnoséci poteg (rowniez w zagadnieniach zwigzanych
7z innymi dziedzinami wiedzy, np. fizyks, chemia, informatyka);
6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm ilo-
czynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym;
7) oblicza blad bezwzgledny i blad wzgledny przybliZenia;
8) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedzialy na osi liczbo-
wej;
9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (réwniez zlozonych
na procent sktadany i na okres krotszy niz rok).
2. Wyrazenia algebraiczne. Uczen:
1) uzywa wzoréow skroconego mnozenia na (a + b)? oraz a? — b%.

3. Rownania i nieréwnosci. Uczen:

1) sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania lub nieréwno-
§ci;

2) wykorzystuje interpretacje geometryczng ukladu réwnan pierwszego stopnia z
dwiema niewiadomymi;

) rozwigzuje nieréwnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma,
) rozwiazuje réwnania kwadratowe z jedna niewiadoma,
5) rozwiazuje nieréwnosci kwadratowe z jedna niewiadoma;

korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu
3
z° = —8§;

7) korzysta z wlasnosci iloczynu przy rozwiazywaniu réwnar typu
z(z+ 1) (z—T7)=0;

8) rozwiazuje proste rownania wymierne, prowadzace do réwnar liniowych lub kwa-
r+1 r+1
dratowych, np. —— =2,
T+3

= 24,

14
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4. Funkcje. Uczen:

13)

14)
15)

okresla funkcje za pomocg wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego;

oblicza ze wzoru wartosé funkeji dla danego argumentu. Posluguje sie poznanymi
metodami rozwigzywania rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja
przyjmuje dana wartosé;

odczytuje z wykresu wlasnosdci funkeji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe,

maksymalne przedzialy, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staly znak; punkty,

w ktorych funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos¢ najwieksza lub naj-

mniejsza,);

na podstawie wykresu funkcji y = f(z) szkicuje wykresy funkcji

y=flz+a),y=flx)+a,y=—flz), y= f(-2)

rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru;

wyznacza wzor funkeji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykre-

sie;

interpretuje wspotezynniki wystepujace we wzorze funkeji liniowej;

szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru,

wyznacza wzor funkeji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji

lub o jej wykresie;

interpretuje wspotezynniki wystepujace we wzorze funkeji kwadratowej w postaci

kanonicznej, w postaci ogblnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje);

wyznacza warto$é najmniejsza i warto$é najwieksza funkcji kwadratowej w prze-

dziale domknietym;

wykorzystuje wlasnosci funkeji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien

geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);
a

szkicuje wykres funkcji f(z) = — dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu tej
x

funkeji do interpretacji zagadnien zwiazanych z wielkodciami odwrotnie propor-

cjonalnymi;

szkicuje wykresy funkcji wykltadniczych dla réznych podstaw;

postuguje sie funkejami wykladniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych,

a takze w zagadnieniach osadzonych w kontekécie praktycznym.

5. Ciggi. Uczen

1)
2)
3)

4

wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogélnym;
bada, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

stosuje wzor na n-ty wyraz 1 na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytme-
tycznego;

stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycz-
nego.
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Podstawa programowa,

6. Trygonometria. Uczei:
1) wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkeji sinus, cosinus i tangens katow
o miarach od 0° do 180°;

2) korzysta z przyblizonych wartosci funkeji trygonometrycznych (odczytanych z ta-
blic lub obliczonych za pomoca kalkulatora);

'3) oblicza miare kata ostrego, dla ktérej funkcja trygonometryczna przyjmuje dana
wartos¢ (miare dokladng albo — korzystajac z tablic lub kalkulatora — przybli-

zoma);
4) stosuje proste zaleznosei miedzy funkcjami trygonometrycznymi:
: in o )
sin® a + cos? o = 1, tga = oraz sin(90° — a) = cos a;
COS (v

5) znajac wartosé¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartosci pozostaltych
funkeji tego samego kata ostrego.

7. Planimetria:

1) stosuje zaleznosci miedzy katem srodkowym i katem wpisanym;

2) korzysta z wlasnosci stycznej do okregu 1 whasnosci okregoéw stycznych;

3) rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
cechy podobienstwa trojkatow;

4) korzysta z wlasnosci funkeji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geome-
trycznych, w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwéch bokach
i kacie miedzy nimi.

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:

1) wyznacza réwnanie proste] przechodzace] przez dwa dane punkty
(w postaci kierunkowej lub ogolnej);

2) bada rownolegtoéé i prostopadtosé prostych na podstawie ich réwnar kierunko-
wych;

3) wyznacza rownanie prostej, ktora jest réwnolegta lub prostopadla do prostej danej
w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

oblicza wspoélrzedne punktu przeciecia dwbch prostych;

oblicza odleglosé dwéch punktow;

znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka,
okregu, trojkata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspéhrzednych
i symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu.

)

5) wyznacza wspolrzedne srodka odcinka;
)
)

9. Stereometria. Uczer:
1) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. kra-
wedziami, krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza miary tych katow;

2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy odcinkami i plaszczy-
znami (miedzy krawedziami i §cianami, przekatnymi i Scianami), oblicza miary
tych katow;

16




Podstawa programowa

3) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcin-
kami i ptaszezyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstaws,),
oblicza miary tych katow;

4) rozpoznaje w graniastostupach 1 ostrostupach katy miedzy dcianami;
5) okresla, jaks figura jest dany przekro] prostopadlodcianu plaszezyznag;
6) stosuje trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar kgtéw, pol powierzchni
i objetosci.
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa i kombinato-

ryka. Uczen:

1) oblicza érednia wazona i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przy-
padku danych odpowiednio po grupowanych), interpretuje te parametry dla da-
nych empirycznych;

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzy-
cia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania,

3) oblicza prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczna definicje
prawdopodobienstwa.
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ARKUSZ 1 ARKUSZE

ARKUSZ 1

Zadanie 1. (1 pkt)
Liczba (/9 — v/6 + v4)(V/3 + V/2) jest réwna

A.5 B.3 C.2 D.1

Zadanie 2. (1 pkt)
Funkcja f(z) = 2% — |z — 2|

. ma jedno miejsce zerowe
. ma dwa miejsca zerowe

. ma trzy miejsca zerowe

. ma cztery miejsca zerowe

oQwW»

Zadanie 3. (1 pkt)

Kat « spelnia warunek sina — cosa = 1 zatem sin 2a réwna sie

15 15 15 15
A —— T . D. —
16 = 32 b 16 32

Zadanie 4. (1 pkt)
Jesli log, 3 = a, to logg 3 rowna sie

1 a 1 a
. 3 B, —— C.
e 1+a, a+4 a+1 a—1

Zadanie 5. (1 pkt)
Niech A, B C Q oraz P(B) = 0,5 i P(A|B) = 0,3. Wtedy prawdopodobienistwo P(B — A)
jest rowne '

A. 0,35 B. 0,2 C. 0,15 D. 0,1

Zadanie 6. (1 pkt)
3

Granica lim jest rowna

z—=-3 T+ 3
A 3 B.6 C.9 D. 18

Zadanie 7. (1 pkt)

W ilu éwiartkach uktadu wspétrzednych znajduje sie okrag o réwnaniu 22 +y* + 2z — 3 = 07

A. jednej B. dwoch C. trzech D. czterech
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ARKUSZ 1
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ARKUSZ 1 ARKUSZE

Zadanie 8. (1 pkt)

Wyznacz miare stopniowg kata ostrego, pod jakim przecinaja sie prze-
katne osmiokata foremnego przedstawionego na rysunku. Zakoduj
cylry dziesigtek, jednosci 1 czesci dziesietnych otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
Roéwnanie 22 — 11z + 4 = 0 ma dwa rozwigzania z1, T5. Liczba z? + 7,72 + 72 jest liczba
naturalna. Znajdz te liczbe. Zakoduj jej cyfry setek, dziesiatek i jednodci.
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ARKUSZE ARKUSZ I

Zadanie 10. (2 pkt)

W malejgcym nieskoniczonym ciggu geometrycznym (a,) dane sg ay = 48 oraz ay = 27.
Oblicz sume wszystkich wyrazow tego clagu. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednodci
otrzymanego wyniku.

Zadanie 11. (3 pkt)

Udowodnij, ze funkcja f(z) = 4z + — dla z > 0, przyjmuje wartosci niemniejsze od 3.
i
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ARKUSZ 1 ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)
Dany jest trapez ABCD oraz dwa styczne okregi o srodkach w punktach B i C
(patrz rysunek). Uzasadnij, ze kat DFE A jest katem prostym.

D

\/
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ARKUSZE ARKUSZ I

Zadanie 13. (4 pkt)

R L T . /T
Rozwiaz nieréwnosé cos 3z > cos 3 gdzie r € \0, §>

Zadanie 14. (4 pkt)

Punkty A,B,C,D,E, I sg kolejnymi wierzchotkami szesciokata foremnego, przy czym
A = (0,0)i D = (4,0). Wyznacz rownanie stycznej do okregu opisanego na tym sze-
sciokgcie, przechodzacej przez punkt F lezacy w I ¢wiartce ukladu wspotrzednych.
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ARKUSZ I ARKUSZE

Zadanie 15. (5 pkt)

W trojkacie ABC punkty D, E lezag odpowiednio na bokach AB i AC tak, ze
|AD|:|DB| = 1:2 oraz |AE|:|EC| = 2:1. Wyznacz jaka cze$¢ pola trojkata ABC stanowi
pole czworokata ADFE.

25



ARKUSZE

ARKUSZ I

Zadanie 16. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie 23 — 32 4+ 2 = m ma dwa

pierwiastki ujemne i jeden dodatni.

26
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ARKUSZ 1 ARKUSZE

Zadanie 17. (6 pkt)
Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktérych co najmniej jedna cyfra jest sio-
demka?
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ARKUSZE ARKUSZ I

Zadanie 18. (7 pkt)

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem o obwodzie 24. Jakie wymiary musi mieé¢ ten stozek,
aby jego objetod¢ byla jak najwieksza?
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ARKUSZ I1 ARKUSZE

ARKUSZ II

Zadanie 1. (1 pkt)

& ! 1
Suma nieskoriczonego ciggu geometrycznego: 1716 + 61 jest rowna
1 1 1 1
% B. - C. - D. -
2 7 6 5] 4
Zadanie 2. (1 pkt)
Niech (2 +/5)% = a + by/5, gdzie a,b € C. Zatem a + b réwna sie
A. 13 B. 33 C. 40 D. 55

Zadanie 3. (1 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = (z —4)(x — 3)(x — 2) przez dwumian z — 1 jest réwna

A.-24 B. -6 C.6 D. 24

Zadanie 4. (1 pkt)

Do wykresu funkeji f(z) = a® nalezy punkt A = (log, 2,4), zatem a jest réwne

1
A. — B C.3 D.9

1
3 8
Zadanie 5. (1 pkt)
Roéwnanie ||z| — 2015] = 2015 ma

A. cztery rozwigzania
B. trzy rozwiazania
C. dwa rozwiazania
D. jedno rozwigzanie

Zadanie 6. (1 pkt)
Stosunek pola szedciokata foremnego opisanego na danym okregu do pola szesciokgta forem-
nego wpisanego w ten okrag jest rowny

A. 43 B. 2:1/3 c. 32 D. 3:v/3

Zadanie 7. (1 pkt)
Rzucamy dwiema symetrycznymi szeSciennymi kostkami. Prawdopodobienstwo uzyskania
dwoch szostek, pod warunkiem otrzymania co najmniej jednej szostki, jest rowne

1 1 1 1

A. - . — a2 . —
6 Bll C12 D36
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ARKUSZ 11 ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)

Wielomian W(x) = 2* — 2122 + 222 — 2 ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Wyznacz sume
kwadratow wszystkich pierwiastkow tego rownania. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jedno-
§ci uzyskanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

2 —5

Niech f(z) = , gdzie z #£ 0. Oblicz f'(0,1). Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci

uzyskanego wyniku.
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ARKUSZE ARKUSZ II

Zadanie 10. (2 pkt)

Miara kata wewnetrznego wielokata foremnego jest rowna 165°. Wyznacz liczbe przekatnych
tego wielokata. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci uzyskanego wyniku.

S

Zadanie 11. (2 pkt)
. - - 5
5 ‘ 3 ) 5 ay
any jest ciag okreslony rekurencyjnie @i =40, + 1.

wych wyrazow tego ciggu. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci uzyskanego wyniku.

Oblicz sume czterech poczatko-
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ARKUSZ 11 ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o §rodku S. Katy wewnetrzne CAB, ABC, BC A tego
tréjkata sa rowne, odpowiednio «, 2 i 8. Wykaz, ze tréjkat jest rozwartokatny i udowod-
nij, ze miary wypukltych katéow srodkowych ASB, ASC i BSC tworza w podanej kolejnosci
clag arytmetyczny.

Zadanie 13. (4 pkt)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
(@4 b)(b+ c)(c+ a) > Sabe.
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ARKUSZE ARKUSZ II

Zadanie 14. (4 pkt)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f(z) = 23 — (m +1)2? + ma
ma dwa rézne punkty z; i x, spelniajace warunek konieczny ekstremum, bedace liczbami

tego samego znaku.

Zadanie 15. (4 pkt)

Rozwiaz réwnanie v/3sinz = 1 — cosz w przedziale (0, 27).

34
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ARKUSZ 1T ARKUSZE

Zadanie 16. (4 pkt)

Liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6 ustawiamy losowo w szereg. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze
w tym ustawieniu iloczyn kazdych dwoch sasiednich liczb bedzie parzysty. Wynik przedstaw
w postaci utamka nieskracalnego.
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ARKUSZE ARKUSZ 1L

Zadanie 17. (5 pkt)
Ramiona tréjkata maja dlugosci 3 i 7, a kat miedzy nimi 120°. Wyznacz dtugosé odcinka
dwusieczne] kata rozwartego zawartego w trojkacie.
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ARKUSZ II _ ARKUSZE

Zadanie 18. (5 pkt)
Okregi (z 4+ 1)2 4+ y?> = 51 22 + 4% — 102 — 6y + m = 0 sg zewnetrznie styczne. Wyznacz
warto$¢ parametru m oraz wspdlrzedne punktu stycznodci.
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ARKUSZE

ARKUSZ 11

Zadanie 19. (6 pkt)

Oblicz objetosé ostrostupa, ktérego siatka przedstawiona jest na rysunku.

38




ARKUSZ IIT ARKUSZE

ARKUSZ 111

Zadanie 1. (1 pkt)

Réwnanie |3z — m| = 7 ma dwa rozwigzania przeciwnych znakéw dla

A.m=10 B.m=7 C.m=3 D.m=-10

Zadanie 2. (1 pkt)

Jegli 2¢ = 31 3% = 5, to iloczyn ab jest rowny
A. logs 5 B. logg 5 C. log, 5 D. log; 6

Zadanie 3. (1 pkt)
Réwnanie sinz = 3V przedziale (—570°,570°) ma

A. 4 rozwigzania B. 5 rozwigzan C. 6 rozwigzan D. 7 rozwiazan

Zadanie 4. (1 pkt)

Wykres ktorej z ponizszych funkcji nie posiada asymptoty poziome;j

RS 5.1
c. 10 = 2 D. )=

Zadanie 5. (1 pkt)

Jaka czesé objetosci sze$cianu stanowi objetosé o$mioscianu foremnego?

A. B.

C. D.

CO| = | =

|~ I =

Zadanie 6. (1 pkt)
Boki trojkata maja dlugosci 2 i 3, a miara kata miedzy nimi jest rowna 60°. Trzeci bok
trojkata ma dlugosé

A. /5 B. V7 C. V11 D. v/19

Zadanie 7. (1 pkt)
Liczba najkrotszych drég, prowadzacych po bokach kwadratéw od punktu A do punktu B
przez punkt F, jest réwna

A.8 B. 10

C. 16 D. 24
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ARKUSZ III

ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)

W tréjkat rownoboczny o boku diugosci 6 wpisano kwadrat (patrz
rysunek). Wyznacz dlugosé boku tego kwadratu. Zakoduj cyfre jed-
nosci oraz dwie poczatkowe cyfry po przecinku otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

3nd —2n

Oblicz lim —————. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego

n—o0 (Qn + 3)3
otrzymanego wyniku.

41



1 M

ARKUSZE ARKUSZ III

Zadanie 10. (2 pkt)
Oblicz, ile jest liczb miedzy 10 a 100000, ktére sq kwadratami liczb naturalnych. Zakoduj
cyfry setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 11. (3 pkt)
Niech.A,B € £, P(B] = % oraz P(A|B) = % Udowodnij, ze prawdziwa jest nier6wnosé

3 8
— < P(A) < —.
11— ) ik

42




ARKUSZ III ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)
Dany jest nieskoniczony zbiezny cigg geometryczny aq, as, as, ..., w ktérym a; > 0. Niech S
oznacza sume wszystkich wyrazow tego ciggu. Udowodnij, ze S > 4a,.

F E
Zadanie 13. (4 pkt) R
Wyznacz, jaka czesé pola oSmiokata foremnego stanowi pole trojkata
HCE.
H c
A B
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ARKUSZE ARKUSZ 111

Zadanie 14. (4 pkt)

Rozwigz réwnanie cos 3z = cos 5z, gdzie z € (0, 7).

Zadanie 15. (5 pkt)

Wyznacz réwnanie okregu wpisanego w romb ABC D, ktérego trzy wierzchotki maja wspol-
rzedne A = (0,0), B = (5,0)i C = (9,3).
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ARKUSZ III ARKUSZE

Zadanie 16. (6 pkt)
Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f(z) = x° — 15z®. Zbadaj liczbe
rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznoéci od parametru m.

Zadanie 17. (6 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérego réwnanie
2015% — 6 - 2015 + m* —8m = 0

ma doktadnie jedno rozwiazanie.
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ARKUSZE ARKUSZ II1

Zadanie 18. (6 pkt)

Wyznacz wymiary zbiornika w ksztatcie prostopadloscianu o podstawie kwadratowej i obje-

toéci 32 m? tak, aby suma pél $cian bocznych i podstawy byla jak najmniejsza.
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ARKUSZ IV ARKUSZE

ARKUSZ IV

Zadanie 1. (1 pkt)

i
Setng cyfra zaokraglenia rozwiniecia dziesietnego utamka 55 do stu cyfr po przecinku jest

A.2 B. 3 C.7 D. 38

Zadanie 2. (1 pkt)

Jedli |z — 6] < 2 oraz |8 — y| < 3, to najwieksza wartos¢ wyrazenia |z — y| jest réwna

A.3 B.5 .7 D. 11

Zadanie 3. (1 pkt)
W uktadzie wspotrzednych przedstawiono szkic wykresu funkcji f(x) = 227 +b. Suma a+b
jest réwna

A. -4
B.0

c. 2

D. 4 Sy

Zadanie 4. (1 pkt)
Ktore trzy liczby tworza cigg arytmetyczny?
111

111

'5:6:? B-\/g:\/ga\/? C. §JZJ§ D\/E}\/gy\/g
Zadanie 5. (1 pkt)
Liczba (0,04)62 . (0,025)°¢2 jest réwna

1 ' 1 J: 1

.= B. - .= D. -
A 3 4 © 6 8
Zadanie 6. (1 pkt)

; ; — T,
Granica lim jest réwna
=27 T —

A. —x B. +o0 C. -1 D.?
Zadanie 7. (1 pkt)
Liczb trzycyfrowych, utworzonych z cyfr 0, 2, 4 jest
A.6 B. 18 C. 24 D. 27
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ARKUSZ 1V ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)

W nieskoriczonym ciagu geometrycznym suma wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna
240, a suma wyrazéw o numerach parzystych jest réwna 120. Oblicz sume trzech poczatko-
wych wyrazow tego ciagu. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci uzyskanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
Oblicz cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszezyzny podstawy w czworoécianie
foremnym. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego otrzyma-

nego wyniku.
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ARKUSZE ARKUSZ 1V

Zadanie 10. (2 pkt)
Oblicz pochodng funkeji f(z) = 422_+21

po przecinku rozwinigcia dziesietnego otrzymanego wyniku.

w punkcie z = 1. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry

L
Zadanie 11. (3 pkt)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y prawdziwa jest nier6wnosé
z+1
Y

+ (yr+ 1)y > 2.

a0




ARKUSZ IV ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)
W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze punkty
A, B, D, E leza na jednym okregu.

C

Zadanie 13. (3 pkt)

Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, dla ktérych prosta o réwnaniu y = mz + (m+ 2)
ma dokladnie dwa punkty wspolne z okregiem o $rodku w punkcie S = (0,0) i promieniu
el
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ARKUSZE

ARKUSZ IV

Zadanie 14. (3 pkt)

Dana jest parabola o réwnaniu y = ~z% —2 i lezacy na niej punkt A o wspotrzednej = rownej

4. Wyznacz réwnanie stycznej do paraboli w punkcie A.

Zadanie 15. (4 pkt)

Rozwigz réwnanie 1+ 2 cos® z = 3sin (g + 'r)
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ARKUSZ 1V ARKUSZE

Zadanie 16. (5 pkt)

1
Wyznacz ekstrema i przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = E(:r —2)?(z +1). Wykonaj

wykres tej funkcji w przedziale (—2,4).

Zadanie 17. (5 pkt)
Z urny, w ktorej znajduje sie 6 kul biatych i 3 czarne losujemy dwie kule. Z pozostalych kul
losujemy jedng. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula bedzie biala.
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ARKUSZE ARKUSZ IV

Zadanie 18. (5 pkt)

Dane sg cztery liczby, ktére zapisano w pewnej kolejnosci. Trzy poczatkowe tworza ciag
geometryczny, zas trzy koricowe cigg arytmetyczny. Suma liczb skrajnych jest réwna 16,
suma liczb srodkowych 15. Wyznacz te liczby.

1T T

L 1]

Zadanie 19. (6 pkt)
Wysokoé¢ ostrostupa prawidlowego trojkagtnego ma dlugosé h, a kat miedzy krawedziami
bocznymi ma miare o. Wyznacz objetos¢ ostrostupa.

—
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ARKUSZ V ARKUSZE

ARKUSZ V

Zadanie 1. (1 pkt)

Jesli 2%yz3 = 73 oraz zy? = 7°, to Tyz réwna si¢

AT B. 7° C. 7 D. 7

Zadanie 2. (1 pkt)

Réwnanie 22 — 4r = m ma dwa rozwigzania przeciwnych znakéw wtedy i tylko wtedy, gdy

A.m € (0,400) B.m € (0,4) C.m e (—4,+0) D. m € (4, +00)

Zadanie 3. (1 pkt)
W ukladzie wspohrzednych przedstawiono szkic wykresu funkeji f(z) = log, * + b. Réznica
a — b jest réwna

A.-2 B. -1 o
C.0 D. 1 |
1 2 T
Zadanie 4. (1 pkt)
Roéznica o — 3 jest réwna

A, 0° B. 4° ’W/
C. g D. 16° \1 '

Zadanie 5. (1 pkt)
2 4
Jesli f(z) = % - %, to f'(—1) rowna sie

3
A. - B.
2

[N R
Do

Zadanie 6. (1 pkt)

Zbiorem wartosci funkcji f(x) = sinz + cosz, gdzie x € R, jest przedzial

A. (0,2) B. (—v/2,/3) C. (—2,2) D. (-1,1)
Zadanie 7. (1 pkt)

Liczb trzycyfrowych, w ktorych iloczyn cyfr jest rowny szes¢ jest

A.6 B.7 C.9 D. 12
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Zadanie 8. (2 pkt)

—4
Oblicz granice funkcji lin% 22:3—16 Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku rozwinie-
T— 9 e

cla dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

Trzy okregi o promieniach dlugosci 6, 10 1 24 sg zewnetrznie parami styczne. Oblicz pole
trojkata, ktérego wierzchotki sg srodkami tych okregow. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i
jednosci otrzymanego wyniku.
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Zadanie 10. (2 pkt)
Rozwiaz rownanie 53|x — 50| = 47|z + 10|. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci wiek-

szego z otrzymanych rozwigzan.

-

Zadanie 11. (3 pkt)

Uzasadnij, ze jesli 2tga, — sino + 5 cos o — 10; to tger=-5.
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Zadanie 12. (4 pkt)

Udowodnij, ze dla liczb dodatnich @ i b, niewigkszych od 1, prawdziwa jest nieréwnogé
1

ab® - a?b < =,
4

Zadanie 13. (4 pkt)

W wycinek kola o kacie srodkowym 60° wpisano kolo. Wyznacz stosunek pola kota do pola
wycinka.
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Zadanie 14. (4 pkt)

Wyznacz wszystkie wartogci parametru p, dla ktorych pierwiastki z; i 3 réwnania

2% — 2z = p(p — 14) spelniaja warunek 7zy — 4z, = 47.

Zadanie 15. (5 pkt)

Oblicz, ile jest liczb szedciocyfrowych, w ktorych zapisie sg doktadnie dwie cyfry parzyste.

o=
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Zadanie 16. (5 pkt)

Prostokat ABC'D jest wpisany w okrag o réwnaniu 2%+ 5% +6z+4y —12 = 0, a jego bok jest
zwarty w prostej o rownaniu 2z + y — 2 = 0. Znajdz wspdlrzedne wierzchotkéw prostokata
i oblicz jego pole.

Zadanie 17. (6 pkt)

Sposrod trapezow réwnoramiennych, w ktérych dlugosei ramion i krétszej podstawy sa réwne
4, wybieramy ten, ktory ma najwieksze pole. Oblicz jaks dtugosé ma dtuzsza podstawa tego
trapezu.
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Zadanie 18. (6 pkt)

Podstawa ostrostupa jest tréjkat rownoramienny o ramionach dtugosci b 1 kacie miedzy
nimi o. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod
katem 8. Wyznacz objetosé ostrostupa.
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ARKUSZ VI

Zadanie 1. (1 pkt)

Liczba log, 64 - log, 77 jest rowna

A. 18 B. -2 . 2 D. 18

Zadanie 2. (1 pkt)
Dany jest wykres funkcji y = f(z). Pochodna f’(x) spelnia warunek

A, f'(0)=3

Y

y = f(z)

B. f/(7) >0

C. f/(3) =0

D. f/(-1) < 0

Zadanie 3. (1 pkt)

Zbioér wartosci funkcji f(z) = Ll)_O — 1 jest réwny
9 1
A. (—1,400) B. (0, +00) C. (—E,—I-oo) D. (—§,+oo)
Zadanie 4. (1 pkt)
Liczba 2,(06) jest réwna
1 2 3

A 2— g C: 2 D. 2,0(6

215 - 233 a0 (6)

Zadanie 5. (1 pkt)
Okregiem stycznym do okregu o §rodku w punkcie S = (1, —2) i promieniu r = 2 jest okrag
o réwnaniu

A (z-12+(y+2)°=2 B.
C.(z+1)*+(y—2)2=4 D.

(x—1)2+(y—2)%2=4
(z+1)2+(@y+2)?=4

Zadanie 6. (1 pkt)
Sinus kata nachylenia przekatnej szescianu do plaszezyzny jego podstawy jest réwny
V3 V3 o V2 V2

. g e .o
2 b 3 V3 3

Zadanie 7. (1 pkt)
Z talii 52 kart losujemy jedna karte, a z pozostatych druga. Prawdopodobienstwo tego, ze
za drugim razem wylosujemy asa jesli wiadomo, ze pierwszg karts byl kier, jest rowne

1 4 3

3
A. — . = C. —= D. —
13 2 51 o2 ol
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ARKUSZ VI ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)
Niech z;,z9, 23 i 24 beda rozwigzaniami rownania |z|(11 — |z|) = 24. Oblicz x1z22324. Za-
koduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

1 1 1 1 1 "
Oblicz granice TELIEO (E ~ 55 + YT + ...+ g (—5) ) Zakoduj trzy poczatkowe

cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.
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Zadanie 10. (2 pkt)
Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych jest wiecej cyfr nieparzystych niz eyfr parzy-
stych. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 11. (3 pkt)

C 3 ) 1 1 ; .
Uzasadnij, ze jesli sin o + cosa = \ﬁ , to liczba —— + jest liczba wymierna.
2 sin“a costa
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Zadanie 12. (3 pkt)

1 1 1
Udowodnij, ze liczby log, 3’ 1oz, 3’ log.s 3
2 6 18

tworza ciag arytmetyczny.

Zadanie 13. (4 pkt)

W tréjkacie o bokach dtugosei 2, 3,5 1 4,4 na najdtuzszym boku znajduje sie punkt réwnood-
‘ dalony od dwoch pozostatych bokéw. Wyznacz dlugosci odcinkéw na jakie dzieli ten punkt
| najdhuzszy bok tréjkata.
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Zadanie 14. (4 pkt)
Wyznacz pole tréjkata ograniczonego styczng do paraboli y = 4 — 22 w punkcie 7y = 1
i osiami ukltadu wspélrzednych.

Zadanie 15. (5 pkt)

Z urny, w ktorej znajduja si¢ 3 kule biate i 2 czarne, wybieramy losowo trzy kule, a nastep-
nie rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry tyle razy, ile wylosowali$my biatych kul.
Oblicz prawdopodobienistwo tego, Ze otrzymamy co najmniej raz sze$¢ oczek na kostce.
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Zadanie 16. (5 pkt)

Suma dlugosci przekatnych réwnolegtoboku jest réwna 8. Wyznacz jaka najmniejsza wartosé
moze mie¢ suma kwadratéw diugosci wszystkich bokéw réwnolegloboku.

Zadanie 17. (6 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie z° — mz + 2 = 0 ma trzy
rozwigzania.
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Zadanie 18. (7 pkt)

Pole podstawy stozka, pole powierzchni kuli wpisanej w ten stozek oraz pole powierzchni
bocznej stozka tworza, w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny. Oblicz cosinus kata nachy-

lenia tworzacej stozka do plaszezyzny jego podstawy.
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ARKUSZ VII

Zadanie 1. (1 pkt)
Wykresy funkeji f(z) = [z — 4|+ 1ig(x) = —|z|+5

. nie maja punktéw wspolnych

. maja jeden punkt wspolny

. maja dwa punkty wspoélne

. majg nieskoniczenie wiele punktéw wspolnych

gaow»

Zadanie 2. (1 pkt)
3261 .3 ém

Liczba a = o712, g1 jest rowna

A, B B. 9™ C. 9'#2

-

Zadanie 3. (1 pkt)

Wielomian w(z) = 2% + 2ma? — 5z + 6 jest podzielny przez dwumian z + 2 dla
D.m=-3

A.m=-2 B.m=—3 C.m=-1

Zadanie 4. (1 pkt)

; . . P n—1 . L
Suma wszystkich wyrazow ciggu okreslonego wzorem a, = (2)" jest réwna

A. 4 B 1 C. i

Zadanie 5. (1 pkt)

D. 322

D. 4

Obrazem punktu A = (-2, 3) w jednokladnosci o §rodku w punkeie S = (1, 1) i skali k = —3

jest punkt A’ o wspélrzednych

A. (8,-5)
B. (—10,7)
C. (-8,7)
D. (10, -5)

Zadanie 6. (1 pkt)

O8o5 &

Granica lim jest réwna

r—5— I —
A.0
B. —x

C.
D. &
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Zadanie 7. (2 pkt)
Niech z; i 2o beda rozwiazaniami réwnania 2z? — 10z — 15 = 0. Oblicz warto§é wyrazenia
23 + x3. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. (2 pkt)

Rozwiaz rownanie 2sin(z + 55) = 1 i podaj najmniejsze dodatnie rozwigzanie tego rownania.
Podstaw 7 = 3,14 i zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanej liczby.
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Zadanie 9. (2 pkt)
2
‘.i przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Oblicz pochodng funkeji f(z) = 32=2 w punkcie z = 3- Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po

Zadanie 10. (2 pkt)

Oblicz, ile jest liczb parzystych czterocyfrowych, w zapisie ktérych wystepuja trzy rézne
cyfry, a powtarzajacy sie cyfra w liczbie jest cyfra jednosci. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek

i jednodci otrzymanego wyniku.

]

74

e



ARKUSZ VII ARKUSZE

Zadanie 11. (3 pkt)
Ciag (an) o wyrazach dodatnich jest okreslony wzorem rekurencyjnym
a; = 3
logs apy1 =logsa, +1 dla n>1.
log; an
Wykaz, ze lim —239ntl _

n—co logs a,

| Zadanie 12. (3 pkt)
Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym kat C jest prosty, |CA| = 2v/2 1 |CB| = 2.
, Wykaz, ze srodkowe BD i CE tego trojkata sa do siebie prostopadte.
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Zadanie 13. (3 pkt)

Wyznacz wszystkie punkty o catkowitych wspolrzednych lezace na wykresie funkeji

Fla) == 2;”:1. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez te punkty.
Zadanie 14. (3 pkt) c
Dany jest trojkat ABC, w ktorym sin o = %sinﬂ (zobacz rysu-
nek). Oblicz stosunck pél kwadratéw o bokach AC i BC oraz
wykaz, ze |AB| < 2,5-|BC|. 4 B
A B
LTI
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Zadanie 15. (3 pkt)

Wyznacz przedzialy monotonicznodei funkeji f(z) = —z* + 223 + 22 — 1.

Zadanie 16. (3 pkt)
Przekrdj graniastostupa prawidlowego trojkatnego, zawierajacy krawedz dolnej podstawy i
punkt przeciwleglej krawedzi bocznej, jest nachylony do plaszezyzny podstawy pod katem

« = 30°. Oblicz pole tego przekroju, jesli wiadomo, ze odcina on od danego graniastostupa

ostrostup o objetosci V = 248,
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Zadanie 17. (5 pkt)

W trojkacie réwnoramiennym ABC o ramionach AC'i BC dane sg A = (—=3,—4)iB = (5,2).
Wysokos¢ trojkata poprowadzona do podstawy AB ma dlugos¢ 10. Oblicz wspolrzedne
punktu C' (rozpatrz wszystkie przypadki).
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Zadanie 18. (6 pkt)

Trojkat ABC' obracamy wokol prostej zawierajacej bok AB. Oblicz pole powierzchni otrzy-
manej bryly wiedzac, ze |AB| = 5(v3 + 1), |[ZCAB| = 60° i |ZCBA| = 45°. Czy na tej
bryle mozna opisaé¢ kule? OdpowiedZ uzasadnij.
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Zadanie 19. (7 pkt)

Rzucamy trzykrotnie symetryczng kostka do gry. Zdarzenie A polega na tym, Ze najmniejsza
liczba oczek w otrzymanej trojce liczb Jest trzykrotnie mniejsza od najwiekszej liczby oczek
w tej trojee. Zdarzenie B polega na tym, ze suma liczb wyrzuconych oczek jest wieksza
od 13. Oblicz, ktére zdarzenie A czy B jest bardziej prawdopodobne.

B 1
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ARKUSZ VIII

Zadanie 1. (1 pkt)
Réwnanie |z — 7| + |z + 2| =11

. nie ma rozwiazan

. ma jedno rozwigzanie
. ma dwa rozwigzania
. Ia trzy rozwiazania,

caw»

Zadanie 2. (1 pkt)
Z pudetka zawierajacego trzy kule biale i siedem kul czarnych wyjmujemy losowo dwie kule,
a z pozostalych kul losujemy jedna. Prawdopodobienistwo, ze bedzie to kula biala jest réwne

A B. 3 C. 3 D. 1
Zadanie 3. (1 pkt)
. . m . Py =12 . o
Niech r bedzie liczbg dodatnia. Uktad réwnan 2 o Z niewiadomymi z iy
2 2+ (y—3)2=r

ma jedno rozwigzanie, gdy r spelnia warunek

A.|lr=3|=12
B. |r ++v3| = V12
C.lr—+v12/=3
D.|r—12|=3

Zadanie 4. (1 pkt)
Styczna do paraboli y = —2z2+ 15z —22, nachylona do osi OX pod katem 135°, ma réwnanie

Aly=—-z+2
B.y=—-xz+4
C.y=—z+6
D.y=-z+10

Zadanie 5. (1 pkt)

Podstawg ostrostupa jest trojkat o bokach dlugosci 6, 25 i 29. Kazda $ciana boczna ostro-
stupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 45°. Objetosé tego ostrostupa
réwna sie

A. 120 B. 60 C. 40 D. 30
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Zadanie 6. (2 pkt)
Oblicz, dla jakiej wartosci parametru a liczba /6 — 1 jest pierwiastkiem wielomianu
w(r) =23 +22 - 122+ 7% Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 7. (2 pkt)

Oblicz S2iptsing Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego

™ .
cos 35 +cCos 7

otrzymanego wyniku.
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Zadanie 8. (2 pkt)

Oblicz sume (24 v/2) +(1++/2) + (1+ %) +. ... Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (3 pkt)
Wykaz, ze dla dowolnej liczby n > 0in # 1
10g, (11 + 1) - 10g,1(n +2) - 1og,5(n +3) - log, g1 = 1.

84




ARKUSZ VIII ARKUSZE

Zadanie 10. (3 pkt)
W czworokacie wypuklym ABCD punkty E,F,G i H sa odpowiednio srodkami bokéw
AB,BC,CD i DA oraz |EG| = |FH|. Wykaz, ze pole tego czworokata jest niewieksze

niz 1(%£%)2, gdzie a i b oznaczaja diugosci przekatnych czworokata.

Zadanie 11. (3 pkt)

Dwaj pracownicy, pracujgc razem, wykonali w czasie 20 godzin pewna liczbe jednakowych
detali. Gdyby te samg prace mial wykonaé tylko pierwszy pracownik, to zajeloby mu to 36
godzin. Ile czasu potrzebuje na samodzielne wykonanie tej pracy drugi pracownik?
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Zadanie 12. (3 pkt)
i " _ (zm_4)2 y ¢ . . a0 G . .
Narysuj wykres funkeji f(z) = oy | podaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie

f(z) =m ma dwa rozwigzania.

. J | L]

1 |
-

Zadanie 13. (3 pkt)

Kazdy z wektoréw % i @ ma dodatnie wspolrzedne i dlugosé 10. Wektor 7 Jest prostopadty
do prostej 3z 4 4y — 8 = 0, a wektor o jest roéwnolegly do prostej y = %:c + 4. Wyznacz
dhugosé wektora o + .
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Zadanie 14. (3 pkt)
Napisz réwnanie okregu wpisanego w tréjkat, ktérego jeden bok jest zawarty w osi OX,
a dwa pozostale boki sg zawarte w wykresie funkcji f(z) = —2lz| + 4.

Zadanie 15. (3 pkt)

Z liczb zbioru {2,3,4, 5,11, 12} wybieramy po kolei bez zwracania dwie liczby i tworzymy
utamek zwykly w ten sposob, ze pierwsza wylosowana liczba, jest licznikiem, a druga mia-
nownikiem utamka. Oblicz prawdopodobieristwo utworzenia utamka nieskracalnego, pod
warunkiem, ze utamek jest mniejszy od 1.
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Zadanie 16. (6 pkt) c

Wyznacz zbior wszystkich wartosci liczby k, dla ktérych kat o w 7 24
trojkacie ABC (zobacz rysunek) nie jest ostry.

A E*—7k+25

B
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Zadanie 17. (6 pkt)

Z graniastostupa prawidlowego trojkatnego o krawedzi podstawy
dlugosci @ = 9 i krawedzi bocznej dlugoéci b = 8 wycigto
bryte zacieniowang na rysunku. Oblicz objeto$¢ tej bryly, jesli
wiadomo, ze czworokaty GHKL i LKIJ sa prostokatami oraz
|AL|:|LC| = |BK|:|KC| = 2:1.
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Zadanie 18. (6 pkt)

Ze wszystkich stozkow wpisanych w kule o promieniu diugosci R tak, ze srodek kuli nalezy
do wysokosci stozka, wyznacz ten, ktéry ma najwicksza objetosé. Oblicz objetosé wyzna-
czonego stozka.
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ARKUSZ IX

Zadanie 1. (1 pkt)

1 0 . ;
Liczba £ 3-310670.03) 14wna sie
ogr 2—log, 6

A. 4 B. —4 C. % D.

avf ]

Zadanie 2. (1 pkt)

Suma odwrotnosci pierwiastkow réwnania v/1022 + v/2z — /5 = 0 jest réwna
A B B. Y10 C. -¥5 D. ¥
© 2 ) T "B

Zadanie 3. (1 pkt)

; } 2 . 2
Granica ciggu a, = (n i mr—Shmlag

n+1

A. -2 B. -1 C.0 D.1

) jest réwna 1 dla parametru k réwnego

Zadanie 4. (1 pkt)

W przesunieciu réwnolegtym obrazem dowolnego punktu A = (z,%) plaszczyzny jest punkt
A" = (2,y), taki, ze 2’ = 2411y = y—3. W tym przesunigciu obrazem okregu o réwnaniu
(x =52+ (y+6)2%=1 jest okrag o réwnaniu

A (z-6)2+(y+9)7°=

B.(z -4+ (y+3)?= 1
C.(z+6)2+(y—-92=1
D.(z4+4)°+(y—-3)2%=1

Zadanie 5. (1 pkt)

Wsrod ponizszych wzoréw funkeji wskaz wzér tej funkeji, ktora nie ma ekstremum.

Zadanie 6. (1 pkt)
Narysunku |[AE| = z, |BE| =y, |EF| =3, |FC| =41 |CD| = 12 oraz |/BDF| = |ZCDF|.

Liczba £ jest réwna
y 4 D

Dowp
I QIB LI~
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Zadanie 7. (2 pkt)
Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych mniejszych od 835, ktore z dzielenia przez 6
daja reszte 5. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. (2 pkt)

Rozwigz nierdwnosé 9—’% < 0. Zakoduj, w kolejnoéci rosnacej, wszystkie liczby natu-

ralne spelniajace te nieréwnosé.

93



ARKUSZE

ARKUSZ IX

Zadanie 9. (2 pkt)
W tréjkacie o bokach dtugosci 13, 141 15

do boku o dtugosci 14. Zakoduj cyfry set

oblicz kwadrat dtugosci srodkowe]j poprowadzonej
ek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

—

L

Zadanie 10. (2 pkt)

Wyznacz najmniejsze dodatnie miejsce zerowe funkeji f(z) = 2sin(z — ) — V3. Wykorzy-

stujac podstawienie 7 = 3,14 zakoduj cy
otrzymanego wyniku.

fre jednosci i dwie poczatkowe cyfry po przecinku
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Zadanie 11. (3 pkt)

Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej o utamek Z242 jest nieskracalny.

Zadanie 12. (3 pkt)

Wykaz, ze kwadrat dlugosci érednicy okregu wpisanego w trapez rownoramienny jest rowny
iloczynowi dlugosci podstaw tego trapezu.
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Zadanie 13. (8 pkt)

Na plaszczyznie z ukladem wspélrzednych dane sa punkty A = (2,—1), B = (7,2) i
C = (5,3). Wyznacz Wsp()}rzqdne wektora o dlugodci 1 réwnoleglego do wektora
@ =248 — BC

Zadanie 14. (5 pkt)

Odcinek PS jest érednica okregu. Na jednym poélokregu zazna-

czamy punkty C i Cy, a na drugim pétokregu punkty Cs, Cy, Cs i

Ce rézne od punktow P i S (zobacz rysunek). Rzucamy dwukrot- o)
nie symetryczng szeScienng kostka. Jesli wypadnie para réznych

liczb oczek (m,n), gdzie m,n € {1,2,3,4,5,6}, to tworzymy kat - g
wpisany o ramionach Cy, P i C,,,C,,, a jesli wypadnie para (m,m),

to tworzymy kat wpisany o ramionach C,,P i C,,,S. Oblicz praw- A
dopodobiefistwo utworzenia w ten sposéb kata rozwartego, pod Cs Gy
warunkiem, Ze co najmniej jedna z liczb wyrzuconej pary oczek

jest parzysta.

&)
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ARKUSZ IX ARKUSZE

Zadanie 15. (5 pkt)

Wyznacz najmniejszg i najwieksza wartosé funkeji f(x) = sin 22 + cos 2z w przedziale (0, T ).
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ARKUSZE

ARKUSZ IX

Zadanie 16. (6 pkt)

Oblicz pole trojkata utworzonego przez styczng do wykresu funkeji f(z) = 2=8 w punkcie

Zo = 3 z osiami ukladu wspétrzednych.

—
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ARKUSZ IX ARKUSZE

Zadanie 17. (6 pkt)

W jakim stosunku nalezy podzieli¢ dany odcinek o dlugosci a na dwie czesci tak, aby obje-
tos¢ stozka, ktérego promien bedzie utworzony z jednej z tych czesci, a wysokosé z drugiej,
byta najwieksza?
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ARKUSIE ARKUSZ IX

Zadanie 18. (7 pkt)

Wierzcholki trojkata o bokach dtugosci 5, 81 9 leza na powierzchni kuli o promieniu dlugo-
Sci b.

a) Wykaz, ze dwa boki tego trojkata widac¢ ze srodka kuli pod katem rozwartym.

b) Oblicz objetosé ostrostupa, ktérego podstaws jest dany trojkat, a czwarty wierzcholek
ostrostupa jest srodkiem tej kuli.
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ARKUSZ X ARKUSZE

ARKUSZ X

Zadanie 1. (1 pkt)
1

Suma nieskoriczonego ciggu geometrycznego: —Af2 41— 7 + % — ... jest réwna

A. 2(1 -2 B. 2(v2-1) C. V2 D. —2¢/2

Zadanie 2. (1 pkt)

Liczbe 22014 . 52014 zanisano w systemie dziesietnym. Liczba jej cyfr jest réwna

A. 2014 B. 4028 C. 2015 D. 10214

Zadanie 3. (1 pkt)
L Az 42z—1 . )
Granica lim ————— jest réwna
T—0o0 332 m— 333‘ -4

A. —o0 B.4 C.0 D. +oc

Zadanie 4. (1 pkt)

Réwnanie (4 — z)(z 4+ 6) = a ma dokladnie jedno rozwiazanie dla

A .g=-1
B.a=1

C.a=24
D.a=125

Zadanie 5. (1 pkt)
Rzucamy trzema symetrycznymi szeSciennymi kostkami. Prawdopodobiefistwo tego, ze przy-
najmniej na jednej kostce wypadnie jedynka, jezeli wiadomo, ze na kazdej kostce wypadta

inna liczba oczek, jest réwne
1 1 1
A ¢ B. 5 C. s D. 0,6

Zadanie 6. (1 pkt)

Ktore z ponizszych zdan jest falszywe?

A. sin 1000° = — cos 10° B. —sin? 105° + cos? 105° = — %2
C. tgd40°tgdb°tgh0° = 1 D. sin 120° - cos 540° = —1

Zadanie 7. (1 pkt)

Promien okregu wpisanego w romb o kacie 60° jest réwny /3. Wowczas
A. przekatne rombu majg dhugosci 2 i 2v/3

B. pole rombu jest rowne /3

C. obwdd rombu jest réwny 8

D. bok rombu ma dtugosé 4
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ARKUSZ X ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)
O liczbach a i b wiemy, ze 4* = 25 oraz 8" = 27. Oblicz 2*°. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry
po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

Do pewnej prostej naleza punkty A = (—2,3)1 B = (4,5). Wyznacz tangens kata nachylenia
tej prostej do osi OX. Zakoduj trzy poczgtkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanego wyniku.
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ARKUSZE ARKUSZ X

Zadanie 10. (2 pkt)
Wyznacz najwiekszg liczbe calkowita spelniajaca nieréwnoé¢ /3n — 4 + 3 > n. Oblicz jej
szeScian. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci uzykanego wyniku.

Zadanie 11. (8 pkt)
Dane sg wektory i = [3, ~1], ¥ = [-5, -3], W = [~1,2]. Udowodnij, ze jesli wektory
kd —m® oraz W sg prostopadte, to m = 5k.

| ] |
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ARKUSZ X ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)
Uzasadnij, ze liczba v/6 + 2v/5 — v/6 — 2v/5 jest liczbg, naturalng.

Zadanie 13. (3 pkt)

W tréjkacie ABC dane sg A = (—2,4), A8 = [6, —5], BC = [1,4]. Trojkat A;B1C jest
obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o srodku w punkcie O = (0,0) i skali &k = —3.
Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow B, C, A;, By, Ch.
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ARKUSZE ARKUSZ X

Zadanie 14. (8 pkt)

Oblicz granice li 2!~ 2% + 42’ — 62+ 3
7, ice lim
8 Qa:—)-l 3+ 222 — T+ 4

| |

Zadanie 15. (4 pkt)
W okrag o réwnaniu 22 +3? + 42 — 6y — 3 = 0 wpisano kwadrat. Oblicz pole tego kwadratu.
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ARKUSZ X ARKUSZE
Zadanie 16. (5 pkt)
Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = sinz + cos .
a) Zapisz wzor tej funkcji w postaci iloczynowe;j.
b) Wyznacz zbiér wartosei funkcji f.
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Zadanie 17. (5 pkt)

Wyznacz ekstrema funkcji f(z) = |z| — 22.

—
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ARKUSZ X ARKUSZE

Zadanie 18. (5 pkt)

Pan Mastowski kupil dwie kwadratowe wyktadziny i zaplacil za nie razem 1705 zt. Cena
pierwszej wykladziny byta réwna 30 zt/m?, za$ cena drugiej 25 zt/m?. Oblicz wymiary wy-
ktadzin wiedzac, ze dlugosé boku pierwszej byla o 3 m mniejsza od dtugosci boku drugiej.
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ARKUSZE

ARKUSZ X

Zadanie 19. (6 pkt)

Oblicz miare kata nachylenia plaszezyzny zaznaczonego prze-
kroju do ptaszezyzny podstawy graniastostupa prawidtowego
szeSciokatnego. Pole przekroju jest réwne 24 ecm?, a krawedz
podstawy graniastostupa ma dtugosé 4 em.
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ARKUSZ XI

ARKUSZE

ARKUSZ XI

Zadanie 1. (1 pkt)

W pewnym ciggu ag = 5, as = 8 oraz a, + ani1 + ane = 7 dla kazdego n € C.. Wyraz agos

jest réwny

A.5 B. 8 C.6 D. -6

Zadanie 2. (1 pkt)

Okresl, w ktorej ¢wiartce uktadu wspotrzednych lezy koncowe ramie kata «, jezeli

sina-cosa > 01sine+ cosa < 0.

AT B.I] C. 11 D. 1V

Zadanie 3. (1 pkt)

Ktéra z ponizszych réwnosci jest prawdziwa dla kazdych liczb z,y € R.

Az +yl =zl + |yl B. |z-y|=|z| |yl
C. lz =yl = [lx] = Iyl D. |z —y| = |z| - |y|

Zadanie 4. (1 pkt)

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a,, = =2~

Granica tego ciagu jest liczba

nt+l *
A.0 B.1 C. 3 D. -5
Zadanie 5. (1 pkt)
Wektor ¥ = [—3,1 — a] ma dlugosé rowng 5. Wskaz wartoéci parametru a.
A.a=-3luba=5 B.a=-5luba=-3
C.a=3luba=5 D.a=3luba=-5

Zadanie 6. (1 pkt)

Gorna czgé¢ zbiornika (patrz rysunek) jest walcem o érednicy
rowne] jego wysokodci, a dolna jest stozkiem o wysokosci
rownej promieniowi podstawy. Jaka cze$¢ objetosci calego
zbiornika stanowi objetosé tej czesci, ktora jest stozkiem?

= == 3= =

Sawp

Zadanie 7. (1 pkt)
Pole tréjkata o bokach dhugosei 24/7, 4v/2, 24/15 jest rowne

A 2V7 B. 4/14 C. &I D. 6
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ARKUSZ XI ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)

Okrag ma srodek w punkcie S = (—2, 1) i przechodzi przez poczatek uktadu wspoélrzednych.
Oblicz dlugos$é promienia tego okregu. Zakoduj cyfre jednodci i dwie poczatkowe cyfry po
przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
Niech f(z) = &2, gdzie x # 2. Znajdz f'(x). Oblicz —100 - f'(1). Zakoduj cyfry setek,

=27

dziesiatek i jednosci uzykanego wyniku.
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Zadanie 10. (2 pkt)

Wielomian W (z) = z* — 9z% 4+ 23z — 15 ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Wyznacz sume sze-
scianow pierwiastkéw tego wielomianu. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosei uzykanego
wyniku.

Zadanie 11. (3 pkt)
Uzasadnij, ze logy 5 - log, 9 - logs 2 = 1.

||
-
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ARKUSZ XI ARKUSZE

Zadanie 12. (3 pkt)

Rozwiaz réwnanie 1 4+ + 22 4+ 2° + ... = 2, ktorego lewa strona jest suma szeregu geome-
trycznego.

Zadanie 13. (3 pkt)

Uzasadnij, ze suma pol ksiezycow Hipokratesa jest
rowna polu trojkata prostokatnego ABC.
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ARKUSZE ARKUSZ XI

Zadanie 14. (5 pkt)

Odleglo§¢ miedzy miastami A i B jest rowna 60 km. Samochad osobowy przebywa te droge
0 45 minut szybciej niz rowerzysta. Srednia predkosé samochodu jest wieksza od sredniej
predkosci rowerzysty o 40 km/h. Oblicz srednie predkoéci rowerzysty oraz samochodu.

Zadanie 15. (5 pkt)

Funkcja kwadratowa f(z) = az® + bz — 3, gdzie b > 0 ma rézne micjsca zerowe, ktorych
iloczyn jest réwny —3. Wiedzac, ze funkcja ta przyjmuje najmniejszg wartos¢ rowng (—4),
oblicz:

a) wspolezynniki a i b,

b) miejsca zerowe funkcji f.
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Zadanie 16. (5 pkt)

Wyznacz wspolne rozwigzania réwnarn cos 3z = cos z oraz sindz = 0 w przedziale (0, 27).

Zadanie 17. (6 pkt)
Funkcja f(z) = “f: __23 osigga ckstrema w punktach z; 1 zo. Wyznacz réwnanie prostej prze-

chodzacej przez $rodek odcinka AB, gdzie A = (x4, f(x1)), B = (2, f(x2)) 1 réwnoleglej do
stycznej poprowadzonej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej xy = 4.
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Zadanie 18. (7 pkt)

W graniastostupie prawidlowym czworokatnym suma dlugosci wszystkich krawedzi jest
rowna 48. Wyznacz wymiary tego graniastostupa tak, aby jego objetosé byta najwicksza.
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ARKUSZ XII

Zadanie 1. (1 pkt)

Ktoéra z nastepujacych funkeji ma skoriczona granice w nieskoniczonosci?

A h(z)y=c+1 B. f(r) =z —2° C. g(z) = =2 D. t(z) = 1+ ||

Zadanie 2. (1 pkt)
Dla jakiej wartosci z odcinek DF jest réwnoleglty do podstawy AB tréjkata ABC?

A.g=21lw="T - < \
B. tylko dla z = 2
C. tylko dla 3 = 7 .y L,
D.dlax > 7T
A B

Zadanie 3. (1 pkt)
Oblicz iloraz nieskoriczonego ciggu geometrycznego zbieznego, ktérego pierwszym wyrazem
jest 5, a suma jego wszystkich wyrazéw réwna sie 20.

Al B. 1 C.1% D.5

Zadanie 4. (1 pkt)

Zbiorem rozwiazan nieréwnosdci 3z — |z + 2| < 6 jest
A. (—00,4) B. (—00,4) C. (L,4) D. (-1,4)

Zadanie 5. (1 pkt)

Niech a i b oznaczaja dtugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego. Jesli r jest dtugo-
$cig promienia okregu wpisanego w ten trojkat, a R jest dlugoscia promienia okregu opisanego
na nim, to 2r 4+ 2R réwna sie

A. f(a+b)

B. Vab

C.a+bd

D. Va2 + b2

Zadanie 6. (1 pkt)
Cosinus kata miedzy przekatna sciany bocznej i sgsiedniag $ciang boczng w graniastostupie
trojkatnym, ktérego sciany boezne sg kwadratami, jest rowny

V6 2v3 V8
A. 8 B. Y10 C. 28 D. ¥

Zadanie 7. (1 pkt)

Prosta o réwnaniu y = 2z + k jest styczna do wykresu funkcji f(z) = Izm“l, jesli k jest réwne
A k=-2lubk=2 B.k=1lubk=-1
C. tylko dla k = 2 D. tylko dla k = —1
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ARKUSZ XII ARKUSZE

Zadanie 8. (2 pkt)

Liczba 1 4+ v/2 jest pierwiastkiem réwnania x? + pxr + ¢ = 0, gdzie p 1 ¢ sa liczbami catko-
witymi. Oblicz warto§é wyrazenia —100(p + ¢). Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jednosci
uzykanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 3, |BC| = 1, a miara kata ABC réwna sie 60°. Oblicz
dtugosé promienia okregu opisanego na tym tréjkacie. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po
przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.
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Zadanie 10. (2 pkt)

Z urny zawierajacej 2 kule bialei 6 czarnych losujemy trzy razy po jednej kuli ze zwracaniem.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze przynajmniej jedna z nich bedzie biata. Zakoduj trzy
poczatkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 11. (3 pkt)

Udowodnié, ze jezeli z +y = 4 i 2° + y® = 16, to wartosé wyrazenia 4x%y? jest réwna 64.
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Zadanie 12. (3 pkt)

Prosta o réwnaniu z +y = 7 jest styczna do okregu o réwnaniu z? + y* = r. Uzasadnij, ze
wowcezas 7 = 2.

Zadanie 13. (3 pkt)

Rozwigz rownanie sin? z — cos 2z — 2 = 0 w przedziale z € (0, 4m).
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Zadanie 14. (3 pkt)
Wielomian W (z) = 2® — (k +m)z? — (k —m)z + 3 jest podzielny przez dwumian z — 1 oraz
przez dwumian z — 3. Oblicz wartosci parametréow k oraz m tego wielomianu.

Zadanie 15. (5 pkt)

Oblicz sume¢ wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych, ktére nie sq podzielne ani przez
12, ani przez 15.
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Zadanie 16. (5 pkt)
Srodek okregu przechodzacego przez punkty A = (3,0) i B = (—1,2) nalezy do proste;
o robwnaniu * —y + 2 = 0. Napisz réownanie tego okregu.

Zadanie 17. (7 pkt)
Tréjkat réwnoramienny o danym obwodzie m obraca si¢ dookota podstawy. Podaj maksy-
malng objetodé¢ powstalej w ten sposéb bryty.
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Zadanie 18. (7 pkt)
Napisz réwnania stycznych do wykresu funkcji f danej wzorem f(z) = 2° — 322 + 1, na
ktérych lezy punkt P = (2, —4).
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ODPOWIEDZI

ODPOWIEDZI

ARKUSZ 1

[1.]2.73.74.[5.]6.]7. 8. 9 10.

AlB|lc|B|A|D]|D]|[6]7]5] |1|1-]7| 12]5]6]

Zadanie 11. (0-3)
1 pkt Zapisanie nieréwnosci w postaci i“"ﬁ—;“”%ﬂ > 0.

2 pkt
3 pkt

Zapisanie nierownosci w postaci z(x + 1)(2z — 1)2 > 0.
Uzasadnienie, ze powyzsza nieréwnosé jest prawdziwa dla z > 0.

Zadanie 12. (0-3)
1 pkt Zauwazenie, ze trojkaty ABE i ECD sy rownoramienne oraz tego, ze suma miar katéw

2 pkt

3 pkt

ABE i ECD jest réwna 180°.
Zapisanie rownosci [ZBEA| + |£DEA| + |£DEC| = 180°.
Uzasadnienie na podstawie powyzszej réwnosci, ze |ZDFEA| = 90°.

Zadanie 13. (0-4)

1 pkt

Zapisanie nieréwnosci w postaci cos 3z > %

2 pkt  Zapisanie nieréwnosci cosu > % oraz wykonanie wykresu funkcji y = cos u.

3 pkt
4 pkt

Podanie rozwiazania nieréwnosci v € (0; 3).
Podanie odpowiedzi = € (0; §).

Zadanie 14. (0-4)
Podanie wspétrzednych punktu F' = (1,v/3) oraz srodka okregu S = (2,0).

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt

Wyznaczenie rownania prostej FS: y = —v/3(z — 2).
Podanie wspolczynnika kierunkowego stycznej a = ‘/Tg
Wyznaczenie rownania szukanej stycznej y = %3} + %\/E

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt

Zauwazenie, ze Pgrp = 2 - Papr = 2z.
Zauwazenie, ze Pppo = % - Parg = %y.
Zauwazenie, ze Popp = 2+ Papc = 3y.
Zauwazenie zaleznosci 3z + y = Ty, skad =z = 2y.

Podanie odpowiedzi: szukany stosunek wynosi %

Zadanie 16. (0-5)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt

5 pkt

128

Obliczenie pochodnej f'(z) = 322 — 3 oraz jej miejsc zerowych —1, 1.
Ustalenie przedzialéw monotonicznogei funkeji f.
Ustalenie maksimum f(—1) = 4 oraz minimum f(1) = 0 funkcji f.

Wykonanie szkicu wykresu funkeji f uwzgledniajacy punkt przeciecia wykresu funkeji f

z osig OY: (0,2).
Podanie odpowiedzi: m € (2,4).




ODPOWIEDZI ODPOWIEDZI

Zadanie 17. (0-6)

3 pkt

4 pkt
5 pkt

6 pkt

Przyjecie strategii obliczenia wszystkich liczb nieparzystych czterocyfrowych i wszystkich
liczb nieparzystych czterocyfrowych bez ,siddemki”.

Obliczenie liczby wszystkich liczb nieparzystych 910 - 10 - 5 = 4500.

Obliczenie liczby wszystkich liczb nieparzystych czterocyfrowych bez ,siédemki”
8-9.9.4=2592.

Podanie odpowiedzi 4500 — 2592 = 1908.

Zadanie 18. (0-7)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt
6 pkt
7 pkt

Zapisanie warunkéw r + [ = 12 oraz r2 + h? = 2.

Wyznaczenie zaleznosci h = /144 — 24r, gdzie r € (0, 6).

Zapisanie wzoru na objetoéé stozka V(r) = 1wr?y/144 — 24r = %ﬁm‘z\/ﬁ -r.
Analiza funkcji y(r) = 6r* — r®.

Wyznaczenie r = 4,8 spelniajacego warunek konieczny ekstremum.
Wykazanie, ze w punkcie r = 4,8 funkcja osiaga maksimum.

Podanie wymiaréw stozka: 4,8, 1 = 7,2, h = 125—‘/5
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ODPOWIEDZI ODPOWIEDZI

ARKUSZ II

1.[2.]3. 4. [5. . 8. 9. 10. 11.
C|D|B|D|B|A|B/[[3]9]7]][s]of1]]|[2]5]2]]4]5]2]

1N
en
=)
-

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt Uzasadnienie, ze trojkat jest rozwartokatny wynikajace z faktu, ze najwiekszy kat ma
miare % - 180° > 90°.

2 pkt  Zauwazenie, ze ZASB = 6a, ZASC = 4« jako katy srodkowe.

3 pkt  Zauwazenie, ze ZBSC = 2a i stwierdzenie, ze liczby 6a, 4, 2a0 tworza ciag arytmetyczny.

Zadanie 13. (0-4)

2 pkt Zapisanie nieréwnosci GT‘H' > +ab, %‘—‘ > Ve, 9% > /ca wynikajacych z faktu, ze
srednia arytmetyczna jest nie mniejsza od éredniej geometrycznej.

3 pkt Pomnozenie powyzszych nieréwnoéci stronami Mw > va2b2c2.

4 pkt  Doprowadzenie powyzszej nieréwnosci do postaci (a + b)(b+ ¢)(c + a) > 8abe.

Zadanie 14. (0-4)

1 pkt  Obliczenie pochodnej f/(z) = 322 — 2(m + 1)z + m.

2 pkt  Obliczenie A = 4m? — 4m + 4.

3 pkt Stwierdzenie, ze A > 0 dla kazdego m € R.

4 pkt  Podanie odpowiedzi m € (0, +00), gdyz na podstawie wzoréw Viette’a xq - x9 = m.

Zadanie 15. (0—4)

1 pkt Zapisanie réwnania w postaci ‘/T‘; sinx + % coszT = %

2 pkt Zapisanie réwnania w postaci sin z - cos g +COS T - sing = %
3 pkt  Zapisanie réwnania w postaci sin(z + Z) = 1.
4 pkt Podanie rozwigzan réwnania z € {0, %ﬂ‘, 27}

Zadanie 16. (0—4)

1 pkt  Zapisanie, ze [2| = 6! = 720.

2 pkt  Zapisanie grup 4 ukladéw npnpnp, pnpnpn, nppnpn, npnppn, gdzie p oznacza liczbe
parzysta, a n liczbe nieparzysts.

3 pkt  Zliczenie liczby elementéw jednej grupy 3! - 3!.

4 pkt  Podanie odpowiedzi P(4) = %3—' = % = %

Zadanie 17. (0-5)

1 pkt  Obliczenie pola trojkata P = % -7-3-s8in120° = %\/3

2 pkt  Obliczenie pol trojkatéw, na ktore podzielita trojkat dwusieczna: P = % <7 -d-sin60°,
P = % -3-d-sin60°, gdzie d oznacza dlugosé dwusiecznej zawartej w trojkacie.

3 pkt Zapisanie réwnogci P, + Py = P.

4 pkt Zapisanie réwnania E\/ﬁd + %\/50! = 24—1\5

5 pkt Podanie odpowiedzi d = 2,1.
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Zadanie 18. (0-5)

1 pkt Zapisanie réwnania okregu w postaci (z — 5)% + (y — 3)% = 34 — m.

2 pkt  Wyznaczenie odleglosci miedzy srodkami okregow: +/45.

3 pkt Rozwiazanie rownania v45 = V5 + 34 —m :m = 14.

4 pkt Zapisanie rownania prostej przechodzacej przez srodki okregow y = %(m +1).
z=1

i sodanie odpowiedzi
i podanie odpowie Zl{y*l.

k i . 2 - == Wy 9
5 pkt Rozwigzanie ukladu réwnarn { (@+1)2+42=5

Zadanie 19. (0-6)

1 pkt Wyznaczenie wysokosci podstawy ostrostupa h = 32.

2 pkt  Wyznaczenie pola podstawy ostrostupa P = 768.

3 pkt Wyznaczenie promienia okregu opisanego na podstawie ostrostupa R = %1% = 25.

4 pkt Stwierdzenie, Ze spodek wysokosci ostrostupa znajduje sie w érodku okregu opisanego na
podstawie.

5 pkt  Wyznaczenie wysokosci ostrostupa H = 254/3.

6 pkt Wyznaczenie objetosci ostrostupa V' = 6400+/3.
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ARKUSZ III

% (2 [8:] 4 |5 |6 T 8. 9. 10.
cic|D|c|c|B|D]|2]7i8][3]7]5]|[3]1]3]

Zadanie 11. (0-3)
1 pkt Obliczenie P(AN B) = P(A|B)- P(B) = % . % = -1§1~ oraz P(B — A) = %
2 pkt Zauwazenie, ze P(A) > P(AN B) = 1.
3 pkt Zauwazenie, ze P(A) <1-P(B—-A)=1- -13L1 —

|—|W

oo

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt Zapisanie nieréwnosci w postaci Iqu > 4q, gdzie |g| < 1.

2 pkt Zapisanie powyzszej nieréwnosci w postaci éﬁfégﬂ > 0.

3 pkt  Uzasadnienie powyzsze] nieréwnosci odwolujac sie do faktu, ze |g¢| < 1.

Zadanie 13. (0-4)

1 pkt Wyznaczenie podstawy tréjkata a(v/2 + 1) oraz jego wysokosci a(% +1).
2 pkt  Wyznaczenie pola trojkata P, = 1a?v2(v2 + 1)%.

3 pkt Wyznaczenie pola o$miokata foremnego P, = 2a%(+/2 + 1).

4 pkt Wyznaczenie stosunku pél % e 2%"@.

Zadanie 14. (0-4)

1 pkt Zapisanie réwnania 3z = 5x + 2k, gdzie k € C.

2 pkt  Zapisanie réwnania 3z = —bz + 2kw, gdzie k € C.
3 pkt Rozwiazanie powyzszych réwnan = = krn, x = ik:fr.
4 pkt Podanie odpowiedzi z € {0, i, 37, 37, 7}.

Zadanie 15. (0-5)

2 pkt  Wyznaczenie wspotrzednych czwartego wierzchotka rombu D = (4, 3).

3 pkt  Wyznaczenie wspétrzednych $rodka okregu wpisanego S = (4%, 1%)

4 pkt Podanie promienia okregu r = 1%.

5 pkt Zapisanie réwnania okregu wpisanego w romb (z — 4,5)% + (y — 1,5)? = 2,25.

Zadanie 16. (0—6)

1 pkt Wyznaczenie pochodnej funkeji f/(x) = 5x* — 45z2.

2 pkt  Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej x = —3, z =0, = 3.

3 pkt  Odczytanie przedzialéw monotonicznoéci: funkcja f rosngca w przedzialach (—oo, —3)
oraz (3,+00), funkcja f malejaca w przedziale (—3,3).

4 pkt  Obliczenie maksimum funkcji f(—3) = 162 oraz minimum funkeji f(3) = —162.

5 pkt  Wykonanie szkicu wykresu funkeji f uwzgledniajacego przedzialy monotonicznosci, eks-
trema funkcji oraz granice wielomianu w —oo jak i +o0.

6 pkt Sformulowanie odpowiedzi: réwnanie ma 3 rozwigzania dla m € (=162, 162), 2 rozwiaza-
nia dla m € {-162,162}, 1 rozwigzanie dla m € (—oo, —162) U (162, +c0).
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Zadanie 17. (0-6)

1 pkt Wprowadzenie zmiennej pomocniczej ¢ = 2015 > 0 i zapisanie réwnania w postaci
t2 — 6t +m? —8m = 0.

2 pkt Zapisanie alternatywy warunkow:

a) A>0 b) A=0 0) A=>0
t1-ta <0 tg >0 t1 =0A1t3 >0

3 pkt Rozwigzanie warunku a) m € (0, 8).

4 pkt Rozwigzanie warunku b) m = —1 lub m = 9.
5 pkt Rozwigzanie warunku ¢) m = 8 lub m = 0.

6 pkt Podanie odpowiedzi m € (0;8) U {—1;9}.

Zadanie 18. (0-6)

1 pkt Podanie zaleznosci h = %%, gdzie a oznacza dlugos¢ krawedzi podstawy zbiornika, A
wysokosé zbiornika.

2 pkt Zapisanie wzoru na pole powierzchni zbiornika S = a? + dah.

3 pkt Zapisanie wzoru na pole powierzchni zbiornika w postaci S (a] = “?’Lalzg, gdzie a > 0.

4 pkt  Obliczenie pochodnej S'(a) = %’;Iﬁ.

5 pkt Obliczenie miejsca zerowego pochodnej S'(a): a = 4.

6 pkt Podanie wymiaréw zbiornika 4 x 4 x 2.
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ARKUSZ IV

1.]2.]3.]4.[5.[6. [ 7. 8. 9. 10.
Alc|B|D|D|B]|B|[3]1]s5]][s]7]7]|[5]2]0]

Zadanie 11. (0-3) _

1 pkt Zapisanie nieréwnosci w postaci @ + 1 + 33z + y% — 2y > 0.
2 pkt  Zapisanie nierownosci w postaci (y — 1)% 4+ z + zy® > 0.

3 pkt Uzasadnienie tezy zadania.

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt  Postawienie hipotezy, ze szukanym okregiem jest okrag, ktérego srednicg jest bok AB.
2 pkt  Uzasadnienie, ze punkty D i E leza na powyzszym okregu.

3 pkt Uzasadnienie tezy zadania.

Zadanie 13. (0-3)
1 pkt  Obliczenie odleglosci prostej od punktu S: d = J—Tﬂ%

g . i n £ s . m+2|
2 pkt Zapisanie nieréwnosci d = ey < 1.

3 pkt Rozwigzanie nieréwnosci m € (—oo, —% :

Zadanie 14. (0—4)

1 pkt  Wyznaczenie drugiej wspétrzednej punktu A = (4,2) oraz pochodnej y' = %59
2 pkt  Wyznaczenie wspolezynnika kierunkowego stycznej v/ (4) =2

3 pkt  Wyznaczenie rownania stycznej y = 2z — 6.

Zadanie 15. (0—4)

1 pkt  Zapisanie réwnosci sin(§ + z) = cos z.

2 pkt  Doprowadzenia réwnania do alternatywy réwnan cosz = %, cosz = 1.

4 pkt Rozwigzanie powyzszych rownan: = = 3 +2km, x = —~Z 42k oraz x = 2kn, gdzie k € C.

Zadanie 16. (0-5)
1 pkt Ustalenie miejsc zerowych funkcji z = —1, z = 2 oraz F0) =1,
2 pkt  Obliczenie pochodnej funkcji f'(z) = 3z(z - 2).
3 pkt  Ustalenie przedzialéw monotonicznoéci funkeji: f jest rosnaca w przedziatach (—oo,0)
oraz (2,+o00), f jest malejaca w przedziale (0, 2).
4 pkt  Ustalenie maksimum funkeji w punkeie z = 0 i minimum funkeji w punkcie z = 2.
5 pkt  Wykonanie wykresu funkcji w podanym przedziale.
! 0

i}
Loy
3

2
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Zadanie 17. (0-5)

1 pkt Wprowadzenie oznaczen A — wylosowana za drugim razem kula jest biala, B; - za pierw-
szym razem wylosowano 7 € {0, 1,2} kul bialych

2 pkt  Obliczenie prawdopodobienstw P(B Y= 12, Pl = % P(B3) = 2

3 pkt  Obliczenie prawdopodobienstw warunkowych P(A|B,) = &, P(A|B;) = %, P(A|B2) =2

4 pkt Zastosowanie wzoru na prawdopodobienistwo catkowite.

5 pkt  Obliczenie prawdopodobienstwa P(A) = %)

Zadanie 18. (0-5)

2 pkt Zapisanie uktadu réwnan: ac = b, b+d = 2¢, a +d = 16, b+ ¢ = 15, gdzie (a,b,¢,d) to
szukany ciag liczb.

3 pkt Wyznaczenie niewiadomych w zaleznosci od jednej zmiennej np.: a = 31 —3¢, b = 15 —¢,
d=3c—15.

4 pkt Wyznaczenie z réwnania 4¢? — 61c + 225 = 0 niewiadomej ¢: ¢ =9 lub ¢ = %5.

5 pkt Podanie odpowiedzi (4, 6,9, 12) oraz (%, %, %1—5, 14—5 .

Zadanie 19. (0-6)

1 pkt  Wykonanie rysunku ostrostupa z zaznaczeniem kata o oraz wysokosci ostrostupa.

2 pkt Zapisanie rownosci b = ﬁ, gdzie a - dtugosdé krawedzi podstawy, b - dlugoéé krawedzi
boczne]j.

3 pkt Zapisanie réwnoéci h? + (""/_)2 =7

4 pkt Zapisanie réwnosci z jedna niewiadoma a: h? i

= Lsin? S
‘ L i i 2 12h2 sm2 g
5 pkt Wyznaczenie a w zaleznosci od h i o 0 = 3—7——=+%.
2
. C L R3/3sin? &
6 pkt Wyznaczenie objetosci ostrostupa V = W
2
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ARKUSZ V
1.[2.]3. 4[5 [6. 7. 8. 9. 10.
AlA|B|D|A|B]|cC|[1]6]6]]]2][4]0]]][5]2]0]

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt Zapisanie rownosci w postaci sina(2 — cosar) — 5cos (2 ~ cos a) = 0.
2 pkt Zapisanie réwnosci w postaci (2 — cos a)(sin @ — 5cos &) = 0.

3 pkt Wywnioskowanie z powyzszej rownodci, ze tga = 5.

Zadanie 12. (0-4)

1 pkt Zalézmy, 7e b < a, wtedy ab® —a® = ab(b—a) <0 <
2 pkt  Jedli b > a, to ab® — a?b < ab — a?b°.

3 pkt Zauwazenie, 7e nieréwnosé ab — a?b? < i jest rownowazna nieréwnosci (ab — %)2 > 0.
4 pkt Uszasadnienie tezy zadania.

=

Zadanie 13. (0—4)

1 pkt  Zapisanie réwnosci 5 = %, gdzie R oznacza promiefi wycinka, natomiast r promien
kota wpisanego w wycinek.

2 pkt  Wyznaczenie zaleznodci r = -

3 pkt  Wyznaczenie pola wycinka P,

4 pkt Podanie odpowiedzi —}% = %

vl

= %’ITRZ oraz pola kota P, = %GTR2.

g

Zadanie 14. (0-4)

1 pkt Zapisanie ukladu rownan x; + 29 = 2, Txe — 4z = 47T.
2 pkt Wyznaczenie x; = —3, x5 = 5.

3 pkt Ulozenie réwnania p(p — 14) = 15.

4 pkt Podanie odpowiedzi p = —1 lub p = 15.

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt  Wyodrebnienie dwoch przypadkow: gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta oraz gdy pierwsza
cyfra jest parzysta.

2 pkt Zliczenie przypadkow, gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta 5 - (g) . 52« 53,

3 pkt  Zliczenie przypadkéw, gdy pierwsza cyfra jest parzysta 4 - G’) -5 B

4 pkt Zapisanie sumy 5 - (g) < 52« 52 4t (?) . 5. 54,

5 pkt Podanie odpowiedzi: 50 - 5° 4+ 20 - 5° = 14 - 55 = 218750.

Zadanie 16. (0-5)
1 pkt Zapisanie réwnania okregu w postaci (z + 3)2 + (y + 2)? = 25.
(+3)2+(y+2)?=25 , _
Y= —2 + 2 : A=1{0,2), D=[(2,-2)
3 pkt Wyznaczenie wspolrzednych pozostalych wierzchotkow prostokata:
B =(-8,-2),C =(—6,—6).
4 pkt Wyznaczenie dtugosci bokéw prostokata |AD| = /20, |AB| = v/80.
5 pkt  Obliczenie pola prostokata P = 40.

2 pkt Rozwiazanie uktadu rownan {

136



ODPOWIEDZI ODPOWIEDZI

Zadanie 17. (0-6)

1 pkt

2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt
6 pkt

Wykonanie rysunku z oznaczeniami.

Wyznaczenie h = /16 — x2, gdzie z € (0,4).

Zapisanie wzoru na pole trapezu P(z) = (z +4)v16 — 22,

Analiza funkcji y = P2(z) = (z + 4)*(16 — z2).

Obliczenie pochodnej i = —4x* — 2422 + 128.

Wyznaczenie punktu w przedziale (0,4), w ktérym funkcja f osigga maksimum: xg = 2.
Podanie odpowiedzi: dluzsza podstawa trapezu ma diugosé 8.

Zadanie 18. (0-7)

1 pkt
2 pkt
3 pkt

4 pkt
5 pkt

6 pkt

Wykonanie rysunku z zaznaczonymi katami o i .
Obliczenie pola podstawy ostrostupa P = %bQ sin a.

Na podstawie twierdzenia sinuséw podanie zaleznosci I& = b, gdzie R oznacza pro-
2

2cos
mieri okregu opisanego na podstawie ostrostupa.

Podanie wzoru na wysokosci ostrostupa H = Rtgf.

b-tgd

.
2cos §

Podanie zaleznosci H =

Podanie wzoru na objetosé ostrostupa V = 9—%{;&&8.
2
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ARKUSZ VI

1.12.13.|4.|5.|6.]|7. 8. 9. 10.
A|D[A|B|B|B]|A|[s]7]e]|[1]a]1]]|]4a]7]5]

Zadanie 11. (0-3)

— . s e 1 1 1
1 pkt Zapisanie tozsamosci gt T =

_ (sin® atcos? a)?— 2(sin a:cos a)2
(sin o cos ar)®

2 pkt  Podnoszac réwnoéé sin o + cos o = \/g do kwadratu, wyznaczenie wartogci

sine-cosa = i

2_orly2
3 pkt  Obliczenie wartosci Sin14 ST Sy 1°-2(3) =224 e W.

o costa — (11«)4

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt Zapisanie réwnosci log;S log; 2, log 3 = logs 6, log 3 = logs 18.

2 pkt  Zapisanie wlasnosci dotyczacej ciagu arytmetycznego logs 2 4 log, 18 = 2logs 6.
3 pkt  Uzasadnienie powyzszej réwnoscei.

Zadanie 13. (0-4)
2 pkt  Wykonanie rysunku z oznaczeniami i punktem D nalezgcym do dwusiecznej kata A.

B T D 44—z (¢

3 pkt Na podstawie twierdzenia o dwusiecznej zapisanie réwnosci ;1—4{—2 = 333

4 pkt  Wyznaczenie dlugodci |[BD| =z = 16—352 oraz |[DC| = 4,4 — z = .

Zadanie 14. (0—4)

1 pkt Wyznaczenie wspdlczynnika kierunkowego stycznej (1) = -2.
2 pkt  Wyznaczenie réwnania stycznej y = —2z + 5.

3 pkt  Wyznaczenie dtugosei przyprostokatnych trojkata: 5, 21

4 pkt  Obliczenie pola trojkata P = 6,25.

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt  Wprowadzenie oznaczeti A’ — prawdopodobienistwo nieuzyskania ,sz6stki”,
B; - prawdopodobieristwo wylosowania 4 E {1,2,3} kul bia}ych

2 pkt  Obliczenie prawdopodobieristw P(B;) = &, P(By) = S, P(B;) = +.

3 pkt  Obliczenie prawdopodobiefistw warunkowych P(A’|B;) = 5, P(A'|By) = 36,

P(A'|B;) = 3%,
4 pkt Zastosowanie wzoru na prawdopodobieﬂstwo caltkowite

P(A)=3.54 6yl 135 =318
SRl R R 10" 318 = 5% fin

5 pkt  Obliczenie prawdopodobienistwa P(A) =1-355= ?4_'
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Zadanie 16. (0-5)

1 pkt Zapisanie réwnodci wynikajacej z twierdzenia cosinuséw d? = a® + b% — 2abcos a, gdzie
a, b oznaczajg dhugosci bokéw rownolegtoboku, a - jeden z katow rownolegtoboku,
d - dlugoéé przekatnej rownolegtoboku znajdujacej sie naprzeciwko kata a.

2 pkt Zapisanie rownosci wynikajacej z twierdzenia cosinuséw D? = a? + b? + 2abcos a, gdzie
D oznacza dlugoéé drugiej przekatnej rownolegtoboku.

3 pkt Dodajac powyzsze réwnosci stronami otrzymanie d? + D? = 242 + 20°.

4 pkt Konstrukeja funkeji s(d) = d* + (8 — d)2.

5 pkt Wyznaczenie najmniejszej wartosci funkeji s(4) = 32.

Zadanie 17. (0-6)
1 pkt Okreélenie funkcji m = f(z) = %’*‘—2, gdzie x # 0.

2 pkt Wyznaczenie granic lim f(z) = +oo, lim f(z) = 4oo, lim f(z) = —oo,
T——00 T—+00 z—0"
lim f(x)=+oco.
z—0T

_ 2z%-2

3 pkt Wyznaczenie pochodnej f'(x) =

4 pkt Wyznaczenie minimum funkcji f(1) = 3 oraz przedzialéw monotonicznosci: funkcja f
maleje w przedziatach (—oc,0) oraz (0,1), funkcja f roénie w przedziale (1, +o0).

5 pkt  Wykonanie szkicu wykresu funkcji.

v i

5
4
-3
l2
1

e i 2ok
6 pkt Sformulowanie odpowiedzi: Réwnanie ma trzy rozwiazania dla m € (3, +00).

Zadanie 18. (0-7)

1 pkt Wprowadzenie oznaczen: R - promien podstawy stozka, [ - dlugosé tworzacej stozka,
r - promien kuli wpisanej w stozek oraz stwierdzenie, ze cigg (nR2, Anr?, wRl) jest aryt-
metyczny.

2 pkt  Zapisanie réwnosci 7R? + 7RI = 8772,

3 pkt Zapisanie powyzsze] rownosci w postaci 1 + ﬁ = (%)2

4 pkt Zapisanie réwnosci ;,% = ﬁ oraz = tg5, gdzie a to kat nachylenia tworzace] do
plaszczyzny podstawy.

e m ; . 1-tg? 2
5 pkt Zapisanie réwnania 8t =1 + %, gdzie t = tgz% oraz cos ¢ = ﬁré.
1 g

6 pkt Wyznaczenie z réwnania t = tg2% = %
7 pkt  Wyznaczenie cosa = LA e I gl
p y EEREETl S G
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ARKUSZ VII

1.[2.][3. |4 5. ]6.] T 8. 9. 10.
DIB|C|A|D][B][2[3]7]]|[2]6]1][[6]7]5]|[o]4]4]

Zadanie 11. (0-3)
1 pkt 7 definicji ciggu wynika, ze logs a1 — logg ay, = 1, wiee 2t = 3§ ciag (a,) jest ciggiem
geometrycznym, w ktérym a; = 3 = q.
2 pkt Wyznaczenie a, = 3" i a,4; = 3",
1 1
3 pkt Zapisanie lim SR, lim = + = 1.
n—co  logs ay, n—oo N
Zadanie 12. (0-3)
1 pkt  Zapisanie, ze odcinek DE jest rownolegly do odcinka BC' i [DE| = L 5|BC| = 1, caworokat
BCODE jest trapezem prostokatnym, a trojkaty BCF i DEF sg podobne w skah 2.

c

A E B

2 pkt  Obliczenie |[CE| = v/3, |BD| = v/6 oraz |BF| = 2/6 1 |CF| = 2V/3,

3 pkt  Pokazanie, ze [BC|? = |BF|? + |CF|2.

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt Zapisanie wzoru funkeji w postaci f(z) = 2 + .'.z:_ﬁT 1 stwierdzenie, ze ulamek jest liczba
catkowita, gdy z —1=—1lubz—1=1lubx—1=-3lubz—1=3.

2 pkt  Wyznaczenie punktow (0, —1), (2,5), (=2,1) i (4,3) i zapisanie, dlaczego sg wierzchotkami
prostokata.

3 pkt  Wyznaczenie érodka przekatnej prostokata S = (1, 2), napisanie réwnania okregu opisa-
nego na tym prostokacie (z — 1)? + (y — 2)? = 10.

Zadanie 14. (0-3)

1 pkt Zapisanie, ze z twierdzenia sinusow Ismc;l = meﬁl
2 pkt  Wykorzystanie zalozenia i obliczenie \|B_g—i 3 stad Jgng = —.
3 pkt Poniewaz |[AC| = 3|BC|, wiec z nieréwnosci trojkata mamy |AB| < |AC| + |BC| =

= 2,5|BC|.

Zadanie 15. (0-3)

I pkt  Obliczenie pochodnej funkcji f/(z) = —4x3 + 222 + 2z.

2 pkt  Zapisanie pochodnej w postaci f'(z) = —2z(2z? — 2 — 1) i obliczenie jej miejsc zerowych
LL‘l:O,.’Eg:—-%i:Cg:l.

3 pkt  Szkic wykresu funkcji y = f/(z) i zapisanie odpowiedzi: funkcja jest rosnaca w przedzia-
tach (—oo, —1) i (0,1) oraz malejaca w przedziatach (— 2,0 i (1, +00).

i
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Zadanie 16. (0-3)

1 pkt Oznaczenie np. a, h, H, h, odpowiednio dlugosci krawedzi podstawy, wysokosci pod-
stawy, wysokosci ostrostupa i wysokosci przekroju oraz zapisanie uktadu V = % . %‘@ -H
itga = h,gd?leh— 23 § o = 30°,

2 pkt  Wyznaczenie a = 2v/2 = hy.

3 pkt Obliczenie pola przekroju P =4.

Zadanie 17. (0-5)

1 pkt Napisanie réwnania prostej AB: y = %:}5‘ — 2

2 pkt Obliczenie wspc’)lrzcgdnych punktu S - érodka odcinka AB: S = (1,-1) i napisanie row-
nania prostej C'S: y = ——w + .3

3 pkt  Oznaczenie Wspélrzqdnych punktu C = (z, —%L + %)

4 pkt  Wykorzystanie wzoru na odleglosé¢ punktu od prostej i zapisanie rownania
|81 — 83| = 50.

5 pkt Rozwigzanie réwnania i podanie odpowiedzi C' = (7,—9) lub C' = (-5,7).

Zadanie 18. (0-6)
1 pkt  Stwierdzenie, ze otrzymana bryla sklada sie z dwdch stozkéw ztaczonych podstawami.

A
{
ﬂ\
T
hy)
m
B
2 pkt Znalezienie zalezno$ci miedzy wysokodciami stozka, a promieniem podstawy: r = V3hi
o= hz.
3 pkt Zapisanie rownania z niewiadoma r i podanie jego rozwigzania: % +r = 5(v3 +1),
r = 5v3.
4 pkt Obliczenie dlugosci tworzacych: [ =101im = 5v/6.

5 pkt  Obliczenie pola powierzchni bryly: P = 25v/3(2 4+ v/6)r.
6 pkt Uzasadnienie, ze na tej bryle nie mozna opisac¢ kuli.

Zadanie 19. (0-7)

1 pkt  Obliczenie |Q| = 6 = 216.

2 pkt Ustalenie, ze zdarzeniu A sprzyjaja wyniki, w ktérych wystepuja cyfry
a) 113, 133, 226, 662
b) 123, 236, 246, 256

3 pkt Obliczenie |A| = 4- 3 +4.3! = 36.

4 pkt Ustalenie, ze zdarzemu B sprzyjaja wyniki, w ktérych wystepuja cyfry 665, 664, 663, 662,

554, 556, 446 oraz wyniki 666 1 555.

5 pkt  Obliczenie |B| =7 - g, +2=128

6 pkt Obliczenie P(4) = 25 i P(B) = 2%,

7 pkt Odpowiedz P(A) > P(B).
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ARKUSZ VIII

1.0 2. 03 [4.] 5 6. 7. 8.
c|B|c|D]|c|[1]5]o]|[5]7]7]|]6]5]6]

Zadanie 9. (0-3)
1 pkt  Zapisanie iloczynu dwéch poczatkowych czynnikow:
log,, +2
logy (1 + 1) - logy 4 (n +2) = 2521052 — 160 (n 4 9),
2 pkt Zapisanie iloczynu dwéch koricowych czynnikow:

l T o
log,1o(n +3) -log, sn = Iog:gT*(’z:T) = log, o n.

3 pkt  Zapisanie lewej strony wyrazenia log,,(n + 2) - log,4on = 1.

Zadanie 10. (0-3)

1 pkt  Wykazanie, ze EFGH jest rownolegtobokiem o rownych przekatnych, zatem jest prosto-
katem.

B
2 pkt  Zapisanie, ze przekatne czworokata ABCD sa wzajemnie prostopadle, a wiec pole czwo-
rokata réwna sie P = %53.
3 pkt Skorzystanie z zaleznosci 9—? > v/ab dla liczb dodatnich i zapisanie P = 929 < %(QTH’)Q.

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt  Wprowadzenie oznaczeri, np. P — praca, t — czas potrzebny drugiemu pracownikowi
na wykonanie calej pracy, %, % wydajnodé, czyli ilo§¢ pracy na godzine odpowiednio
pierwszego i drugiego pracownika.

2 pkt  Ulozenie réwnania np. ( % + %) -20=P.

3 pkt  Obliczenie t = 45 i odpowiedz: drugi pracownik potrzebuje na samodzielne wykonanie

pracy 45 godzin.
Zadanie 12. (0-3)
i 5 . 22 -4 dla z>2
1 pkt Zapisanie wzoru funkcji w postaci f(x) = { 9244 dla x<2.

2 pkt  Narysowanie wykresu funkeji.

3 pkt Zapisanie, ze m € (0,4).

142



ODPOWIEDZI ODPOWIEDZI

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt Wykorzystanie réwnania prostej do zapisania wspoirzednych wektora u = [3k,4k], k >0
oraz dlugosci wektora do obliczenia k = 2, wiec 7 =[6,8].

2 pkt  Wykorzystanie wspolezynnika kierunkowego prostej do zapisania wspoltrzednych wektora
W = [24m, Tm], m > 0 oraz dtugoéci wektora do obliczenia m = 0,4, wiec w = [9,6;2,8].

3 pkt Wyznaczenie sumy o + o = [6,8]+[9,6;2,8] = [15,6;10,8] i jej dtugodci |4 + | = 6+/10.

Zadanie 14. (0-3)

1 pkt Narysowanie wykresu funkcji i zauwazenie, ze szukamy okregu o promieniu dlugosci r
i érodku w punkcie (0,7) wpisanego w trojkat rownoramienny (zobacz rysunek).

v
4,

2 pkt Obliczenie pola trojkata P = 12 i jego obwodu 2p = 16.

3 pkt Wyznaczenie ze wzoru P = pr dlugosci promienia r = 1,5 i zapisanie réwnania
2% + (y — 1,5)% = 2,25.

Zadanie 15. (0-3)

1 pkt Obliczenie |2| = 30 i opis zdarzeii A — ulamek nieskracalny, B — utamek mniejszy od 1
oraz zapisanie |B| = 15 i P(B) = .

2 pkt Wyznaczenie par sprzyjajacych zdarzeniu ANB: (2,3), (2,5), (2,11), (3,4), (3,5), (3,11),
(4,5), (4,11), (5,11), (5,12), (11,12), |ANB| =111 P(AN B) = 3}.

3 pkt Obliczenie P(A|B) = Z498) — 11,

P(B)

Zadanie 16. (0-6)

1 pkt Zapisanie, ze bok AB musi by¢ najdtuzszym bokiem tréjkata, wiec z nieréwnosci trojkata
k® —Tk+25 < 7+ 24 albo zapisanie, ze z twierdzenia cosinuséw k3 —Thk+25 > /72 4+ 242,

2 pkt Zapisanie ukladu nieréwnosci 25 < k% — 7k + 25 < 31.

3 pkt Rozwigzanie nieréwnosci k3 — Tk + 25 > 25: k € (—V/T;0) U (+/7,+00).

4 pkt Zapisanie nieréwnoéci k® — 7k + 25 < 31 w postaci k3 — Tk — 6 < 0 i znalezienie miejsca
zerowego wielomianu k* — 7k — 6: k= —1 (lub k = —2 lub k = 3).

5 pkt Rozwigzanie nierownogci k3 — 7k — 6 < 0: k € (—o00, —2) U (—1,3).

6 pkt Podanie czesci wspolnej otrzymanych zbioréw rozwigzan:

k€ (—/T;-2) U (=1,0) U {(+/7,3)
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Zadanie 17. (0-6)
1 pkt  Stwierdzenie podobienstwa trojkatow ABC i LKC w skali 3 i obliczenie dtugosci odcinka
L \KL=3.

2 pkt  Obliczenie wysokosci trojkata LKC: h = ?T‘ﬁ

3 pkt  Obliczenie objetosci ostrostupa o podstawie LK I.J i wysokosci h: V7 = 12/3.

4 pkt  Obliczenie dlugosci odcinka HK: |HK| = 3v/3.

5 pkt  Obliczenie objetosci drugiej czesci bryly: Vo = 3|GH| - |[HK| b = 36v/3.

6 pkt  Obliczenie szukanej objetosci: Vi + Vo = 484/3.

Zadanie 18. (0-6)

1 pkt  Oznaczenie  — dlugo$é¢ promienia podstawy stozka, H = z + R dtugosé wysokosci stozka
(zobacz rysunek) i wyznaczenie r? = R2 — z2.

C

R

R

B

A 7 B

2 pkt  Zapisanie wzoru na objetoi¢ stozka V = %WTQ(R +z) = %W(RQ -z (R+ ) = V(z),
gdzie x € (0, R).

3 pkt  Obliczenie pochodnej funkeji V: V'(x) = %W(RQ — 2Rz — 3z?).

4 pkt  Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej: z; = %R 1 9 = —R oraz zapisanie, ze dla
z € (0, R): V'(x) > 0 w przedziale (0, 3R) oraz V'(z) > 0 w przedziale (iR, R).

5 pkt  Zapisanie wniosku, ze funkcja V jest rosnaca w przedziale (0, %R) oraz malejaca w prze-
dziale (%R, R), wigc w przedziale (0, R) funkcja ma najwicksza wartosé dla z = %R.

6 pkt Podanie odpowiedzi, ze szukany stozek ma promien podstawy r = %R, wysoko$é H = %R
i objetos¢ V = Z7R3,
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ARKUSZ IX
1.1 2. (3. 4.|5.]|6. 7. 8. 9. 10.
B|D|B|A|cC]|A]|[1L[3][8]][6]7]9]||1][4]8]|]1]8]3]

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt Przypusémy, ze ulamek mozna skrocié, tzn. istniejg niezerowe liczby catkowite m, n, p i
lp| # 1 takie, ze Tx +4=mpi 2z + 1 =np.

2 pkt  Wyznaczenie zaleznosci miedzy m, n i p: p(2m — Tn) = 1.

3 pkt Zapisanie zaleznoéci w postaci -}9 = 2m — Tn i zauwazenie sprzecznosci — prawa strona jest
liczba catkowita, a lewa nie.

Zadanie 12. (0-3)
1 pkt Zapisanie, ze 4r? + (452)? = 2.

a—b

a
2

2 pkt Wykorzystanie warunku wpisania okregu w czworokat ¢ = 9#3 i zapisanie, ze 4r? =
(a—{—b)z (a b}?
3 pkt Przeksztalcenie wzoru do postaci 472 = ab.

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt Wyznaczenie wspolrzednych wektorow fTB> [5,3] i Bﬁ = |-

2 pkt Obliczenie @ = [12,5] i oznaczenie Wspohze;dnych szukanego wektora @ = [12k, 5K],
k # 0 oraz zapisanie (12k)? + (5k)2 = 12,

3 pkt  Wykonanie obliczeri i podanie odpowiedzi @ = = [2, 13] lub T = [- —g il

Zadanie 14. (0-5)

1 pkt  Obliczenie || = 36.

2 pkt Wypisanie par, ktére sprzyjaja zdarzeniu A - utworzenie kata rozwartego
(1,2),(6,5), (6,4), (6,3),(5,4), (5,3), (4,3).

3 pkt  Wyznaczenie liczby par sprzyjajacych zdarzeniu B — co najmniej jedna z liczb wyrzuconej
pary jest parzysta: |B| = 27 i obliczenie P(B) =

4 pkt Wyznaczenie |[ANB| =61 Obhczeme P(AN B)

5 pkt  Obliczenie P(A|B) = szggg) =2

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt Zapisanie wzoru funkcji w zaleznodci od jednej funkcji trygonometrycznej, np. wykorzy-
stanie wzoru sin 2z = cos(3 — 2) = cos(2z — 3).

2 pkt Zastosowanie wzoru na sume cosinuséw i zapisanie f(x) = V2cos2(z — %).
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3 pkt

4 pkt
5 pkt

Naszkicowanie wykres funkcji w przedziale (0,

(NI
S

Podanie najmniejszej wartosei funkeji f(
Obliczenie najwickszej wartosci funkcji f

—~—~ o5

Zadanie 16. (0-4)

1 pkt
2 pkt
3 pkt

4 pkt

Obliczenie pochodnej funkcji f/(z) = (ng?.

Obliczenie wspotezynnika kierunkowego stycznej a = f (3) =4.

Wyznaczenie réwnania stycznej y = 4z — 15 i jej punktow wspolnych z osiami uktadu
wspotrzednych (0, —15) i (%,O}.

Obliczenie pola trojkata P = 28,125.

Zadanie 17. (0-6)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt

6 pkt

Oznaczenie r — dlugo$¢ promienia podstawy, H = a — r dtugosé¢ wysokoscel stozka i
zapisanie wzoru na objeto$¢ stozka V(r) = 3mr’(a —r), r € (0,a).

Obliczenie pochodnej funkeji V: V'(r) = Zrar — mr2.

Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej: r; = 0, ry = 2a.

Zapisanie, ze dla r € (0,a): V'(r) > 0 w przedziale (0, 2a) oraz V'(r) < 0 w przedziale
(2a,a).

Wyciagnigcie wniosku, ze funkcja V jest rosnaca w przedziale (0, %a) oraz malejaca w
przedziale (%a, a), wiec w przedziale (0,a) funkcja ma najwieksza wartosé dla r = %a.
Podanie odpowiedzi, ze odcinek nalezy podzieli¢ w stosunku 2:1, a promienl stozka ma
by¢ dwa razy dluzszy od wysokosci stozka.

wWiro

Zadanie 18. (0-7)

1 pkt
2 pkt
3 pkt

4 pkt
5 pkt
6 pkt
7 pkt
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Zauwazenie, ze odcinek o dlugosci 5 widaé ze Srodka kuli pod katem 60°, a spodek wyso-
kosci ostrostupa lezy w érodku okregu opisanego na trojkacie.

i . . . Ly . S 2 k2 g2
Obliczenie cosinusa kata, pod jakim widaé odcinek o dlugosci 8: cosq=845-8 — _ T

255 25
1 stwierdzenie, ze kat « jest rozwarty.
: : : - o . 3 2,52 g2
Obliczenie cosinusa kata, pod jakim wida¢ odcinek o diugosci 9: cos 8 = % = —g’—é

1 stwierdzenie, ze kat 3 jest rozwarty.

Obliczenie pola trojkata: P = 64/11.

Obliczenie dlugosci promienia okregu opisanego na trojkacie: R = %
Obliczenie wysokosei ostrostupa: H = 54/ %

Obliczenie objetosci ostrostupa: V = 104/2.
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ARKUSZ X

1.]2. (3. 4[5 [6[7.] 8. 9. 10.
Alc|B|D|c|D|D|[6]6]6]][3][3]3]][3[4]3]

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt Obliczenie wspolrzednych wektorow kd, m¥: k4 = [3k, k], mv = [-5m, —3m)] oraz
obliczenie wspétrzednych roznicy wektoréw: kd —mW = [3k + 5m, —k + 3m).

2 pkt Zapisanie warunku prostopadiosci wektorow: (3k + 5k)(—=1) + (—k +3m) -2 =0.

3 pkt  Wyznaczenie liczby k w zaleznosci od liczby m: k = 7.

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt Zapisanie, ze (Vb5 +1)2 =6+ 24/5.

2 pkt Zapisanie, ze (v/5 — 1) = 6 — 2v/5.

3 pkt Zapisanie wniosku, ze podana liczba réwna si¢ 2.

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt Wyznaczenie wspolrzednych wierzchotka B: B = (4, —1).

2 pkt  Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka C: C = (5,3).

3 pkt Zastosowanie wlasnodci jednoktadnosci do wyznaczenia wspotrzednych punktéow Ay, By,
Cy: Ay = (1,-2), By = (-2,1), C1 = (—23,-13).

Zadanie 14. (0-3)

1 pkt Uzasadnienie, ze liczba 1 jest podwojnym pierwiastkiem licznika i zapisanie licznika w
postaci (z — 1)%(z2 + 3).

2 pkt  Uzasadnienie, ze liczba 1 jest podwdjnym pierwiastkiem mianownika i zapisanie mianow-
nika w postaci (z — 1)?(z + 4).

2+3
3 pkt  Obliczenie granicy 1i1111 z :4 =
z—=1 T

<
=

Zadanie 15. (0—4)

1 pkt Wyznaczenie dlugosci r promienia okregu: r = 4.

2 pkt  Zapisanie zwiazku miedzy dtugodcig a boku kwadratu oraz $rednicg okregu: 2r = av/2.
3 pkt  Obliczanie dlugosci boku kwadratu: a = 44/2.

4 pkt Obliczenie pola kwadratu: P = 32.

Zadanie 16. (0-5)

1 pkt Zastosowanie wzoru redukcyjnego: np. cosz = sin(90° — x).
2 pkt Zastosowanie wzoru na sume sinusow.

3 pkt Zapisanie funkcji f w postaci f(z) = v2cos(z — 45°).

4 pkt Zauwazenie, ze —1 < cos(z —45°) < 1.

5 pkt Okreslenie zbioru wartosci funkcji f: (—v?2,v?2).

Zadanie 17. (0-5)
1 pkt Narysowanie wykresu funkeji f(z) = |z| — a?.
2 pkt Zauwazenie, ze f(|z|) = f(x).

3 pkt Wykonanie wykresu funkcji f(x) = |z| — (|z[)?.
4 pkt Podanie fom = f(0) =0.

5 pkt Podanie frmer = f(—3) = f(3) =

P
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Zadanie 18. (0-5)

1 pkt

2 pkt

3 pkt

4 pkt
D pkt

Oznaczenie niewiadomych: np. z - dtugo$é boku pierwszej wyktadziny, y - dhugosé boku
drugiej wyktadziny, z > 0, y > 0 i zapisanie jednego z réwnan zgodnego z trescia zadania.
Przedstawienie tresci zadania w postaci uktadu réwnarn

y=x+3
{ 3022 + 25y% = 1705.
Doprowadzenie uktadu réwnani do postaci, gdy jedno z rownan jest réwnaniem kwadra-
towvm

y=x+3
{ 5522 4+ 150z — 1480 = 0.
Rozwigzanie rownania kwadratowego: z = — ﬁi lub #=i4;
Obliczenie wymiaréw obu wykladzin po uwszglednieniu dziedziny 4 m x 4 m,;
Tm x 7 m.

Zadanie 19. (0-6)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt
6 pkt
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Zaznaczenie szukanego kata o oraz obliczenie dltuzszej podstawy trapezu: 8 cm.
Zapisanie réwnania dotyczacego pola przekroju 24 = 5—%@4 - h.

Obliczenie wysokosei trapezu bedacego przekrojem: h = 4 cm.

Obliczenie odleglosci srodka podstawy graniastostupa od krawedzi podstawy: 2v/3 cm.
Obliczenie cosinusa kata a: cosa = g

Podanie miary kata o o = 30°.
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ARKUSZ XI

T ] 2 [ [ Ay |5 [6:] 7 8. 9. 10.
D|c|B|D|A]|c]|B|[2[2]3]][4]o]o]|[1]5]3]

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt Dokonanie zamiany podstaw logarytméw np. logs 5 - logs 9 , Jogs 2

logg 4 logs 5°

2 pkt  Skroécenie i wykonanie obliczen logs 9: 21;@;4 ;

3 pkt Zastosowanie wzoru na logarytm potegi i wykonanie skrocenia logz 4 = Tog, 2% = Flogs,
2logg2 = 1.
2logy 2

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt Wyznaczenie ilorazu ciggu geometrcznego: g = x oraz okreslenie warunku zhieznosci
€ (-1,1).

2 pkt Zapisanie dla z € (—1,1) rownania TEI = 2.

3 pkt Rozwigzanie réwnania: = = %

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt Ustalenie sposobu obliczania pola figury skladajacej sig z ksigzycow:
P;=Papc+ Fa+ Fp+ e

2 pkt  Obliczanie pol poszczegdlnych potkoli:
P = %TFCQ, = éwbg, B.= %fnag.

3 pkt Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa i obliczenie pola fugury f:
Pp=%ab+ in(a® +b* — c?) = Sab.

Zadanie 14. (0-5)

1 pkt Wprowadzenie oznaczeii, np. = — srednia predkos¢ samochodu wyrazona w km/h, z — 40
— grednia predkosé rowerzysty wyrazona w km/h.

2 pkt Ulozenie réwnania: 60 43 g = 16[310

3 pkt Doprowadzenie rowna.nla do rownannia kwadratowego: x? — 40z — 3200 = 0.

4 pkt Rozwiazanie réwnania kwadratowego: = = —40 lub z = 80.

5 pkt  Wyznaczenie jednego z rozwiazan i podanie odpowiedzi z = 80 km/h — predko$é¢ samo-
chodu, 40 km/h — predkosé rowerzysty.

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt Wkorzystanie wzoru Viete'a: —% = —3.

2 pkt  Obliczenie najmniejszej wartosci f(z): -“4% = —4.

3 pkt  Obliczenie wspotczynnika a = 1.

4 pkt Rozwiazanie réwnania kwadratowego z niewiadoma b: b = 2.

5 pkt  Obliczenie miejsc zerowych funkeji: x; = —3 lub 22 = 1.
Zadanie 16. (0-5)
1 pkt Zapisanie wzoru na réznice cosinusow: cos 3z — cosx = —2sin 2z - sinx.

2 pkt Zapisanie réwnania w postaci alternatywy: sin2z = 0 lub Smm =0

3 pkt Wyznaczenie rozwiazan réwnania cos 3z = cosz: x € {0, 3, T, S, 2m}

4 pkt Rozwigzanie rownania sin 4z = 0 w przedziale (0, 2m): 105 55 iﬂ' ™, 47r, gﬁr, L7, 21}
5 pkt Wyznaczenie czesci wspolnej zbioréw rozwiazan obu rownan: x € {0, 5.7 271' 27}
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| 1 pkt
' 2 pkt
3 pkt
4 pkt

5 pkt
{ 6 pkt

1 pkt

l 2 pkt
l 3 pkt

4 pkt
5 pkt
6 pkt
7 pkt
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Zadanie 17. (0-6)

Obliczenie pochodnej funkeji f(z): f/'(z) = %—7‘%?0’.

Wyznaczenie ekstremum funkeji f: maksimum f(1) = 2 i minimum f(3) = 6.
Wyznaczenie wspotrzednych srodka odcinka AB: § = (2, 2%4) =(2,4).

Podanie wspélczynnika kierunkowego stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej
zo=4 m=f(4) =3

Podanie réwnania stycznej w punkeie (zg,yo): ¥y — yo = m(x — xq).

Wyznaczenie réwnania stycznej o podanych wlasnosciach: 3z — 4y + 10 = 0.

Zadanie 18. (0-7)

Wprowadzenie oznaczeni np. a — dtugosé krawedzi podstawy, b — dtugoéé krawedzi bocznej
i zapisanie warunku 8a + 4b = 48.

Wyznaczenie zaleznosci b = 12 — 2a, gdzie a € (0, 6).

Zapisanie wzoru na objeto$é prostopadloscianu:

V = a?b, V(a) = a?(12 — 2a) = 1202 — 243.

Analiza funkcji V(a) = 12a® — 2a3.

Wyznaczenie punktow, w ktorych funkcja V{a) osigga ekstremum: a = 0 oraz a = 4.
Pokazanie, ze funkcja V(a) osiaga w punkcie a = 4 maksimum.

Podanie wymiar6w graniastostupa: a = 4, b = 4.
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ARKUSZ XII

1.1 2. 13. 4. | 5.6, | 7. 8. 9. 10.
clclclalc|B|all3]o]o]|[5]2]7]]|[5]7]8]

Zadanie 11. (0-3)

1 pkt
2 pkt
3 pkt

Przedstawienie wyrazenia z® + y° w postaci (z + ) (2% + y* — zy) = 4(16 — 3zy).
Obliczenie wartosci zy = 4.
Uzasadnienie tezy 422y? = (2zy)% = (2-4)% = 64.

Zadanie 12. (0-3)

1 pkt

2 pkt
3 pkt

z4+y=2
Doprowadzenie do réwnania 2z — 2rz + 1% —r = 0.
Rozpatrzenie warunku A = 0 i na tej podstawie obliczenie r = 2.

Zapisanie ukladu réwnan {

Zadanie 13. (0-3)

1 pkt
2 pkt
3 pkt

Zapisanie réwnania w postaci sin® z — (1 — 2sin®z) — 2 = 0.
Zapisanie rownania w postaci sin? z = 1.
Podanie rozwigzania réwnania: = € {%, %?T, %’JT, %TT}

Zadanie 14. (0-3)

1 pkt

2 pkt

3 pkt

Zapisanie warunkéw W (1) =0 oraz W(—3) = 0 czyli
Wl)=1-(k+m)—(k—m)+3=0
{W(3):27—9(k+m)A3(k—m)+340'
—2k+4=0
-12k—-6m+30=0
k=2
m=1"

Podanie uktadu réwnan {

Rozwigzanie uktadu réwnan i wyznaczenie {

Zadanie 15. (0-5)

1 pkt
2 pkt

3 pkt
4 pkt

5 pkt

Obliczenie sumy wszystkich liczb trzycyfrowych § = (mjggg)ﬂ = 494550.

Obliczenie sumy liczb trzycyfrowych podzielnych przez 12:

S19 = 108 + 120 + ... + 996 = 41400.

Obliczenie sumy liczb trzycyfrowych podzielnych przez 15:

S15 = 105 4+ 120 4 ... 4+ 990 = 32850.

Obliczenie sumy liczb podzielnych jednoczednie przez 12 i 15 czyli przez 60:
Seo = 120 + 180 + ... 4+ 960 = 8100.

Obliczenie sumy liczb trzyeyfrowych o podanych wlasnosciach:

S — S12 — S15 + Se0 = 428400.

Zadanie 16. (0-6)

1 pkt

2 pkt
3 pkt

4 pkt

5 pkt
6 pkt

Zauwazenie, 7e srodek okregu lezy na symetralne]j cieciwy okregu i wyznaczenie wspol-
czynnika kierunkowego cieciwy AB: map = —%.

Wyznaczenie wspotezynnika kierunkowego symetralnej m, = 2.

Podanie réwnania prostej prostopadlej do cieciwy AB o wspoélczynniku m = 2 przecho-
dzgcej przez punkt P = (1,1): y —1=2(z — 1).

r—y+2=0

ppis e 1 , czyli wyznaczenie wspolrzednych Srodka

Rozwigzanie ukladu réwnan {

okregu S: S = (3,5).
Obliczenie dlugosci promienia okregu: r = 5.
Zapisanie réwnania okregu: (z —3)? + (y — 5)2 = 25.
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Zadanie 17. (0-7)

1 pkt

2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt

6 pkt
7 pkt

Okreslenie bryly powstalej przez obrét trojkata dookola prostej i wprowadzenie oznaczen
oraz podanie wzoru na objetosé bryty: V =2 %ﬂ'hz . %'y = %Trh2y.

z l‘ T
/N
Eytl
(R
x v P

Wyznaczenie zaleznosci y + 2z = m czyli y = m — 2.

Wykorzystanie tw. Pitagorasa i obliczenie k% A% =2% — iyz.

Zauwazenie 1 zapisanie zwiazku h? = z? — %(m —22)% =mz — -}ImQ.

Wyznaczenie funkeji V(z): V(z) = 3m(mz — im?)(m —2z) = F(-2ma® + Smiz —im?),
gdzie z € (0, 7).

Wyznaczenie maksimum funkcji V (z): zo = 3m.

Podanie Vmw(%m) = gﬂ_Gms'

Zadanie 18. (0-7)

1 pkt
2 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt
6 pkt

7 pkt

Obliczenie pochodnej funkcji f/(z) = 322 — 6.

Zapisanie rownania stycznej do wykresu funkeji w punkcie z = t, y — f(t) = f'(t)(z — t).
Podstawienie do rownania stycznej punktu (2, —4) i otrzymanie —4 — f(t) = f'(t)(2 —t).
Przeksztalcenie do postaci 2¢3 — 9t2 + 12t — 5 = 0.

Wyznaczenie pierwiastkéw wielomianu ¢; = 1 (pierwiastek podwojny), to = g
Dla t; = 1, mamy punkt stycznosci (1,—1). Obliczenie wspolczynnika kierunkowego
m = f'(1) = —3 i réwnanie stycznej 3z +y — 2 =0.

Dla.fs:= % wyznaczenie wspotezynnika kierunkowego m = f/(3) = L2 i réwnania styczne;
T




