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WSTEP

DROGI MATURZYSTO!

Trzymasz w reku Repetytorium maturzysty matematyka, ktore jest najnowszym i najbar-
dziej aktualnym kompendium wiedzy dostepnym na rynku. Nasza najnowsza propozycja to
solidnie zebrany i uszeregowany material, podany w przystepnej formie, ktéry ma na celu
pomée Ci zdaé mature w jej nowej formule obowiazujacej od 2015 roku. Przyjazna i przejrzy-
sta forma ksigzki sprawia, ze chetnie bedziesz po nig siggal rowniez w trakcie roku szkolnego,
podczas powtdrek i przygotowan do sprawdziandw.

Zebralismy dla Ciebie w jednej ksigzce wszystkie niezbedne wiadomosci, podane w pro-
sty i zrozumialy sposéb. Naszym gléwnym celem bylo stworzenie ksigzki, w ktorej selekcja
i uklad treéci beda $cisle odwzorowywaé wymagania zawarte w Informatorach maturalnych.
Znajdziesz tutaj dokladne objasnienia, definicje, wykresy i tabele, dzieki ktorym nie bedziesz
miat probleméw z opanowaniem potrzebnej Ci wiedzy.

Repetytorium zawiera material zaréwno z zakresu podstawowego, jak i rozszerzonego.
Dla utatwienia zadania i treéci z kazdego poziomu ujeto w osobng czgsé¢ ksigzki. Z pewnoscig
pomocne beda indeksy najwazniejszych terminéw oraz nazwisk - zostaly one wyrdznione
w tekécie pogrubionym drukiem i ramkami, abys jeszcze fatwiej mogt je odnalez¢ na stronie.

Nasza ksiazka nie jest skierowana jedynie do maturzystéw — to doskonala pozycja
do korzystania juz od 1 klasy szkoly éredniej, pomocna w przygotowaniach do klasowki,
sprawdzianu czy odpowiedzi. Wazna zalety tej pozycji jest to, Ze zebraliémy caly material
w jednej ksigzce — nie musisz juz szuka interesujacych Cig materiatéw w kilku réznych
pozycjach. Wszystko, czego potrzebujesz, znajdziesz w Repetytorium maturzysty matematyka
Wydawnictwa GREG.

Cieszymy sie, Ze nasza praca pomoze Ci - Drogi Maturzysto — w osiagnieciu sukcesu pod-
czas egzaminu dojrzalosci.

Autorzy
1
Wydawnictwo GREG
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LICZBY RZECZYWISTE
| WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

OBLICZENIA LICZBOWE,
ZEOZONE DZIALANIA NA ULAMKACH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Przy ztozonych dziataniach na utamkach nalezy pamietac o kolejnoéci wykonywania dzialan. Zamie-
niamy utamki dziesigtne na zwykle i je skracamy.

Przy dodawaniu i odejmowaniu liczb mieszanych nie zamieniamny ich na utamek niewladciwy, a tyl-
ko czeéci utamkowe sprowadzamy do wspélnego mianownika.

2 Wykonaj dzialania, ograniczajac uzywanie kalkulatora:

(3%%,375):19% 123
a) =% 5 5 < 1 44 7)) 4
i Y I o 2—-0,225+| 58 ——-56— |: —
8 3 14 9 15 24)5
; (2,4+15J-4,375 [23—15)21 (0,3,0,15):% .4
¢} 33~ 2 ¥ 69 d) 10,25: e % s
= 8,15—— 1,88+2— |:80 |3—-2,65|4+=
2 20 25 20 5
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S

ROZWIAZANIE

Ada)

[3i+4,375):19§ (3i+4ﬁ}:@ (3i+4§].i [3i+43j-i g, 2
12 9_\ 12 1000 I 8/ 179 _\ 24 24, 179 24 179 _
23 2,3 ,5_ 2.3 e 57 it ,3 32
8 3 14 8 314 8 7 8 7 56 56
179 9

__2-4—"1%_3 56 21
85 5

56
Adb)
123 s 3 2
4 _ 4 1 _ 4 _
152 3515

2L.0,205+( 5 s_—ss i BP0l B e |3 1B B [l o 0502

9 24) 5 9 1000 120 120/ 4 9 40 120 120 ) 4
21 2 2 a2 a2 2
4 -4 _ _ 4 _ 4 ___ 4 ___4 ____ 4

19 117 5 19 39 5 19 795 19 79 1 T19 79019 15 76 75
== —+— 2 — kD

+ 4= = s 42 e
40 120 4 40 40 4 40 404 40 8 4 40 32 40 32 160 160

21
4 21160 7 40 280

TLIS1 4 47 1157 157

160
Adc)
PET AW T CLIRE. R
sal, 7 U4 s _67 |[\710 "7) "1000 \"12 12 _
N g.15- 2 2 sdq 8,15-0,45
2 20 2
Bl el |12 |+oi
Lo |\ 7) 8 L2 1) 7| e7 [((14 125)35 2 11 21 10)
- 1 7,70 2735 35) 81 12177
I 2
g B LA N SIS 3] O lag wd | Fed g
35 4 41 7] 27035 4 2] 2 2
Add)
3.3 3 3 100
(0.3-0,15): - Zi= 25 | (0.30-0,15)->
10,25: = 2 100 s 2 _ 2 3 _
3 1 2 100 1 2
1,88+2— [:80 |3—-2,65|-4+> (1,88+2,12)-—  (3,05-2,65)-4+=
25 20 5 80 5
15 3 34
_1ol.|100 2 50 | 410302 50 | 41 {i @_@}_41 [950] 41 41
41 a0ae2| 4| L L6+04]| 47401 2] 472 2 42
1 80 20
41 1
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ZADANIE 2

2 Nie uzywajac kalkulatora, uporzadkuj rosnaco liczby: —? %
ROZWIAZANIE
L,7<3<1,8

0,56 <_‘[,3. <0.60 (nieréwnosé powstata po podzieleniu przez 3)

3 (nier6wnosc powstala przez
Ll< r <12  pomnozenie powyzszej przez 2)

0.7<v3-1<0,8  (odejmujemy 1 od powyZszej nieréwnosci)
2
0,49<(V3-1) <0,64

l§=3,25
4

2«/_

Odpowiedz: (v3-1)! <= <1,5< Z'

ZADANIE 3

,5;(\5*1)2-

Najpierw sprawdzamy, miedzy jaki-
mi liczbami miesci si¢ pierwsza licz-
ba z treéci zadania.

Teraz oszacujemy warto$¢ drugiej
liczby z tematu zadania.

Biorgc pod uwage oszacowania obu
liczb, otrzymujemy odpowiedz.

=) Zamien dany ulamek okresowy na ulamek zwykly:

a) 1,(2) b) 2,3(15)
ROZWIAZANIE

Ada)

L(2) =1+ 0,(2) (*)

0,(2)=x/-10

2,(2)=10x

2+0,(2)=10x

boazd L
2+ x = 10x stad

2 2 2
x=—,czyli ,(2)=1+==1—
g i L=l g =13

Adb)

2,3(15) = 2,3 + 0,0(15)

0,0(15)=x/-10

0,(15) =10x/- 100

15,(15) = 1000x

15 + 0,(15) = 1000x
——

10x

15 + 10x = 1000x
15=990x/:15
15 1

990 66 0
1_,3 1 _,9 5 _,104_

Od d:2,3(15)=2,3+—=2—+ ui e e
powiedz: 2,3(15) = 66 10 66 330 330 330

Liczby zapisujemy w postaci sumy
liczby naturalnej i utamka okreso-
Wego.

Teraz zajmujemy sie tylko ulam-
kiem okresowym.

Mnozymy stronami przez 10 i ulda-
damy réwnanie ze zmienng x.
Nastepnie otrzymany wynik podsta-
wiamy do rownania (*).

Metoda taka sama jak w podpunk-
cie a), z tym, ze liczbe zapisuje-
my w postaci liczby nieokresowej
iutamka okresowego. Utamek okre-
$lony w dalszej cze$ci mnozymy
przez 100, gdyz blok okresowy jest
dwucyfrowy.

52
165

AL
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PRZYBLIZENIE | BEAD PRZYBLIZENIA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Szacujac wielkoéci, czesto podajemy je w przyblizeniu.

Blad przyblizenia to roznica miedzy dokladng wartoécig a przyblizona.

Jesli przyblizona wielko$¢ jest wieksza, to blad jest z nadmiarem, a gdy jest mniejsza od wartoéci
doktadnej, to blad jest z niedomiarem.

Jesli przez x oznaczymy doktadna wartoé¢, a przez p przyblizong, to bezwzgledny blad przyblizenia
obliczamy: |x - p|. Gdy w naturalny sposéb od liczby wigkszej odejmujemy mniejszg, to zawsze
otrzymamy bezwzgledny blad przyblizenia. Bezwzgledny blad przyblizenia nie okresla skali bledu.
Gdy odlegtoé¢ miedzy miastami wynosi 12 km, to w przyblizeniu jest to 10 km, czyli blad wynosi
2 km. Jedli ta odleglo$¢ wynosi 352 km, w przyblizeniu 350 km, to blad tez wynosi 2 km. Pomimo ze
réznica jest taka sama, bfad, ktéry popetnili$my w drugim przypadku, jest duzo mniejszy. By poznac
wielkoéé bledu, obliczamy wzgledny blad przyblizenia, dzielgc bezwzgledny biad przyblizenia przez
doktadng wartoéé. Najczesciej blad wzgledny wyrazamy w procentach.

blad bezwzgledny 100% = |x—p| 608
doktadna warto$c X

| zaoanic 1 |

3 Liczbe 155,4 zaokraglij do a) calosci, b) setek i w kazdym przypadlku oméw blad przyblizenia.

blad wzgledny =

ROZWIAZANIE

Ad a) 155,4 = 155 - zaokraglenie do catosci
155,4 - 155 = 0,4 - bezwzgledny btad przyblizenia z niedomiarem
ﬂ-100% = = -100%=i-100%= 0
155,4 1554 777 777
Ad b) 155,4 = 200 - zaokraglenie do setek
200 - 155,4 = 44,6 — bezwzgledny btad przyblizenia z nadmiarem
44,6 22300

——-100% =
155,4 777

% ~0,3% - procentowy blad wzgledny

% = 29% - btad procentowy wzgledny

3 Podloga ma 3,45 m dlugosci i 4,56 m szerokoéci. Oblicz powierzchnie podiogi. Nastepnie zaokraglij
jej wymiary do pierwszego miejsca po przecinku i wylicz pole powierzchni z zaokraglonych wielko-
éci. Wyznacz blad bezwzgledny i wzgledny przyblizenia pola.

ROZWIAZANIE
Obliczamy powierzchnie podiogi przed zaokragleniem jej wymiaréw: 3,45 m x 4,56 m = 15,732 m’.
Zaokraglamy wymiary podlogi: 3,45 ~ 3,5; 4,56 = 4,6.
Obliczamy pole podlogi po zaokragleniu jej wymiaréw: 3,5 m x 4,6 m = 16,1 m’.
Obliczamy btad bezwzgledny: 16,1 - 15,732 = 0,368.
0,368
15,732

Obliczamy blad wzgledny: -100% =~ 2,34%.

Odpowied#: Blad bezwzgledny wynosi 0,368, a btad wzgledny 2,34%.

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE, WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
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3 Przyblizenie pewnej liczby z bledem bezwzglgdnym 6:03:wyn0si 1,6. .Wyznacz te liczbe, gdy podane
«przybliZenie jest z niedomiarem. e .

ROZWIAZANIE

1,6 - warto$c¢ przyblizona z niedomiarem - mniejsza od wartosci doktadnej
0,03 - bezwzgledny btad przyblizenia

x — warto$¢ doktadna — wieksza od wartosci przyblizonej
x=1,6+0,03=1,63

Odpowiedz: Szukana liczba ma warto$¢ 1,63.

ZADANIE 4

= Przyblizenie z nadmiarem pewnej liczby a wynosi 5 i jest podane z bledem bezwzglednym 0,2. Wy-
znacz liczbe a i podaj btad wzgledny z dokladnoscig 0,01%.

ROZWIAZANIE

a - szukana, dokladna wartoé¢ liczby
5 — przyblizenie z nadmiarem

0,2 - btad bezwzgledny

a=5-0,2 =48 - szukana wartoéé

blad bezwzgledny 1008

biad wzgledny =
s gerny doktadna wartoéé

0,2 2 25
blad wzgledny =——-100%:—-100%:@% :—%:41% ~4,1666% ~ 4,17%
4,8 48 24 6 6

Odpowiedi: Liczba a ma warto$c 4,8, a wzgledny blad przyblizenia wynosi 4,17%.

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE,
WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

(a+bP =a*+2-a-b+b* |
(@-bP =a®—2-a-b+b? |
&b =(a-b)-(a+th) |

:> Zastosuj wzory skréconego mnozenia:
2
b) {l a— 4bJ
2

e) (4p—5m)(—4p—5m) f) 4x* -9

Wzory skroconego mnozenia:

2
a) [0,9:: + 2% y] ) (-2x—5y) d) (-3x+2)
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ROZWIAZANIE
Ada) (a+b)’ =a®+2ab+b?

2

2 2}
2
[0,9x+23y) =(0,9x)* +2-O,9x-2—§-y+(2§y] =0,81x* +1,8x-§y+[§y]

64

18 8 24 64
=0,8lx + ——xy+—y* =0,81x* + = xy + — 3?
T A 57079

Adb) (a-b)’ =a*-2ab+b*
1 Y o1 1
[Ea%bj ={5a] —2-5a-4b+(4b)2=Za2—4ab+16b2
Adc) (a+b)Y=a’+2ab+b’
(-2x=5y =[ ~(2x+5y) ] =(@x+5y = (2x)? +2:22-5y + (5p)’ =
=4x? +20xy +25y?
Add) (a—b)* =a®>—2ab+b?
(3x+2=2-3x) =22-2-2.3x+(3x)> =4—12x +9x* =0x* —12x +4
Ade) (a-b)(a+b)=a* -1
(4p—5m)(-5m—4p)=(—5m+4p)(—5m—4p)=(-5m)* —(4p)* =25m* -16p*
Adf) a®-b =(a+b)a-b)
4x* -9=(2x)* 3" =(2x+3)(2x - 3)

ZADANIE 2

= Uproéé podane wyrazenie, stosujac wzory skréconego mnozenia:

1, 1,) (1 13(1 1 1 1Y
—m'——n’ |-| =m—=n || =m+—-n|+| —m+-n| =
4 25 2 5 )2 5 )2 s

ROZWIAZANIE
lml_Lrﬁ_lmZ +in2 +lm2+im-n+inz _ Stosujemy wzor na kwadrat su-
4 25 4 25 5 25 my: (a+ b)* = a* + 2ab + b? oraz
a-b)(a+b)=a’-1’
1, 1 1, (1. 1Y ol
=—m'+—mn+—n*=| —m+-n
4 5 25 2 5

< Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci i oblicz jego wartosé:

(~1—pY —(1-p)* dla p=+2

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE, WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
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ROZWIAZANIE
(~1=pP—(-pP=1*+2-1-p+ p*)—(1*=2-1- p+ p*) =
=(1+2p+p)—(1-2p+p*)=1+2p+p* —1+2p—p* =4p
p=v2: 4p=4-2=42

Odpowiedi: Warto$¢ wyrazenia wynosi 42,

ZADANIE 4

< Rozl6z na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia:

a) 64x*y* -9 b) 100-25-(a+b)*

ROZWIAZANIE
Ad a)
64x*y* —9=(8xy” —3)-(8xy* +3)

Adb)
100 — 25(a + b)* = [10 = 5(a + b)][10 + 5(a + b)] =
=(10—5a—5b)(10 + 5a + 5b)

Adc)

(2x =y = (x+2y)" = [(2x—y) = (x + 29)]-[(2x = y) + (x + 2)] =
=(2x—y—-x-2y)2x—-y+x+2y) =

=(x—=313x+y)

o) 2x—yy —(x+2y)

Stosujerny wzor na réznice kwadratow:
2-F=@-b (a+bh).

Stosujemy wzor na roznice kwadratow:
a-bB=@-b)-(a+b).

1
OZapisz w najprostszej postaci dokladng warto$¢ wyrazenia \/E —41+ m, a nastepnie podaj

jego przyblizenie z dokladno$cia do 0,01.
ROZWIAZANIE

EUPURE SR RO UG (2 B
g e - VI 41+(ﬁ—3)(ﬁ+3)

:\E—4i+g+?3:«/ﬁ—xu—%f—%:@—o,sﬁ-rlz,s

V17 —0,5v7 —42,5=4,123-0,5-2,646 —42,5=
=4,123-1,323-42,5 =-39,70

Odpowiedz: Przyblizenie danej wartosci z dokladnoscia
do 0,01 wynosi —39,70.

Aby uproéci¢ zapis wartosci doklad-
nej wyrazenia, uwalniamy mianow-
nik ostatniego skladnika wyrazenia
od niewymiernosci:

Zapisaliémy wartoé¢ doktadng wyra-
zenia bez uzycia dzielenia. Aby podac
przyblizona wartoéé¢ z dokladnoscig
0,01 (tj. do drugiego miejsca po prze-
cinku), zapisujemy przyblizenia pier-
wiastkow z doktadnoscia do trzeciego
miejsca po przecinku (aby dokladnosé
nie pogorszyla sie w wyniku wykona-
nych dziatar).
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DZIALANIA NA POTEGACH | PIERWIASTKACH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Niech # bedzie liczba catkowitg dodatnia. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n-ta potege:
a'=a-..a
n razy
Pierwiastkiem arytmetycznym Ya stopnia n z liczby a = 0 nazywamy liczbe b = 0 taka,
zeb"=a.
W szczegolnosci dla dowolnej liczby a zachodzi rownosé \/;2_ =la|.
Jezeli a < 0 oraz liczba n jest nieparzysta, to ¥a oznacza liczbe b <0 taka, ze b" = a.
Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.
Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

1
~dlaa=#0: a”=— oraza®=1
aﬂ
i
—-dlag=0: an =4a™m
el
~dlaa>0: & :"a’”

Niech 7, s beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jeélia > 01 b > 0, to zachodzg réwnosci:

Vol =T 42

2 a’ L
r‘aS= r+s aT.T:aT‘S —_— r—$ b?z l'_br iy =

a a (');)gg g a (ab)y =a (b) W

Jezeli wyktadniki 1, s sg liczbami catkowitymi, to powyisze wzory obowigzujg dla wszystkich liczb

a=01ib#0.

Powyzsze informacje znajdujg si¢ we wzorach maturalnych.

Wlanosci poteg stosowane sg bardzo czesto w dziataniach na pierwiastkach:
Ya-o="fab Ya:to=%ab {'/a_’"x(qf;)m

A2 32N ZADANIE 1

‘=) Wykonaj dziatania i przedstaw wynik w najprostszej postaci:

-3 ] e —1y-4
P b) 2% g gy Kk
2 3.3 =

(2%)3
ROZWIAZANIE

Zawsze nalezy staral si¢ przedstawi¢ wszystkie potegi w postaci potegi o tej samej, jak najmniejszej
podstawie (zwykle jest to liczba pierwsza, np. 2, 3, 5 itd.). Nastepnie stosujemy wzory dotyczace dziatan

na potegach.
Ada)

253 2% qe s 1 [1V_ 1
2° ol 7 L2 128

DZIALANIA NA POTEGACH | PIERWIASTKACH 19

Adb)

iy 1
({/27)4=((23)3} =23 =24=16

Ado)
-8
4 -2 4fra4y-2 4/5-8 o 1
V16 V2 2 21 - 1 3
i = ( ) = N =—1=2_2'32=Z‘J§=T

i |
230 Bag 82 gi

Add)

1

2
@& 23 2

Wk

(0,4)2-(\2)* -(0,125)"!
-2
BE
5
2 1 3 -2
o o 2)

9y
BEG

a) potegi dwdjki i piatki

b) potegi tréjki i si6dembki

1 7 12
k3 1
(0,125°)* (0,125)* (2 [2J 2 -
. - 7 e
3

2 38

:) Stosujac odpowiednie wzory dotyczace dziatai na potegach, przedstaw dane wyrazenie w postaci:

ROZWIAZANIE

Ad a)
-2 iyt -3
4 .| 22 (1 D2 o
-5 ; 4 -1\ 10 2 272 22 cd 52 uh 1 9
(0,4)2-(+/2)*-(0,125)" 52 FRgtgiol gl ar L
) = o T e e
[EJ 0 (24J S 27°.5%.4.5 27.5%.2*.5 27°.5 5§
; = ok

Odpowiedz: 2° . 57!
AdDb)

= i 2] = A
(21) (49) [7J :(3.7)3 .(72)3.372.72 :33 73

2 -2
73.3—2.72 3—3-.70.3-2.72 2, 8 8

0 and 2
(%QJ '({/7_2)3 1{75] 73"

8
Odpowiedz: 3 3

- Tt _q 3.90 _7 3
. = =33 =3 3.70=3 3.1



20 LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE - POZIOM PODSTAWOWY

ZADANIE 3

4% +2% 5" +2.5%+3.5"
Dane s3 liczby: x = y Y= ]
< Danesglicaby: x=— 7=,y 25°
a) Znajdz réznice y - x.
b) Otrzymany wynik zaokraglij do czeéci setnych i oblicz blad wzgledny otrzymanego przyblizenia.

ROZWIAZANIE

Ada)
216 4 220 9l6 (] o4 4
o oo HHE) W& AT _iiens
220 220 24 16
5%Y.(142-5+3-25) 1+10+75 86
y= ( )= :?:17,2

51 5
Teraz obliczamy réznice: y - x = 17,2 - 1,0625 = 16,1375.

Adb)
Réznice zaokraglamy do drugiego miejsca po prze-
16,1375 = 16,14, B e aR R W IR

16,14 - 16,1375 = 0,0025. Obliczamy blad bezwzgledny.
0,0025

16,1375

-100% =0,015% Obliczamy btad wzgledny.

Odpowiedz: Blad wzgledny wynosi 0,015%.

ZADANIE 4

< Przedstaw w postaci notacji wykladniczej odleglo$¢ Stofica od Jowisza, ktéra wynosi 778 milionéw
kilometréw.

ROZWIAZANIE
778 000 000 km = 7,78-10% km

Dang liczbe nalezy przedstawi¢ w postaci iloczynu
liczby z przedziatu (0, 10) i odpowiedniej potegi 10.

)W réwnaniu E = m - ¢ litera E oznacza energie mierzong w dzulach, m mas¢ w kilogramach,
a ¢ predkos¢ $wiatta w metrach na sekunde, wynoszaca okolo 3-10° m/s. lle energii powstato, jesli
podczas reakcji jadrowej masa 4,52 g ulegta zamianie na energie?

ROZWIAZANIE
Aby zastosowac podany wzor, musimy najpierw ,,uzgodni¢” jednostki miary. Do wzoru nalezy podstawi¢
mas¢ wyrazong w kilogramach, tymczasem dana masa jest wyrazona w gramach: 4,52 g = 0,00452 kg.
Teraz mozemy podstawi¢ dang mase do wzoru:

E=0,00452 - (3 - 10%)* kg - m%/s* = 0,00452 - 9 - 10" dzuli
=452 -9 - 10" dzuli = 4068 - 10! dzuli = 4,068 - 10" dzuli

Wykorzystalismy przy tym fakt,
zeldzul=1kg m? 572

Odpowiedi: Powstata energia 4,068 - 10" dzuli.

oy | Wykonaj dzialanie i okregl, czy wynik obliczen jest liczba wymierng
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w
ZADANIE 6

2 Oblicz bez uzycia kalkulatora, stosujac wlasnosci dzialai na potegach:

1 A ! 1T
=2 E 2) e 132 132
{0,125 5-{%—” +(81“-5:[;J] + [372] +(3+72] =

ROZWIAZANIE

Aby rozwigzac takie zadanie, nalezy znalezé mozliwie najmniejsza wspolna podstawe poteg i zastosowaé
wzory dotyczace dziatan na potegach.

= 2 2

2 3 _1 1 1 1 1
25 Y 3 & 6 132 132 12 132

[11—0(5} P {(92)2;94} + (3—72] +2(3—72] -[3+72 +|3+72 | | =

e 1

; ! 1 N\ i

[3—72134—72] +3+72=

2

- [%] (2) +[91:9-2:|;+3—72+{

1 a4

3 1 1Y |2 1 1 1
+(9°) s+6+2 32(75J =[22-24 +9 2 +6+2(9-7)i =

)]

1 1 1
=(2°) +(3?) 26222 =22+3-1+6+2\/5=4+§+6+2\/5=10§+2J§

3 Doprowadz wyraienie do najprostszej postaci:

a) 2448 —327 - 75 +/108 b) 354 3128 + /16 - 250

ROZWIAZANIE
Ada) 2448 - 3427 - 75 +/108 =216 3-3+9-3 ~/25-3 + O 12 =
=216 3 -3v9 3 -25 340 V4 32243333 -5/3+3.23 =
=83-93-5\3+63=14/3-143=0
Adb) ¥27-2-Yea2+¥82-Y252 =327 32 -Yes - 2+ 8. 32 - 12532 =
=3-2-4-2+2.2-532=-43"

ZADANIE 8

(V2 -1)(/8-32)
8-42
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ROZWIAZANIE

(2-D(8-v32) _ (2-D(12-4162) _(2-D@2V2-4+2) _
N 472 +8 —4(\2-2)
_22(2-1) 2(2-) 2-V2 -(2-2) 1

—— — jest to liczba wymierna

-4(2-2)  22-2) 242-2) 22-2) 2

= Usun niewymiernos¢ z mianownika nastgpujacych utamkow:

B 1 b 549,05 92
2.3 2/5+3 232

a)

ROZWIAZANIE

Przy usuwaniu niewymiernoéci korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratdw. Jesli
w mianowniku wystepuje iloczyn liczby i pierwiastka z danej liczby, to licznik i mianownik ulamka
wystarczy pomnozyc tylko przez ten pierwiastek.

Ad a)

e T (1+\/_)\/_ \/5+3 3+J_
23 233 6 6

Adb)

3425 _(3+2v5)-(W5-3) _ —65+9+(2V5)2 65 _29-1245

2543 (2J5+3)-(2v5-3) V57 -9 11
Adc)
2 20+32) _ 20+3V2) _20+3V2) 2432

=301 o-32)e+3l2)  4-92 -4 7

ZADANIE 10

2
Ktoéra z liczb jest wieksza: a czy b, gd a=\/§+\5, b=———=1¢
s jest wig y b, gdy B

ROZWIAZANIE

2(3+v2) 2:(/3+42)
BB 32 =2

Odpowiedi: Liczba b jest dwa razy wieksza.

Usuwamy niewymiernos¢ z mianownika
drugiego ulamka.

PRZEDZIALY LICZBOWE

23

PRZEDZIALY LICZBOWE

Nieréwnosci typux < a, x 2 borazc > x> d, e 2 x > f, g 2 x 2 h mozemy przedstawic na osi liczbowej
oraz zapisac za pomoca przedziatu liczbowego.

Do zapisu przedziatu uzywamy nawiasow okraglych (a, b) - przedzial obustronnie otwarty lub
ostrych {¢, d) - przedziat lewostronnie domkniety (zamkniety), (e, f) - przedziat obustronnie do-
mkniety.

Uzywamy réwniez symboli: € - nalezy, « — nieskoniczonos, a takze przy dzialaniach na przedzia-
tach znakéw 4U” = suma przedzmlﬁg r ,.,r;m;%é wspélna oraz ,\” réznica przedzialow, >
Przedzialy czesto oznaczamy duzymi literami. Jesli mamy dane przedzialy A i B, to do sumy prze-
dziatow A U B nalezg liczby bedace w jednym lub drugim przedziale.

Cze$é wspélna, iloczyn przedzialow A M B, tworzg liczby zawarte w obu przedziatach.

Do réznicy przedzialéw A \ B naleza te liczby, ktére nalezg do przedzialu A i réwnoczeénie nie naleza
do przedzialu B.

ZADANIE 1

:) Przedstaw podane nieréwnoéci na osi liczbowej i zapisz za pomoca przedzialu liczbowego. Okreél,

czy przedzial jest domkniety, czy otwarty.

a)x<3 b) x> -2 cy<l d) y>-1

e)-3<z<5 f)o<z<3 g -2<n<4
ROZWIAZANIE

Ada) x<3 e

0 3 x
x € (-, 3) - przedzial obustronnie otwarty

VLR,

-2 0 x
x € (-2, ) - przedzial lewostronnie domkniety

LI

0 1 v
y € (-0, 1) - przedzial prawostronnie domkniety

-1 0 y
y € (-1, o) - przedzial obustronnie otwarty

Ade) -3<z<5 M—»

-3 5 z
z € (-3, 5) - przedzial obustronnie otwarty

Adf) 0<z<3 A0 L

0 3z
z € {0, 3) - przedziat obustronnie domkniety

Adg) -2<n<s YW

-2 4 n

Adb) x=-2

Adc) y<1

Add) y>-1

n € (-2, 4) — przedzial prawostronnie domknigty
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AL

<) Zaznacz na osi liczbowej i zapisz za pomocy sumy przedzialéw liczby:
a) mniejsze od -1 lub nie mniejsze od 3, b) mniejsze od 2 lub wigksze od 4,
c) nie wieksze od -2 lub nie mniejsze od 5, d) nie wigksze od 1 lub wigksze od 2.

ROZWIAZANIE
Ada) 227 Y77, xe(-0,-1)U(3,x)
-1 3 e
Adb) s 7 x € (-0, 2) U (4, ©)
2 4 X
Adc) 7274 77 . x e (~0,-2) U (5, )
-2 5 x
Add) ) - x € (00, 1)U (2, 0)
1 2 X

ZADANIE 3

< Dane sa przedzialy: A = (o0, -3), B = (10, 7) i C = (-4, 8). Zaznacz je na osi liczbowej i znajdz:
a) AUC b)BAC ¢)A\B d)B\C

ROZWIAZANIE

Ada)

Zaznaczamy na osi liczbowej przedziaty A i C. Przy wyznaczaniu sumy przedziatow nalezy wzigé pod
uwage najdalej wysuniete konce tych przedziatéw, w tym przypadku z lewej strony minus nieskoriczo-
nos¢, a z prawej 8.

Odpowiedi: A w C = (-x, 8).
Adb)
Zaznaczamy na osi liczbowej przedziaty B i C. Przy wyznaczaniu czgéci wspolnej nalezy wziac pod uwa-
ge miejsce, w ktorym przedzialy nakladajg si¢ na siebie.
C
B = : = 1
I E ]
-10 -4 0 78

X

Odpowiedi: BN C=(-4,7).
Adc)

Zaznaczamy na osi liczbowej przedzialy A i B. Przy wyznaczaniu réznicy przedzialow nalezy wzigé pod
uwage te elementy, ktére znajdujg si¢ w pierwszym zaznaczonym przedziale, ale nie ma ich w drugim.

B
E S |

-10 -3 0 7 X

Odpowiedi: A \ B = (—e0, —10).

OBLICZENIA PROCENTOWE

Ad d)

Zaznaczamy na osi liczbowej przedziaty A i B. Przy wyznaczaniu réznicy przedziatéw nalezy wziac pod
uwagg te elementy, ktére znajduja si¢ w pierwszym zaznaczonym przedziale, ale nie ma ich w drugim.

B R \{
| XXX e
-10 -4 0 78 X

Odpowiedz: B\ C =(-10, -4)

ZADANIE 4

:) Dane s przedzialy G = (-6, 4) i H = (-2, 2). ZnajdZ sume, cz¢é¢ wspolng oraz obie roznice tych
przedzialow.

ROZWIAZANIE

H Przy wyznaczaniu roznicy prze-
dzialow szczegdlng uwage zwra-
camy na krance przedzialu H.
Liczba -2 nalezy do przedziatu
G i nie nalezy do H, wigc zgodnie

x z definicjy réznicy przedzialdw
do réznicy nalezy. Liczba 2 nalezy
do G, ale nalezy rowniez do prze-
dziatu H, wigc nie moze nalezeé
do réznicy.

17 % -

GUH=G=(-6,4)
GnH=H=(-2,2)

G\H=(-6,-2)u(2,4) H\G - {2}

OBLICZENIA PROCENTOWE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Procent p% liczbya - to p% a = a

o A
100

Punkt procentowy — jest réinica migdzy dwiema wartoéciami tej samej wielkosci, podanymi
" w procentach.

< Oblicz:

a) 18% liczby 120, b) liczbe, ktorej 8% wynosi 16, ¢) jakim procentem liczby 144 jest liczba 4.

ROZWIAZANIE
1
Ad a) 13%.120=_8.1_‘29:L§.E:E.§:@:215:21,5
100 1 10 1 51 5 5

OdpowiedZ: 18% liczby 120 wynosi 21,6.

25
s
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8
AARY Bifies= 18 ..
100
2
2=t 12 x=28.22_gins-000
25 25 1 2

Odpowiedi: 8% liczby 200 wynosi 16.

4 i A LA s

Ad 144=4 /:144 =—
cp / p e

p=100% =2 %~2,8%
36 9

Odpowiedi: Liczba 4 to 2,8% liczby 144.

| zaoanie 2 I

=) Obwéd prostokata wynosi 368 cm. Jezeli dtuzszy bok zwigkszymy o 15%, a krotszy zmniejszymy

0 8%, to obwdd prostokata wzrosnie o 12%. Znajdz boki tego prostokata.

ROZWIAZANIE

Wykonujemy rysunek i ukladamy uklad réwnad, z ktérych pierwsze opisuje obwod prostokata przed
zmiang dhugosci bokéw, a drugie obwdd tego samego prostokata, ale po zmianie dtugosci bokéw.

5 4 92%y

x 115%x
2e+2y=368/:2 2-1,15x+2-0,92y=1,12-368 /-100

x+y=184
2-115x+2-92y=112-368 /:2

x+y=184/-(-92)

{115x+92y:112-184

-92x—92y =-92-184
+{115x+92y=112-184

23x=20-184/:23
x=20-8
x=160
y=184-160=24

Odpowiedz: Diugoéci bokow prostokgta wynosza 160 cm 124 cm.

OBLICZENIA PROCENTOWE

27

ZADANIE 3

2 Basia i Zosia zbieraja naklejki. Basia ma 75 naklejek, a Zosia 225. O ile procent wiecej naklejek ma

Zosia, a 0 ile procent mniej naklejek ma Basia?

ROZWIAZANIE

225-75=150
150 Obliczamy, o ile procent wiecej naklejek ma
——-100% =200% Zosia.
75
—-75=150
:1%3 Obliczamy, o ile procent mniej naklejek ma
e 100% = 66,(6)% Basia.

Odpowiedz: Zosia ma o 200% naklejek wiecej niz Basia. Basia ma o 66,(6)% naklejek mniej niz Zosia.

ZADANLE 4

<) Zamontowanie ogrodzenia kosztuje 21 400 z1 wraz z siedmioprocentowym podatkiem VAT. Jaki

jest koszt zamontowania tego ogrodzenia bez podatku?

ROZWIAZANIE

x+7%-x=21400
Podatek doliczany jest do ceny netto, zatem

1,07-x=21400 /:1,07 1 : :
oznaczajyc te ceng przez x, otrzymujemy row-
x=20000 : nanie:

Odpowiedz: Koszt zamontowania ogrodzenia bez podatku wynosi 20 000 zt.

ZADANIE 5

< Zmieszano 4 kg stopu o zawartosci 25% miedzi i 6 kg stopu o zawartosci 40% miedzi. Ile procent

miedzi zawiera otrzymany stop?

ROZWIAZANIE

025-4=1kg Obliczamy zawarto$¢ miedzi w pierwszym stopie.
0,40 -6 =2,4kg Obliczamy zawarto$¢ miedzi w drugim stopie.
4+6=10 kg Po zmieszaniu masy otrzymanego stopu otrzymujemy:
1+24=34kg Tlo$é miedzi w otrzymanym po zmieszaniu stopie to:
3 Obliczamy zawartos¢ procentows miedzi.

—’é~100%:34%
10

Odpowiedz: Otrzymany stop zawiera 34% miedzi.
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P
ZADANIE 6

:) Cene prenumeraty czasopisma obniZono najpierw o 20%, a nastepnie o 25%. O ile procent spadta

cena po obu obnizkach?

ROZWIAZANIE
Ci= G- 80% =08 G Pamigtajmy, Ze obliczajac procent, odnosinty go zawsze
do obowiazujacej w danej chwili caloéci. Ceng czaso-
pisma po pierwszej obnizce (Ci) obliczamy w stosunku
do ceny pierwotnej Co.
G =Gy 75% =075 Ci Cene czasopisma po drugiej obnizce (C») obliczamy
w stosunku do ceny po pierwszej obnizce (C1).
Gty Aby obliczyé, o ile procent spadta cena w wyniku oby-
dwoch obnizek, musimy obliczy¢, jaki procent ce-
ny pierwotnej Co stanowi cena Cz po drugiej obnizce.
W tym celu do drugiego z zapisanych wzoréw wstawia-
Lyl Comln- 60 my C) WyraZone pierwszym wzorem.
100% — 60% = 40% S%(oro cena po dwéch‘ obnizkach stanov.ﬂ' 6D%D ceny
pierwotnej, to znaczy, ze spadla ostatecznie o 40%.

Odpowiedz: Cena po obu obnizkach spadia o 40%.

| zaoante 7

SYW pewnej klasie 37,5% caloéci stanowia dziewczynki. Po miesigcu nauki z tej klasy odeszto dwéch
" chlopcow i wtedy liczba dziewczynek stanowita 40% liczby wszystkich uczniéw. Ilu uczniéw liczyla
na poczatku ta klasa?

ROZWIAZANIE
x-375% =y Oznaczamy poczatkowa liczbe uczniow tej klasy x oraz
liczbe dziewczynek y. Uktadamy réwnanie wyrazaja-
y=0,375x ce, jaki procent pierwotnej liczby uczniéw stanowia

dziewczynki.
(x-2)-40% =y Ukladamy réwnanie wyrazajace, jaki procent liczby
uczniéw po odejéciu dwoch chtopedw stanowia dziew-

y= 0,4(x ~2) czynki.

0,375x = 0,4(x — 2) Przyréwnujemy wartoéci y wyrazone obydwoma row-

naniami i rozwiazujemy otrzymane réwnanie z niewia-

0,375x = 0,4x — 0,8 doma x.
0,8 =0,025x
0,
x= k = il =32
0,025 25

Odpowied#: na poczatku ta klasa liczyta 32 uczniéw.
Uwaga. Niewiadoma y byla niewiadomg pomocniczy, potrzebna do zapisania danych zadania w postaci
uktadu réwnan. Nie obliczamy jej wartosci, bo nie jest nam potrzebna.

OBLICZENIA PROCENTOWE
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ZADANIE 8

< Sprzedaz pewnego produktu objeta jest podatkiem akcyzowym w wysokosci 7%, ktéry producent
dolicza do ceny netto i odprowadza do urzedu podatkowego. Jaka kwote podatku musi odprowadzi¢

producent, jesli sprzedal 1500 kg produktu po 0,80 zI netto za kilogram?

ROZWIAZANIE

- 0,80 = 1201
100 o7 Obliczamy warto$¢ netto sprzedanych produktéw hur-

towni.
1200 - 7% = 1200 - 0,07 = 84 zt : -
Obliczamy wartoé¢ podatku akcyzowego naleznego
od tej sprzedazy.

Odpowiedz: Producent musi odprowadzic 84 zl.

ZADANIE 9

< Poniisza tabela podaje wplywy z reklam w krakowskich gazetach w okresie od stycznia do sierpnia.

Tytul Gazeta A Gazeta B Gazeta C Gazeta D

Kwota (w zlotych) 17 625 997 14 596 744 893 534 30756 321

a) Ktora gazeta miala najwigksze wplywy i jaki to procent lacznych wplywow?
~b) O ile procent wigksze wptywy miata Gazeta A od Gazety B?

¢) Jakim procent lacznych wplywow stanowily wplywy Gazety C?

Wyniki podaj z dokladnoscia do 1072

ROZWIAZANIE
17 625 997 + 14 596 744 + 893 534 + 30 756 321 = '
3 Na poczgtek obliczamy taczne wplywy wszystkich gazet
=63 872 596 : i
W omawianym Ukresw.

Ad a) :
30756321 Przez bezposrednie poréwnanie danych stwierdzamy, ze

100% =~ 48,15% najwigksze wplywy miata Gazeta D. Obliczamy, jaki pro-
63872596 cent tacznych wplywow stanowily wplywy Gazety D.

Odpowiedz: Najwicksze wplywy miala Gazeta D. Stanowily one 48,15% facznych wplywéw.

aan

17 625 997 — 14 596 744 = 3 029 253 Obliczamy réznice wplywéw Gazety A i Gazety B.

3029253 1100% ~ 20,75% Obliczamy, jaki procent wplywow Gazety B stanowi

14596744 ta roznica.

Odpowiedzi: Wplywy Gazety A byty o 20,75% wyzsze od wplywow Gazety B.

Adc)
893534 100% ~ 1,40% Obliczamy, jaki procent facznych wplywéw stanowia
63872596 wplywy Gazety C.

Odpowiedz: Wplywy Gazety C stanowig 1,40% tacznych wpltywdw.
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ZADANIE 10

< Pan Jacek podpisal umowg zlecenie z pewng firmg na kwote 25 000 z1. 0Od tej kwoty Pan Jacek musi
zaplacnc podatek w wysokosci 20%. Opodatkowaniu podlega kwota umowy pomniejszona o kosz-
ty uzyskania przychodu w wysokosci 20%. Jaka kwota bedzie dysponowal Pan Jacek po zaplaceniu
podatku?

ROZWIAZANIE

25000 - (20% - 25 000) = 25000 - 5000 =20 000 (pliczenie kwoty podlegajacej opodatkowaniu (kwota
umowy - koszty uzyskania przychodu).

20% - 20 000 = 4 000 Obliczenie podatku (20% razy kwota podlegajaca opo-

datkowaniu).

25000 zt — 4 000 zt = 21 000 zt Obliczenie ostatecznej kwoty, jaka pan Jacek otrzyma

na reke (kwota umowy - podatek).

Odpowied#: Pan Jacek otrzymuje wyptate w wysokosci 21 000 zk. ]
poaae

?Cena pieciogodzinnego karnetu do pewnego parku wodnego wynosila 45 z. Cen¢ obnizono i oka-
zalo sie, Ze dziennie z atrakeji parku skorzystalo o 30% wigcej 0s6b, a dochéd uzyskany ze sprzedazy
karnetéw wzrdst o 15%. O ile zlotych obnizono ceng karnetu?

ROZWIAZANIE

x - liczba 0s6b wykupujacych dziennie karnety
przy pierwotnej cenie karnetu
y — wielko§¢ obnizki (w ziotych)

Wprowadzamy niewiadome.

45x - dochéd dzienny przy pierwotnej cenie karnetu  Po uwzglednieniu warunkéw zadania otrzymujemy:
1,3x — liczba 0séb wykupujacych dziennie karnety przy obnizonej cenie

1,15 - 45 - x — dochod dzienny przy obniZonej cenie
L3-x-(45-y)=115-45-x /:x
1,3:(45-y)=115-45

1,15 1,15 0,15
y=45-45-—=45-| 1-—— |=45-——=5,19
1,3 13 L3

Uktadamy réwnanie.

3

Odpowiedz: Cene karnetu obnizono o 5zt 20 gr.

| zaoanie 12

&W sondazu jednej z gazet samorzad lokalny uzyskal poparcie 46% mieszkancow. Kilka udanych
"~ “inwestycji spowodowalo, ze po pél roku wzrosto ono do 58%. O ile procent wzrosta liczba miesz-
kancow, ktorzy popierajg swoj samorzad lokalny?

POJECIE LOGARYTMU | OBLIGZENIA LOGARYTMICZNE

ROZWIAZANIE

Liczba mieszkaricow, ktdrzy popieraja samorzad lokalny, wzrosta o 12 punktéw procentowych
(58 — 46 = 12).

M - liczba ankietowanych mieszkaficdw

46% - M = 0,46M - ilo$¢ mieszkaricow poczatkowo dobrze oceniajgcych samorzad lokalny
58%M = 0,58M - iloé¢ popierajacych po pét roku

Procentowy wzrost ilosci 0s6b, ktéra zadeklarowata poparcie dla samorzadu lokalnego:

2 p@ L {:;,.l._k ; 2

0,58M —0,46M 0,12M 1 600
GobM - ibol= 100% = —= .100% = ~269 e
0,46M R A g TSR R NLO

Odpowiedz: Liczba mieszkancéw, ktérzy popieraja samorzad lokalny, wzrosta o 26%.

‘S W pewnym miasteczku liczacym 4800 mieszkaricow w wieku produkcyjnym jest 36% ludnosci,
z czego ai 25% jest na bezrobociu. Dyrekcja nowo otwartego zakladu produkcyjnego zatrudnita
240 o0s6b. O ile punktéw procentowych zmalalo bezrobocie i ile 0séb na nim pozostaje?

ROZWIAZANIE

36 4800
36%-4800 = ﬁT =36-48=1728 - liczba 0s6b w wieku produkeyjnym

1 1728
25%-1728 = S - =432 - liczba 0s6b pozostajaca na bezrobociu

1728 - 432 = 1296 - liczba 0s6b pracujacych
1296 + 240 = 1536 - liczba 0s0b majacych prace po otwarciu nowego zakladu
1728 - 1536 = 192 - liczba 0s6b nadal pozostajaca na bezrobociu

p-1728 =192

192
P= 1728 100% =~11% - procent 0s6b pozostajacych na bezrobociu
25-11=14

Odpowiedi: O 14 punktéw procentowych zmalalo bezrobocie, ale 192 osoby sa nadal bez pracy.

POJECIE LOGARYTMU | OBLICZENIA
LOGARYTMICZNE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Niecha>0ia=1.

Logarytmem log.c liczby c > 0 przy podstawie a nazywamy wykladnik b potegi, do ktérej naleiy
podnies¢ podstawe a, aby otrzymacd liczbe c.

log.c = b wtedy i tylko wtedy, gdy a® = c.
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Dla dowolnych liczb x > 0, y > 0 oraz r zachodzg wzory:
log. (x - y) = logax + log.y
W szczegdlnosci log.a = 1, log,1 = 0,

log.x” =r-log.x logn% =log,x-log,y.

logx oraz lgx oznacza logoex.

ZADANIE 1

< Oblicz: log0,1; log40,5; logs0,04; logo,s2; 100,10, 1; log ;15 logo,S\/S_ ; log 532

ROZWIAZANIE
«logd,1=x = 10°=10"0 x=-1
10
» logs0,5=x 4’(:l 2% 2x=-1 J<=—E
gal, 2 2
« logs0,04 = x 5"=i 5*3—1—— 5=572 x=-2
100 25
1 ) =X 1
o« logys2 = x (E] =3 2%=2 -x=1 x=-1
o logoa0.4 =x 0,4" = 0,4 x=1 lub od razu:  logpa0,4 =1
x 0
s log sl=x 2 =1 NPEEN)) x=0 Iub log;1=0
1Y L 5.1 5 1
Jogsdaz = =| =322 2==2"% —x=2 x=-2-
0gos5+/32=x (2J 5 3
1
—x 1
- = Y i _
. log‘5327x (\5)"—32 22 =2 2x 5 =10

ZADANIE 2

<) Oblicz x (x > 0) jesli: logiex = 0, logosx = -1, logox = 3, logx = 0,5, logsx = %, logiex = 0,25,

log:x = 1,5, logﬁx =—4

ROZWIAZANIE

-1
1
- logisx =0 x=16"=1 - logosx =-1 x=[gj =2
i
- logox =3 x=(0,1)’ = 0,001 ~logx=0,5 x=102 =410
1 1 L
~ logsx = % x=33=3%3 -logisx = 0,25 x=164=(2"4 =2 =

-logax=1,5 x

3 L 1
22 =\/2—3:1}22.2:2\f2_ ‘logﬁX=—4 x:(ﬁ)*‘i:(gz)ﬂl:gﬂzz

POJECIE LOGARYTMU | OBLICZENIA LOGARYTMICZNE

a3

ZADANIE 3

:) Obliczx (x> 0ix=1)log.81 =4,log.3 = l,log& = %,logxl:—z.
2 9

ROZWIAZANIE

-log.:81 =4 x' =81 xh=5 x=3
4 ! 1
-logx3=5 x2=3 (x2)?=3% x=9
1 L 1
-log.2 = 3 x3 =2 (wy =2’ ®=8
1
1 1 =k FNFY 1 e
~logi—=-2 x== x?) 2=| = x=92=(3%)2 =3
By 3 (x™) (9} (3%

(ZADANIE &

3 Oblicz, korzystajac z wlasnoéci logarytmoéw.
a) 4logs2 - logs12 - 2logs6 b) log4 - log0,2 - log0,02
C) lOgLs logg 10g216 d) 10g0,4 (2 + logo,zs (1 o 10g4 2))

ROZWIAZANIE

Ad a) 4logs2 - logs12 - 2log:6 = logs2* - logs12 - logs6” = logs16 — logs12 - log;36 =

4 1 1
=lo =log, — =log, — =log, — =log.(27)" = —log,27 = —log,3* =
8312-36 333_36 0g33_9 0g327 0g,(27) 83 084
=-3log,3=-3
4 4000
Adb) log4-log0,2—1og0,02=1 =lo =lo =1log1000 =log10® =
& & 8 °8 0,2:0,02 g0,004 & 4 5 &

=3logl0=3
Ad ¢) logi s logs logz16 = logy 5 logs logz2* = log; s logs (4log,2) = logy s logsd = *

logsd = x 8§ =4 25 =2? 23.=p¢ 3x=2 x= %

=1
2 3

*=log, s 3 = IOg]’{EJ =-log, s1,5=-1
Ad d) 1080,4 (2 + 10g0,25 (1 - ]0g42)) =k

log2=x  #=2 (=2  2%=2"  2u=1 g %

1 1
*_10g0_4(2+log0’25(12}}-log014(2+10g0!252J_u
logy s == 1y_1 Ezy_llz—l i)

g0,252 y 4 2 2 2 ¥ ¥ 3
-1

5 1 1 5 2

‘1"8”:1(“5'“gw[zﬂ“"gzz1”%@
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ZADANIE 5

< Wyznacz x:
a) 1032[6‘25]—10g2x=—]0g21,2 b) log ; x=4-2log ;6+3log 53

ROZWIAZANIE

Doprowadzamy wyrazenie do takiej postaci, by po lewej stronie byt logarytm z x, a po prawej, stosujgc
whasnoéci dziatan na logarytmach, logarytm z liczby. Gdy oba logarytmy maja taka samg podstawg,
to poréwnujemy logarytmowane wielkosci.

Ad a) log, 6%—10g2 x=-log,1,2 /(1)

log, x=lo E+10 al
82 gle gz3

6 20 2 4
log, x =log, EE_ log, x =log, 5

logzx =log:8 x=8

Odpowiedz: x ma wartos¢ 8.

log ; x +log ;; 6° ~log ; 3’ =4

x-36
10g\57:4

Adb) log s x=4-2log ;6+3log 53
log ; x+log ;36—log ;27 =4

4
log ~ f =4 - korzystamy z definicji logarytmu

4
—=(2)!
3
4_x:22
3
4x=4-3/4
x=3

Odpowiedz: x ma warto$c 3.

ZADANIE 6

3 Oblicz:

a) logz1,5, gdy log3 =n b) log:36, gdy log.24 = p

ROZWIAZANIE
Ada)log:3=n
15 6
logz1,5:longazlogzgzlogz?:—logzz=n—1

POJECIE LOGARYTMU | OBLICZENIA LOGARYTMICZNE

35

Adb)log:24=p
72
log,36=log, T =log,72~log,2=log,(3-24)-1=1log,3+log,24-1=

24
:logzg +log,24 —1=log,24 —log, 8 +log,24 —1=2log, 24 —log,2* —1=

=2p-3log,2-1=2p—3-1=2p—4

ZADANIE 7

: plpry’
2 Oblicz log,, oy

» gdy logpf =10

ROZWIAZANIE

R 3
IOgPppf-r: =logpp7=logpp3—Iogpr=3logpp—logf,r:3—10:~7

Odpowiedi: Warto$¢ wyrazenia wynosi -7.

ZADANIE 8

< Uzasadnij, ze liczba 2 (logoi3 + 10g0.16) — (10go,127 + logo,12) jest liczba wymierna.

ROZWIAZANIE
2 (10g0,13 + ngg,lﬁ) - (10g0‘127 ¢ 10g0,112) = 210g0,1 (3 . 6) = 10g0,1 (27 s 12) =

23
-—J =log,,1=0 - jest to liczba wymierna.

18-18
=logo.118” - logey (27 - 12) = log0,1m=10go,1 [5 >



POJECIE FUNKCJI | JEJ WYKRES

ZADANIE 1

3 Postugujac sie definicja funkcji, sprawdz, ktére z podanych przyporzadkowan jest funkcja:
A) v B) x|-4|-3lo|1]2] © A
X il 55155 {5 ¥

"
] .

V4

d) Kazdej liczbie catkowitej  €) x|-2]|3]-1]3 f) 5 b
FUNKCJE | ICH WEASN bt
jej odwrotnosé. '

POJECIE FUNKCJI | JEJ WYKRES

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Funkgja f, ktorej dziedzing jest zbior X, a zbiorem wartosci jest zbiér Y, to przyporzadkowanie, g)
ktére kazdemu elementowi x nalezacemu do dziedziny przyporzadkowuje dokladnie jeden element

y nalezacy do zbioru wartosci.

Zbiér X - to dziedzina funkcji, jej elementy to argumenty, a zbiér ¥ to zbior wartosci funkcji.

h) v

Funkcje mozemy opisa¢ za pomocg wzoru, tabelki, wykresu, grafu oraz opisu stownego. 5 s 0 X

Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ zero.

Aby znalezé miejsce zerowe funkcji f, nalezy rozwigza¢ réwnanie f{x)=0, gdy x nalezy do dziedziny

funkji.

ROZWIAZANIE
Monotonicznosc o o _
v" Funkcja fjest rosnaca, jesli wraz ze wzrostem argumentow rosng wartosci funkeji. Ada) Tak, kazdej z liter przyporzadkowana jest jedna liczba.
v Funkcja fjest malejaca, jesli wraz ze wzrostem argumentéw malejg wartosci funkcji. Adb) Tak, w zbiorze argumentéw wszystkie liczby s3 rézne.

Ad c) Nie, jednej wartosci x, np. x = 1, przyporzadkowane sy dwie rézne wartosci, np. y = 1 oraz y = 4.

Ad d) Nie, poniewaz nie istnieje odwrotnos¢ liczby zero.

Ad e) Nie, bo liczba 3 wéréd argumentéw wystepuje dwukrotnie i przyporzadkowane s jej dwie rdzne
wartosci, 2 oraz 1.

Adf) Nie, poniewaz liczbie 1 przyporzadkowane s3 dwie rézne wartosci a oraz b.

Ad g) Tak, poniewaz kazdej wartoéci x przyporzadkowana jest jedna, taka sama wartosc y, jest to funk-
cja o réwnaniu y = m, gdzie m jest dowolng liczbg, np. y = 2.

Ad h) Nie, jednej wartoéci x przyporzadkowanych jest nieskoriczenie wiele wartosci. Taka prosta ma

réwnanie x = k, gdzie k jest dowolng liczba, np. x = 3, ale to nie jest funkcja.
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4

j zooanic 2

<) Kaida z podanych funkcji przedstaw za pomocg wzoru, tabelki, grafu i wykresu.

a) flx) = 3, dziedzina - liczby rzeczywiste

b) 23 <)
6

%
¥4

[==] K=}

Ad a) flx) =3 — wzor

x |-2|0}3
flix)[3]3]3

fragment tabelki

Adb)

graf
Adc)
x |315)] 7110
y |2]4]2]4
tabelka

X

Y d) vl
e fe
il =
.'/ 1 X
ROZWIAZANIE
¥ Y‘

| 1> ”’

[ .

= 3 X
fragment grafu wykres

wzor:
lg. ° flxy=2x dla x€{0,2,3}
41 e
0 23 X
wykres
wzlr:
2 dlaxei{3,7}
® . flx)= 4 dla x €{5,10}
® ®

3 05 7 10 X

ODCZYTYWANIE WEASNOSCI FUNKCJI
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Add)

| wzor:

x|-5]o]1]4
3

yl1]1]3]
fragment tabelki

| f(x)={3dlaxe(1,co)

1dla x € (—o0,1) ‘

/| SZ

fragment grafu

2 Funkgja f; ktérej dziedzing jest zbior liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6}, kazdej liczbie z tego zbioru przyporzad-
kowuje liczbe do niej przeciwng pomniejszona o 1.

a) Napisz wzor tej funkcji.

Ada)

b) Narysuj wykres tej funkeji.
ROZWIAZANIE

flx)=-x-1,x€ A{1,2,3,4,5, 6} - liczba przeciwna do x to —x i pomniejszona o 1, czyli —x -1

Adb)

Y
0

123456

% [ 1 |
fix)=—x-1]-2]-3

o

-1

-2+

-3
-4
-5
-6
-7

ODCZYTYWANIE WEASNOSCI FUNKCJI

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Odczytujae whasnoéci funkeji, okreslamy dziedzing funkcji, zbior wartoéci, miejsca zerowe, punkt
przeciecia z osig rzednych, monotonicznoéé, najwieksza i najmniejszg wartos¢ funkcji, a takze argu-
menty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie lub ujemne.

Miejsce zerowe funkcji - taki argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ zero.

Aby znalez¢ miejsce zerowe funkcji, nalezy rozwigzaé réwnanie f(x) = 0, gdy x nalezy do dziedziny

funkeji.
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ZADANIE 1

20 Z podanego wykresu odczytaj whasnosci funkji:

¥

-9 _\4 1 N5 7 11 X
-3

ROZWIAZANIE

Dziedzina: x € (-9, —4) U (-4, 4) (5, 11)
Zbior wartoéci: y € (—6,7)

Miejsca zerowe: x = -7, x=3,x=9

Punkt przeciecia z osia rzednych: (0, 4)
Funkeja roénie dla x e (-4, 0)

Funkeja stata dla x € (5, 7)

Funkcja maleje w kazdym z przedzialow: (=9, —4), (0, 4), (7. 11).

Wartoéci dodatnie dla x € (-9, -7) v (-4, 3) W (5, 9)
Wartosci ujemne dla x € (-7, —4) U (3, 4y L (9, 11}
Warto$c najmniejsza: y = —6

Wartos¢ najwigksza: y = 7

= Dane s3 wykresy funkcji foraz g.

Y
7 f

a) Podaj te argumenty, dla ktorych zachodzi réwnosc: flx) = g(x).
b) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sa wigksze od wartoéci funkeji g?
¢) Podaj te argumenty, dla ktérych funkeje fi g przyjmujg wartodci réznych znakéw.

PRZEKSZTALCANIE WYKRESU FUNKCJI

4

ROZWIAZANIE

Ada) x e {-6,-2,5}
Adb)x e (-6,-2) U (5%
Adc)x e {8 -6)U(-6,-2)U(-2,4) U (6,9).

ZADANIE 3

2 Wykres przedstawia $rednie miesi¢czne dzienne temperatury (w stopniach Celsjusza) powietrza
na Rodos w okresie od stycznia do grudnia.

3

15116117121 125130132 133129) 25121 117
I II I 1v v vI VIIVIIIX X XI XII

Srednia temperatura w ciagu dnia w *C

a) Okres] zbidr wartosci funkcji przedstawionej na wykresie.
b) Jaka jest roznica pomigdzy $rednimi temperaturami najcieplejszego i najzimniejszego miesigca?
¢) Jaka jest rednia temperatura powietrza w okresie od maja do sierpnia?

ROZWIAZANIE

Ada)

Zbior wartosci funkeji = {15, 16, 17, 21, 25, 29, 30, 32, 33}
Adb)

Roznica ta wynosi: 33°C — 15°C = 18°C.

Adc¢)

25+30+32+33 120

Srednia temperatura od maja do sierpnia = r i 30°C.

PRZEKSZTALCANIE WYKRESU FUNKCJI

¥ Przeksztalcenia wykresu funkeji

Dany jest wykres funkeji f.

« Wykres funkgji g(x) = —f(x) otrzymamy w symetrii wzgledem osi OX.

» Wykres funkcji g(x) = f(—x) otrzymamy w symetrii wzgledem osi OY.

o Wykres funkcji g(x) = —f(—x) otrzymamy w symetrii wzgledem punktu (0, 0).

« Wykres funkcji g(x) = f(x — p) otrzymamy, przesuwajac wykres o p jednostek wzdtuz osi OX.

« Wykres funkeji g(x) = f(x) + g otrzymamy, przesuwajac wykres o g jednostek wzdtuz osi OY.

« Wykres funkcji g(x) = f(x — a) + b otrzymamy, przesuwajac wykres o a jednostek wzdluz osi OX
oraz b jednostek wzdtuz osi OY.
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| zaoaNiE ¢ Lo
:> Dane wykresy funkcji przesus o wskazang liczbg jednostek: :) Funkcja fjest malejaca w przedziale (-3, 7), stata w przedziale (7, 9) i malejaca w przedziale (9, +x).
Y Okresl przedzialy monotonicznosci funkeji g, ktéra powstala po przesunieciu funkeji fi
] i d a) wlewo o 1,5 jednostki wzdtuz osi OX, b) wzdluz osi OY o 2 jednostki w dot.
o ° ROZWIAZANIE
A ! 5 3 X Ada) Zadanie najlepiej rozwigzaé graficznie. Spo-
0 “FR . ¥ rzadzamy wykres funkcji f.
B g W tym samym ukladzie wspdlrzednych do-
-2 5 \2/ 3 4 X 2o CL‘~--._\_ konujemy przesuniecia wykresu funkcji f
““*\_M 1 odezytujemy przedzialy monotonicznoséci
a) o trzy jednostki w lewo wzdtuz osi OX b) o dwie jednostki w prawo wzdhuz osi OX 7 otrzymanej funkeji g.
X
i
4 4 0
t 45 55 775 9 il X

2
0 . / Odpowiedz: Funkcja g jest malejaca w przedziale (—4,5; 5,5), stala w przedziale (5,3; 7,5) 1 malejaca
=3 3 3 X _; 3 P4 X w przedziale (7,5; +ec).
25 " Adb)

Odpowiedz: Przesuniecie wykresu wzdtuz osi OY nie zmienia ani przedziatéw, w ktorych funkeja jest
monotoniczna, ani rodzaju monotonicznosci.

ROZWIAZANIE m

Ada) Adb) < Dany jest wykres funkcji y = f(x). Narysuj wykres funkcji:
Y i a) w symetrii wzgledem osi OX: y = -f(x), b) w symetrii wzgledem osi OY: y = fl-x),
¢) w symetrii wzgledem punktu (0, 0): y = —f(-x).

¢) o cztery jednostki w dot wzdtuz osi OY d) o dwie jednostki w gorg wzdtuz osi OY

Y

N
R
o
/c
b
>y

ke 4 ] 01 3 4 b X
Ad o) Add) ,
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ROZWIAZANIE

Ada) y=-fx) v

y = flx)

Ly
e

-/2‘ N 3 4\/5’ X
2 /

Ad by =1 y=f-% ¥ y=fx)
)y =f(-x) . 4
2 ‘\
/ \
\/4 ;;},/_2 1 Jo1 N\ /g
o -2 \
Adc)y=-fl-x) y=fid) J=f®)

FUNKCJA LINIOWA,
NIEROWNOSCI | UKLADY
ROWNAN LINIOWYCH

FUNKCJA LINIOWA, JEJ WYKRES | WEASNOSCI

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Funkcja liniowa to funkcja dana wzorem w postaci kierunkowej y = f(x) = ax + b, gdzie a oraz b s3
statymi wspdtczynnikami. Dziedzing funkcji liniowe] s3 liczby rzeczywiste, a wykresem prosta.

v Wspélczynnik a nazywa sie wspélczynnikiem kierunkowym; jest on rowny tangensowi kata na-
chylenia prostej bedacej wykresem funkcji do osi OX.

v Wspétczynnik b, tzw. wyraz wolny (albo staly), wskazuje punkt, w ktérym wykres funkcji przecina
0$ OY.

v Jeéli prosta przechodzi przez dwa punkty o wspotrzednych A (xi1, 1) B (xz, y2), to jej réwnanie mozna
wyznaczy¢ ze wzoru: (xa - x1) (¥ — y1) = (v2 - y1) (x - x1).

Monotonicznos$¢ funkcji liniowej

Funkgja liniowa dana wzorem y = flx) = ax + b jest:
« rosngca, gdy a > 0,

« stafa, gdy a = 0,

+ malejgca, gdy a < 0.

Okreslajac wlasnoéei funkgeji liniowej, wyznaczamy dziedzing, zbiér wartosci, miejsce zerowe,
punkt przeciecia z osig rzednych, monotonicznos¢ funkcji, czyli okreélenie, kiedy jest rosngca, ma-
lejaca lub stala oraz dla jakich argumentdéw przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.

Rysowanie wykresu funkeji mozemy poprzedzi¢ tabelka, w ktorej umieszczamy wspétrzedne dwoch
punktéw.

Przeksztalcajac wykres funkeji liniowej, pami¢tamy, ze w symetrii wzgledem osi OX: g(x) = —f(x),
wzgledem osi OY: g{x) = f(-x), a wzgledem punktu (0, 0): g(x) = —f(-x). Przesuwajac wykres funkcji
w lewo lub w prawo, otrzymujemy wzor: g(x) = f(x + p), a w gore lub w dék: g(x) = f(x) £ q.
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| zADANIE 1

< Naszkicuj wykres funkcji o wzorze flx) = -2x + 4 okreél jej whasnoéci.

ROZWIAZANIE

1Y
Aby narysowa¢ ten wykres, mozna np. zbudowac
e czeéciowa tabelke.
| 2 1
. fi) | 4 0 5
+2

Obliczenia do tabelki:

Dx=0: y=-2:0+4=4

2)y=0: 0=-2x+4 2x=4x=2

Yx=1 y=-2-1+4=-2+4=2

Do tabelki podstawiamy: x = 0 i otrzymujemy punkt przecigcia z 0sig rzednych, w drugiej kolumnie
y =0 i obliczamy miejsce zerowe oraz w trzeciej dowolng wartoéé w miejsce x i obliczamy y. Upewniamy
sie, ze trzy otrzymane punkty leza na jednej prostej.

Wiasnoéci:

2) zbidr wartoéci funkcji: yeR,

1) dziedzina: zbi6r liczb rzeczywistych xeR,
4) punkt przeciecia z osia rzgdnych: (0, 4),

3) miejsce zerowe: x = 2,
5) monotonicznoéé funkeji: a = -2 - funkcja malejaca,
6) dla xe (o0, 2) funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie, a dla x< (2, ) ujemne.

ZADANIE 2

1 . 7 v 3
:) Naszkicuj wykres funkcji o wzorze g(x)= Ex —6,x € (—10, 10) i okresl wiasnosci.

ROZWIAZANIE

by Tworzymy czesciows tabelke i rysujemy wykres
=1 o funkcjl.
- i » X e e _—
{ X =10 0 10
p————— 4 —_— e
& Fosea| -11 | —6 7 ?1
114

|
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Obliczenia do tabelki:

g =iz g(—10}=%-(—10}—6=—5—

3) x=10: g{lO):%-lD—ﬁ:S—é:—l

Wlasnosci:

1) dziedzina: xe(-10, 10,

3) miejsce zerowe: brak,

5) monotonicznos¢: funkeja rosnaca,

6=-11

2) zbidr wartoséci: ye(-11, -1),
4) punkt przeciecia z osig y: (0, -6),
6) funkcja przyjmuje tylko wartoéci ujemne.

ZADANIE 3

2 Napisz wzor funkji liniowej, wiedzac, Ze jej wykres przechodzi przez punkty:

a)A(-2,-1)iB (3, 4),

Ada)
-1=-2a+b
{4=3a+b
-2a+b=-1
{3a+b:4

2a-b=1
3a+b=4
5a=5 a=1, b=2a-1, b=1

Odpowiedz: y=x+1

Adb)

C=(-3,2) D=(4,-1)
(y-2)(4+3) - (-1-2)(x+3)=0
(-2)-7-(-3)(x+3)=0
7y-14+3x+9=0
Ty=-3x+5/7

Odpowiedi: y = —;x +§

b) C(-3,2)iD (4, -1).
ROZWIAZANIE

Budujemy ukfad réwnan, podstawiajac do réwna-
nia y = ax + b, pamietajac, ze pierwsza wspofrzed-
na punktu to x, druga to y.

Uktad rozwigzujemy na przyklad metoda przeciw-
nych wspétezynnikéw i obliczone wielkosci wsta-
wiamy do wzoru funkeji.

(y - yo)(xp - xc) = (yp - ye)(x - xc) =0

Mozemy znalezé wzor funkeji liniowej, korzysta-
jac ze wzoru na prosta przechodzaca przez dwa
punkty.

ZADANIE 4

< Dana jest funkcja liniowa o wzorze f(x)= (v2-a-2)x+4.Dla jakich wartosci funkcja ta jest ros-

ngca?

\[Z_-a*2>0
\E-a>2 /- \ﬁ
2a>242 /12

a>\2

ROZWIAZANIE

Funkcja liniowa jest rosngca, gdy jej wspotczynnik
kierunkowy jest wigkszy od zera.

Odpowied#: Funkcja jest rosngca dla a > V2.
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ZADANIE 5

= Koszt produkeji 100 sztuk czeéci do drukarek jest réwny 300 000 z1, a 500 sztuk jest réwny 600 000 z1.
Zakladajac, ze funkcja kosztéw produkcji jest liniowa, napisz jej wzér, a nastepnie oblicz koszt pro-
dukgji 300 sztuk.

ROZWIAZANIE

x - liczba wyprodukowanych sztuk towaru
funkcja kosztow: flx) =ax+b Najpierw wprowadzamy zmienng x, ktora oznacza
liczbe wyprodukowanych sztuk.

Koszt produkgji jest wartoscig funkeji.

Uktadamy uklad rownan.

100a+&=300000
500a + b =600 000

a =750, b =225 000 Po rozwigzaniu ukladu otrzymujemy:

f(x) =750x + 225 000 Funkeja kosztow ma postaé:

£(300) = 750 - 300 + 225 000 = 450 000 Ao a00 srdt mlay b

liczy¢ wartos¢ znalezionej funkcji dla x = 300.

Odpowied#: Funkcja kosztéw ma postac:
f(x) = 750 x + 225 000. Koszt produkeji 300 sztuk czgsci wynosi 450 000 zt.

ZADANIE 6

3 Skoczek narciarski, oddajac skok na skoczni mamuciej, otrzymuje punkty za dlugos¢ i styl sko-
ku. Punkty za dlugosé¢ skoku przyznawane s3 wedlug nastepujacej zasady: jesli skoczek wyladuje
na tzw. punkcie K znajdujacym sie na 185 metrze, to otrzymuje 120 punktéw. Za skok diuzszy niz
185 metréw otrzymuje dodatkowo 1,2 punktu za kazdy metr przekraczajgcy punkt K. Jesli zawod-
nik wyladuje przed punktem K, to wowczas liczbe 120 punktéw pomniejsza si¢ o 1,2 punktu za kaz-
dy metr brakujacy do punktu K.

a) Napisz wzér funkcji y = f(x), ktéra dtugosci skoku x w metrach przyporzadkowuje liczbe punktow
f(x) uzyskana za te dtugosc skoku.

b) Jaka dlugos¢ skoku osiagnat zawodnik, jedli za dhugosc skoku otrzymat 90 punktéw?

¢) lle punktow zdobyt zawodnik, ktéry wyladowal na linii bezpieczefistwa znajdujace] sig na 215 metrze?

ROZWIAZANIE
Ada)
y=f(x) =120 + 1,2(x — 185) = 1,2x + 120 — 222 = Wyznaczamy wzér funkcji.
=1,2x - 102

Odpowiedi: Funkcja ma postac: f(x) = 1,2x — 102.

Adb)

90 =1,2x - 102 Dana jest funkcja flx) = 90. Podstawiamy ja

192 =1,2x do wzoru funkeii f.

- 192 160 Rozwigzujemy réwnanie i odczytujemy argu-
B 1,2 B ment.

Odpowiedi: Zawodnik, ktéry dostal 90 punktow, doskoczyt do 160 m.
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Adc)
f(215) =120+1,2(215-185) =120+ 1,2- 30 = Podstawiamy x = 215 do wzoru funkgji i obliczamy
=120 + 36 =156 iloé¢ zdobytych punktow.

Odpowiedz: Zawodnik zdobyt 156 punktow.

' ZADANIE 7

2 Dana jest funkcja: f(x) = —%x + 2. Znajdz obraz wykresu funkcji f w symetrii wzgledem osi OX, OY

oraz poczatku uktadu wspotrzednych. Podaj wzory otrzymanych funkcji.

ROZWIAZANIE

1) 2=0: f(o)=—%-o+z=2

1 1
2}}’:02 0=—Ex+2 -2-)C:2 x=4 o)

3x=-2 f{—z):—z-(—%)+2:3

B o | 4 | 2
| fo | 2 0 3

Wzory funkgji:
1 1 1
OX:y=—f(x)=—| ——x+2 |==x-2 OX:y=—-x-2
=y (2 } = ¥y,

1
OY:y=f(—x):—E(—x)+2:%x+2 OY:y:%xﬂ—Z

1 1 1
(0,0): y=—f(-x) _[2(‘36)*'2]_—{536 +2J=—5x—2 0,0): y :—%x—z

ZADANIE 8

= Dana jest funkcja f (x) =2x— % . Podaj wzory funkcji po przesunieciu wykresu o:

a) trzy w prawo b) dwa w lewo ) cztery w gbre  d) jeden w dét
e) trzy wlewo i dwa w gore ) dwa w prawo i cztery w dot.

3 ROZWIAZANIE
x)=2x——
fx)=2x 5

R B g(x)=f(x—p):f(x73):2(x73)—%:2x—6—%=2x—6% g(x)=2x—6%
b} dwa w lewo: g(x):f(x—p)=f(x+2)=2(x+2)—%:2x+4f§:2x+3% g(x):2x+3i

¢) cztery w gore: g(x):f(x)+q:f(x)+4:2x—2+4=2x+3i g(x):2x+3i
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3 3 3
d) jeden w dot: g(X):f(X)+q:f(x)71:2x7171:2x—1~4— g(x)=2x—1;

e)trzy wlewoidwaw gore: g(x) =flx-p) +q=fix+3) +2=2(x+3) +2+2x +6+2=2x+ 8

gx)=2x+8
glx)=2x-8

f) dwa w prawo i cztery wdoh glx) = flx-p) + g=2(x-2) -4=2x-4-4=2x-8

NIEROWNOSCI LINIOWE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Mnoigc nieréwno$¢ poprzez liczbe ujemna, zmieniamy znak nieréwnosci. Po rozwigzaniu nie-
réwnosci zaznaczamy rozwigzanie na osi liczbowej i zapisujemy je za pomoca przedzialu.

3 RozwiaZ nieréwnosci:

- 2
a) x279+wgix2* x+Z b) l—w-)+i>5+(x+1}2g2x[lx+2J
2 2 2 3 3 2
ROZWIAZANIE
Ada)
2 e
x2+w+x+15§_x2+9 f'2
2 2 2

2%t +x* +3x—4+2x+7 £3x* +18
5%<15 /:5
x<3
Odpowied#: xe(-x, 3) L A -

0 3 %

Adb)

2z =
1+%+2x[%x+2}>5+x2+2x+1+(xl)3ﬂ

2

2
& X“4+2x—-x-2
?+x2+4x>5+x2 +2x+—

2 2
-2
L A
3 3

x*+6x>15+x2+x-2
5x>13

13
x>—

5

x>2E
> i T

3 3
Odpowiedz: xe(zg,oo} 0 23 x

UKEADY ROWNAN LINIOWYCH
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_ZADANIE 2.

2 Rozwia nieréwnos¢ (x +2)°

(2x+1)(x—2)
nier6wnosc. 2

2
>10 i sprawdz, czy liczba a—(\/_ —E\/S_J spelnia

ROZWIAZANIE
2x2 -4 -2
42242 210 X 2K ES

2x%—3x—2
x2+4x26+% j2

2% +8x212+2x> - 3x-2

11x>10 /:11
10
Wi
11
2
3 3 6 64 9 8 24 72
a2l B 2B | <2-L s mn- 0 L B g B A
5 5 5 25 51 251 5 25
RPN W) =2
5 25 25 25 25 25 o &
2 i} 35
25 11

Odpowied#: Liczba a nie spelnia nieréwnosci.

UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Uklady dwoch réwnan liniowych rozwigzujemy algebraicznie lub graficznie. Algebraicznie mozna je
rozwigza¢ metodg podstawiania lub metoda przeciwnych wspélczynnikéw. Metoda podstawiania
jest z reguly dtuisza i grozi btedami rachunkowymi, dlatego staramy sie wybiera¢ metode przeciw-
nych wspoétczynnikow. Przed wybraniem metody doprowadzamy réwnania do najprostszej postaci.
Przy rozwigzywaniu graficznym wybieramy najprostsza postaé ukladu i kazde réwnanie zapisujemy
w postaci réwnania prostej. Wykonujemy wykresy obu prostych, a rozwigzaniem jest punkt przecie-
cia obu prostych.

Gdy otrzymamy dwa takie same réwnania — wykresem jest jedna prosta (dwie pokrywajace si¢
proste) i wtedy uktad rownar jest nieoznaczony i ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. Jesli rozwigza-
niem s3 dwie proste réwnolegtle, to uklad jest sprzeczny - nie ma rozwigzania.

Rozwiazaniem algebraicznym ukladu réwnan jest para liczb.

ZADANIE 1

- Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktady réwnan:

a) 1 b){x+y—5 ©) {3x—y=2

y=——x+2
4 —2x—2y=-10 3x—y=7

x+y=4
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ROZWIAZANIE Ad b) Rozwigzanie algebraiczne

Ad a) Rozwiazanie algebraiczne { x+y=5
1 —_2x—-2y=- -
y:—Zx-g-Z 2x 2)/ 10 /:2
=5
x+y=4 xEY
—x— y =-5
! +2
=—X =,
=55 0=0
P T Odpowiedz: Uklad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwiazan, jest nieoznaczony - jest zawsze praw-
dziwy niezaleznie od wartosci x. Rozwigzaniem jest nieskornczenie wiele par liczb xeR iy =-x+ 5.
2 x=2 / ] Rozwiazanie graficzne
4 Otrzymalismy dwa takie same réwnania prostej. Rozwigzaniem graficznym sa dwie pokrywajace sie
e 7lx L0 proste. Rozwigzan jest nieskoriczenie wiele. \j} v
4 5
y:fx+5 x—2y=—10
248 2=
13 3 B 0 5 3 x+y=5
2 1 B '
43 3 3
2 1)x=0: y=5 2)y=0:0=-x+5x=5
x=2= 3N x=3 y=-3+5=2 } } -
3 0 5 X
1 y=-x+5
y=l=
3 Odpowied#: Rozwiazaniem jest jedna prosta (dwie pokrywajace si¢ proste).
2 1
Odpowiedz: Rozwiazaniem uktadu réwnan jest paraliczb x =2—1iy=1-. ) ) .
3 3 Ad c) Rozwigzanie algebraiczne:
Rozwiazanie graficzne: 3x—y=2 /[-(-1)
1
y=—zx+2 y=-x+4 3x—y=7
—3x+y=-2
0 8 2E 0 4 2 £ { 3x ’ 7
g 3 % 3 B =
1 0=5
y 2 0 1- ¥ 4 0 B~
3 3 Odpowiedi: Ukfad jest sprzeczny, nie ma rozwiazania.

Rozwiazanie graficzne

1
Nx=0: y=——0+2=2 Dx=0:y=4
% y=3x-2 y=3x-7
1 1
2)y=0: 0=——x+2 —x=2 x=8 )y=0:0=-x-x+4 x=4 3
4 4 2 7
X 0 5 2 X 0 g 2
2 18 2 1 2 2 1 . s
x=2: y=———42=-"42=1 3) x=25: y=-2-+4=1— [ -
3 3 4 4 3 3 3 ) 3 Y 3 3 PR | -2 0 4 ¥y -7 0 -1
x=0: y=3-0-2=-2 Dx=0:y=3.0-7=-7
2
2)y=0: 0=3x-2 3x=2 = o 2)y=0:0=3x-7 -3x=-7 =g

Odpowiedz: Rozwigzaniem jest punkt
przecigcia prostych.

Nx=2y=3.2-2=6-2=4

3)x=2:y=3.2-7=6-7=-1
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by y=3x-2
y=3x-7

Brak rozwigzan.

£-7

Odpowiedz: Otrzymaliémy dwie réwnolegle proste. Brak rozwigzania.

il znoanie 2 |

= Rozwiaz uklad réwnan:
—4x+7y=(x—4)(x-2)—x*
4x+14y =16
ROZWIAZANIE
{ ~4x+7y=x" ~6x+8-x* Wykonujemy dziatania po prawej stronie pierwszego

4x+14y=16 /:2 réwnania i porzadkujemy je. Nastepnie dzielimy obie
strony drugiego réwnania przez 2.

2x+7y=8
2x+7y=8 Otrzymali$my ukiad dwéch takich samych réwnan,
a zatem uklad jest nieoznaczony i ma nieskoriczenie
y=-= x + ! wiele rozwiazafi. Mozna je opisaé, rozwigzujac kidre-
7 kolwiek réwnanie ze wzgledu na y.

i 2
Odpowied#: Rozwigzaniem jest nieskoficzenie wiele par liczb: xeR i y= —;x +—.

7

) Rozwiaz uklad réwnan i sprawdZ poprawnos¢ rozwigzania:
0,25y+0,5(x-7)=0,5(x~1)  /-100
3x+y=2+x

ROZWIAZANIE

25y +50(x—7)=50(x—1) /:25
3x—x+y=2

e

1 12 1
L=0,25y+0,5(x~7)= =+ (-5-7)=3-6=-3 Pl=0,5(x—1)=é(—5—1)=—3 LER

Ly=3x+y=3-(-5)+12=-15+12=-3 Py=2+x=2-5=-3 L,=h

Odpowiedi: Rozwiazaniem uktadu réwnar jest paraliczb x = -5iy = 12,

ZASTOSOWANIE ROWNAN NIEROWNOSCI
| UKLADOW ROWNAN

:) Suma czterech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 696. Co to za liczby?

ROZWIAZANIE

2n+1, 2n+3, 2n+ 5, 2n + 7 - oznaczenie czterech kolejnych liczb nieparzystych
2n+1+2n+3+2n+5+2n+7=696

8n+ 16 = 696

8n =680 /:8 n=85 2n+1=2-85+1=171- pierwsza liczba

Odpowiedi: Sume 696 tworzg liczby 171, 173, 1751 177,

< Jeden z bokéw réwnolegloboku jest 0 40% krotszy od drugiego. Wyznacz najdiuzsze mozliwe boki
réwnolegtoboku wyrazone liczbami naturalnymi, by jego obwéd byl nie wigkszy niz 33 centymetry.

ROZWIAZANIE
x - dlugos¢ diuzszego boku
60%x = 0,6x — dlugosé¢ krétszego boku obw=2-x+2.06-x
2x+2-0,6x <33
32055 32
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{y+2(x 7)=2(x—1)
2x+y=2

y+2x 14=2x—-2
{2x+ y=2
{y 12

2
{y:u

2%
boe

=12
Sprawdzenie:
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x<10,3
x=10 0,6-10=—-—=06
10 1
Odpowiedz: Boki réwnoleglobolu majg diugos¢ 10 cm i 6 cm.

EADARIE 3

= Dana jest pewna liczba dwucyfrowa. Jezeli przestawimy jej cyfry, a nastepnie od cyfry jednoéci odej-
miemy 2, to otrzymamy liczbe dwukrotnie wi¢ksza od danej. Jezeli po odwréceniu cyfr danej liczby

cyfre dziesigtek zmniejszymy o 3, to otrzymamy liczbe o trzy mniejsza od dane;j. Jaka to liczba?

ROZWIAZANIE

10x + y, gdzie x oznacza cyfre dziesigtek, a y cyfre Zapisujemy dang liczbe dwucyfrowa w postaci:

jednoéci.
10y +x-2

10y+x-2
10x+y

2

10(y—3) +x
10x+y—10(y—3)-x=3

10y+x—2
10x+y

10x+y—10(y—3)-x=3

{10y+x—2:20x+2y

2

10x+y—10y+30-x=3
{8y19x—2

Odpowiedz: Szukana liczba to 25.

Liczba dwucyfrowa otrzymana po przestawieniu
cyfr i odjeciu 2 od cyfry jednoéci.

Zalezno$¢ miedzy liczbami po zmianach.

Liczba dwucyfrowa po przestawieniu cyfr i odjeciu
3 od cyfty dziesigtek.

Zaleznos¢ migdzy liczbami.

Uktadamy i przeksztatcamy uklad rownan.

Ulkdad rozwigzujemy, przykiadowo, metodg pod-
stawiania.

FUNKCJA KWADRATOWA,
ROWNANIA | NIEROWNOSCI
KWADRATOWE

FUNKCJA KWADRATOWA, JEJ WYKRES
| WEASNOSCI

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Postac ogolna funkcji kwadratowej: f(x) = ax* + bx + ¢, a # 0, xeR.
Wzér kazdej funkeji kwadratowej mozna doprowadzi¢ do postaci kanonicznej,

Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej:

flx)=alx-p)Y+q, gdze p=*£,q=fA,A=b2 —4ac.
2a 4a

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie W o wspélrzednych W = (p, g).
Ramiona paraboli skierowane sg do gory, gdy a > 0 i do dolu, gdy a < 0.

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ (liczba pierwiastkéw trdjmianu kwa-

dratowego, liczba rzeczywistych rozwigzar réwnania ax” + bx + ¢ = 0) zalezy od wyréznika A = b* - 4ac:

- jezeli A <0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie ma pierwiast-
kéw rzeczywistych, réwnanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych),

- jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma dokladnie jedno miejsce zerowe (trojmian kwadratowy ma
jeden pierwiastek podwojny, réwnanie kwadratowe ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste):

X=X, =——
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- jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma dwa rozne
pierwiastki rzeczywiste, réwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania rzeczywiste):

—b-JA —b+/A
X, =—
2a 2a -

Jesli A > 0, to wzor funkcji kwadratowej mozna doprowadzi¢ do postaci iloczynowe;j.

xl:

Postac iloczynowa funkcji kwadratowej:
flx) = alx - x1)(x - x2)

Aby narysowa¢ wykres funkcji kwadratowej, obliczamy charakterystyczne punkty: wierzcholek,
miejsce zerowe i punkt przeciecia z osia OY.

Okreslajac wlasnoéci, wyznaczamy dziedzing i zbior wartoéci. Obliczamy miejsca zerowe i punkt
przecigcia z osig rz¢dnych. Okreslamy, dla jakich argumentéw funkcja jest rosngca, dla jakich
malejgca oraz wartosé najwigksza lub najmniejsza. Podajemy, dla jakich argumentéw funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne, oraz réwnanie osi symetrii paraboli.

ARL0Rs

:} Narysuj wykres i okresl whasnosci:

a) flx)=x"—7x+12 b) f(x) = —x"+ 10x - 25 ¢) flx)=—x"—5x-7

ROZWIAZANIE

Ada) flx) = £ -Tx+12 = Lily=-Tre=12 Nalezy obliczy¢ wyréznik tréjmianu kwadra-
towego (delte) i od znaku tej liczby uzaleznié

Wyznacznik funkcji kwadratowej: dalsze postgpowanie.

A= -dac=(-7"-4-1-12=49-48=1. VA =1
Miejsca zerowe:

b8 F-1 & . —b+JA 7+l 8
x5 = =l == L [ P
! 2a 94 B : 2a s B
Wierzcholek:

+ 3+4 = el = 1 1
M:—=Z:3,5 q=_A:7:__1=-- W= 3,5;4_]
2 22 4a 41 4 4 4

—b

Pierwsza wspoirzedna wierzchotka mozemy obliczy¢ ze wzoru p = 5 lub jesli znamy miejsca zero-
a

we, to pierwsza wspéirzedna lezy na §rodku migdzy miejscami zerowymi, czyli p= E‘Zi . Druga

wspolrzedng wierzchotka obliczamy ze wzoru g = ié lub obliczamy f(p).
a

Punkt przeciecia z osig rzgdnych:
Jest to punkt o wspétrzednych (0, ¢} - {0, 12), ¢ = 12, zatem punkt ma wsplérzedne (0, 12).

Gdy obliczymy charakterystyczne punkty, wykonujemy wykres funkeji.

1
W= [3,5, ZJ (0,12)

X1:3, x2:4
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'
12 1 ] 1
Gdy zaznaczamy punkt (0, 12) oraz W=[3,5; Z]
mozemy rowniez zaznaczy¢ punkt (7, 12), ktory jest
symetryczny do punktu (0, 12) wzgledem prostej
x = 3,5, ktora jest osia symetrii paraboli.

Whasnosci:
1) Dziedzina: xeR.
2) Zbibr wartosci: y e (kl,oo).
4

3) Miejsca zerowe: x1 = 3, xa = 4.
4) Punkt przecigcia z osig OY: (0, 12).
5) Funkcja rodnie dla xe(3,5; ), a maleje dla xe (-0, 3,5), dla x = 3,5 funkcja przyjmuje warto$¢ naj-

v % ; s L
mniejsza, ktéra wynosi _Z . Symbolicznie: y =j"(3,5)=—l .

4

6) Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla xe (-0, 3) U (4, ), a ujemne dla x€(3, 4).
7) Osig symetrii jest prosta o réwnaniu x = 3,5.

Adb) fix) = -x*+ 10x - 25

Wspdtczynniki:a=-1, b=10, c¢=-25

A=b-4ac=10* -4 (-1) (-25) = 100 - 100 = 0 (jedno miejsce zerowe)  x, . W U
2a 2:(=1)

Wierzchotek: (5, 0)

Punkt przeciecia z OY: (0, -25)

Wykres: xq = (5, 0), (0, -25)

Wtiasnosci:

1) Dziedzina: xeR. 2) Zbidr wartosci: ye(-, 0).

3) Miejsca zerowe: xo = 5. 4) Punkt przecigcia z OY: (0, -25).

5) Funkcja jest rosngca dla xe(-o0, 5), malejgca dla xe(5, ),
adla x = 5 osigga wartos¢ najwigkszg, ktora wynosi 0.
Symbolicznie: Ymax = f(5) = 0.

6) Funkcja przyjmuje wartoéci niedodatnie.

7) Osia symetrii jest prosta x = 5.

Adc) fix) =-x*-5x-7

Wspotczynniki: a=-1,b=-5,c=-7

A=b* - 4ac=(-5)* - 4 (-1) (-7) = 25 - 28 = -3 — brak miejsc zerowych A<O

Wierzcholek:
_b_ 5 _5

2 21 2

—A 3
g 2 . B W_[zz,é}

1
2 T da 4-(-1) 4

59
P4
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Punkt przeciecia z OY: (0, -7) Y

Whasnodci: X
1) Dziedzina: xeR.

2) Zbidér wartosci: yeR.

3) Miejsca zerowe: brak.

4) Punkt przeciecia o OY: (0, -7).
1 1 s
5) Funkcja jest rosnaca dla xe [—00,2%], malejaca dla xe [-ZZ,wJ,adlax——25 osiaga warto$c

3 1 3
najwieksza, ktora wynosi . Symbolicznie: y_. = f (—25) ==

6) Funkcja przyjmuje wartoéci ujemne.

1
7) Osig symetrii jest prosta x = 725 :

ZADANIE 2

|

2 Przedstaw funkcje o réwnaniu fix) = —x* + 4x w postaci kanonicznej i iloczynowej.

ROZWIAZANIE
1) Postaé iloczynowa: f(x) = a (x — x1)(x - x2)
fix) =2 +4x=-x(x-4)
flx) = —(x - 0)(x - 4) - postac iloczynowa, x; =0, 2 =4

2) Posta¢ kanoniczna: fix) =a (x - PP+q

:iﬁ;_xz 0;4 2 q=f2)=-22+4.2=-4+8=4

Odpowiedi: fix) = ~(x - 2)° + 4 - postac kanoniczna
49

= Zamien posta¢ kanoniczng na iloczynows: f(x)= —(x -1 - e

ROZWIAZANIE

1 49 1 49
(x)=—(x-1 —(x*-2-x1+1})——=—(x" —2x+1)——=
J) ( y- 25 25( : 25 25 25
1, 2 1 49 1, 2 48
- x-S x+———=—x" ——x—— - postaé ogblna

25 25 25 25 25 25 25
Dla ulatwienia obliczenia wykonujemy,

f(x)=L(x2 -2x—48) /25 1
25 pomijajac ufamek o

W)= -2x-48, A=4+192=19, JA=14
x1:76, JCQ:S

A5 e g b _
25(x 2x-48) 25(x+6)(x 8)

Odpowiedz: f(x)= % (x+6)(x—8) - posta¢ iloczynowa
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ZADANIE 4

:) Zamien postac iloczynowa na kanoniczng: flx) = -2(x — 1)(x + 5).

ROZWIAZANIE
fix)=-20x-1)(x+5), =1, x=-5
P:x1+x2=1_—_5=—_4=_2

2 2 2
Odpowiedz: Posta¢ kanoniczna to flx) = -2 (x + 2)* + 18

g=f-2)=-2(-2-1)(-2+5)=-2-(-3)-3=18

FADANIS, 8

2 Podaj wzér ogélny funkcji kwadratowej, wiedzac, Ze jej miejscami zerowymi s3 —1 i 6, a funkcja
osigga warto$¢ najmniejszg -4.

ROZWIAZANIE

xn=-1, x=6 g=-4 ;i ol
’ q Jezeli znamy miejsca zerowe funkcji, to korzystamy
z postaci iloczynowej, w miejsce x 1 y podstawiamy

x,+x, —146 5
=a 2 - wspGlrzedne wierzchotka i obliczamy a.

=2=25 —(2.5._
3 5 5 W=(2,5;-4)
a(25+1)(2,5-6)=-4

-3,5-3,5a=-4 /(1)

Z-Za:4
22
49
—a=4 ;':ﬁ
4
Lo & 16
1 49 49
fx) —(X+1)(x 6) - postat iloczynowa
f(x)— (x*—6x+x— 6)——(x —5x— 6)——— 2—@x—%
49 49 49
Odpowiedz: Postaé ogélna funkcji to f(x)= Ex2 B9 96_
49 49 49

PR E0]

o) Wrykres funkeji flx) = —3x” przesunieto o 2 jednostki w prawo i 3 jednostki w gore.
a) ZnajdZ wzor tak otrzymanej funkcji g.
b) Przedstaw funkcje ¢ w postaci iloczynowej.
¢) Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji g.
d} Wyznacz zbior wartoéci funkcji g.
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ROZWIAZANIE

Ad a) Stosujemy wzér na przeksztatcenie réwnania funkeji
o(x) = flx — 2P +3=-3(x—2"+3= po przesunigciu wykresu.
= 3P —4dx+4)+3=-32+12x—-12+3=-3x+12x-9

Odpowiedz: Wzor funkcji ma postaé g(x) = -3x* + 12x - 9.

Adb)
A=122-4-(-3) - (-9) =144 108 = 36, Aby otrzymaé postac iloczynows, obliczamy wyrdznik,
\/E -6 a nastepnie miejsca zerowe funkeji g.
-12-6 -12+6
x = =3, ;= =1
-6 -6
Odpowiedi: Posta¢ iloczynowa: g(x) = —3(x—1)(x—3).
¥
Adc)
3 Znajdujemy wspélrzedne wierzchotka paraboli. Jedna
12 36 z nich przyda sie w pkt d).
x,=——=1 w:———412:3

123 X

Odpowiedz: Funkeja g jest rosngca w przedziale (-, 2) i malejaca w przedziale (2, +o0).

Add)

Wiemy, ze funkcja osiagga warto$¢ najwigksza yy = 3, zatem zbiorem wartoéci jest przedziat (oo, 3),

l zeoanie 7 |

OdpowiedZ: (—w, 3).

Podaj wzér funkcji kwadratowej f(x) = -3x w przesunigciu o:

a) dwa w prawo, b) trzy w lewo, ¢) cztery w gore,
d) pie¢ w dol, e) jeden w prawo i dwa w gére, f) dwa w lewo i cztery w dot.

ROZWIAZANIE
Ada) g(x) = -3(x - oy Adb) glx) =-3(x + 3)? Adc)g(x)=-3x" +4
Add) g(x) = -3 -5 Ade) glx)=-3(x-1+2 Adf) glx)=-3(x+2)" -4

ZADANIE 8

) Podaj wzor funkcji kwadratowej fix) = -2x% +3x - 1 w symetrii wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY, c) punktu (0, 0).

ROZWIAZANIE
Ada) OX:g(x) =-flx) = (=22 +3x-1) = 2¢°-3x+1 gx)=2x"-3x+1

Adb) OY: g(x) = fl-x) = -2(-x)* +3 (-x) - 1 = - 2% - 3x-1 g(x) =-2x" - 3x - 1
Adc) (0,0):glx) = -fl-x) = —[-2(-x)* + 3(-x) - 1] = (22 -3x-1) =2 +3x+1
glx) =27+ 3x+ 1
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ZADANIE 9

) Dla jakich wartoéci k funkcja fix) = —x* + (k — 4)x + 5 jest rosngca w przedziale (—oo, 3) i malejaca
w przedzia]e (3, +o0)?

ROZWIAZANIE

ey D =g Aby funkcja spelniata warunek z zadania, odcieta
2a -2 (wspotrzedna x) wierzchotka paraboli bedacej wykre-
sem funkcji musi by¢ rowna 3.

k—4=6,czyli k=10.

Odpowiedi: Funkcja spetnia zadany warunek, gdy k = 10.

ZADANIE 10

S Zapisz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej, wiedzqc, e suma miejsc zerowych tego tréjmianu

wynosi 4, zbidr wartodci jest rowny (oo, 6) oraz do wykresu tej funkcji nalezy punkt [1; 5 lJ
2

ROZWIAZANIE

flx)=ax’+bx+c e
Posta¢ ogolna funkcji kwadratowej to:

Poszukujemy wspdlczynnikéw: a, b, c.

VA b+VA_b-VA-btJA _-2b_ b
2a 2a 2a N Z - _; =4
A dac—b* p
~ am Korzystajgc z tresci zadania, uktadamy réwnania.

X, tx, =

f(1)=a+b+c:5%

b=—4g Rozwigzujemy uktad réwnan.

dac—-16a*
4a a

6

1
a—4a+c=5—
2
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S

| ZADANIE 12

1
2 Napisz wzdr funkcji kwadratowej, do ktorej wykresu naleig punkty A = (1, 10), B = (-1, -6), C = (2, 9).
_a:% a:_% ROZWIAZANIE
; flx) =ax’ +bc+c Podstawiamy wspéirzedne punktéw do postaci ogol-
c=6+4a c=6+4- [_;J =4 a +betc=y nej funkeji kwadratowej i rozwigzujemy uklad réwnan.
2
a-1+b-1+c=10 i . N
Jezeli pomnozymy drugie réwnanie przez -1 i doda-
1 (=12 +b- (- =— do siebie d ierw 5 i i
Odpowiedz: Posta¢ ogdlna funkcji wyraza sie wzorem f(x)=——x*+2x+4, g{(=D*+b (=) +c=-6 my do siebie dwa pierwsze réwnania, to wyliczymy b.
2 2.y, _
a-224+b-2+c=9
EaUAREAIN a+b+c=10
“ Znajdz najwicksza i najmniejsza wartosé¢ funkcji kwadratowej w danym przedziale: a-b+c=-6
-/ L03) ) ] 1573 ) )
a) flx) = 22" + 4x, (-4,-1) b) flx) = -3(x + [)(x-2), (0,1} 4a+2b+c=9
) flx) =3 (x+2) -4, {-3,0) a+b+c=10
—-a+b—c=6
ROZWIAZANIE 5
4a+20+c=9
Ada) flx) = 2% +4x,{-4,-1),a=-2,b=4,c=0
b —4 - = :
) p=—= - =1 - nie nalezy do przedziatu (-4, -1). i
2a 2-(-2) -4 a+b+c=10
— A2 S =9 _ i - Py . B
2) f(-4) = -2 (-4)* + 4 - (-4) = -2 - 16 - 16 = —48 — warto$¢ najmniejsza Ag+2b+c=9
f=1)=-2(-1)*+4.(-1) = -2 - 4 = -6 — warto$¢ najwigksza -
Odpowiedz: Najwicksza warto$¢ w podanym przedziale wynosi -6, a najmniejsza —48. a+8+¢c=10
Adb) fix) =-3(x+1)-(x-2) xi==1; X% =2 do i itesd
X +x, -142 1 5
1) p= _12_2 = _2- = 5 - nalezy do przedziatu (0, 1) a+c=2 /(=)
1 3 27 =9
g=f 1 =-3| =+1 l—2 =—3~Il- —1l :z-i-—:—:ﬁE - wartoé¢ najwieksza SRS
2 2 2 2 2 122 4 + h—38
DA =-30+1)0-2)=-3-1.(-2)=
)J0) (0+100-2) (-2)=6 —0p wartosci najmniejsze —a-c=-2
AY=3{1+11-2)=-3:2-{-1)=6 —
4a+c=-7
o o y _ B o - Dodajae drugie i trzecie réwnanie, obliczamy a.
Odpowiedz: Najwieksza warto$¢ w podanym przedziale wynosi GZ, a najmniejsza 6. =8
Ado) flx) =3 (x+2)" -4, (-3,0) W=(=2,-4) 3a=-9/:3
1) p = -2 i nalezy do przedziatu (-3, 0) q = f(-2)= -4 — warto$¢ najmniejsza EHE=l
Nf-3)=3(-3+2)0-4=3.(-1)"-4=3-4=-1 2
a=-3
f0)=3(0+2)"-4=3-2"-4=12-4 =8 - warlo$¢ najwieksza
—3+c=2
Odpowiedz: W podanym przedziale najmniejsza warto$¢ wynosi -4, a najwigksza 8, ;
=8
a=-3
c=5

Odpowiedi: punkty A, B, C naleza do wykresu funkcji f(x)=—-3x>+8x+5.
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ROWNANIA KWADRATOWE

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnania kwadratowe rozwigzujemy tak, jak obliczaliémy miejsca zerowe funkeji kwadratowej.
Réwnanie kwadratowe ma postac ax® + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0. Do tej postaci doprowadzamy kazde
réwnanie. Jezeli pozostate wspétczynniki b i ¢ sa rézne od zera, to doprowadzamy réwnanie do naj-
prostszej postaci. Obliczamy A i w zaleznosci od jej znaku réwnanie nie ma rozwigzania, ma dwa
lub jedno, ktére obliczamy ze wzoréw. Jezeli wspélczynnik b lub c jest rowny zero, mozna rowniez
obliczy¢ A i korzysta¢ ze wzordw, ale metoda ta jest dluzsza i grozi bledami rachunkowymi. Efektyw-
niejsza metoda jest wytaczenie wspélnego czynnika przed nawias w réwnaniach typu ax* £ bx=0
oraz korzystanie ze wzoru skroconego mnozenia & - B = (a + b)(a - b) w réwnaniach ax* — ¢ = 0.

ZADANIE 1

=) Rozwigz réwnania:

a) 3x* -7x+2=0 b) —x? +10x-25=0 ¢) 2x* —x+1=0

d)xP+25x-1,5=0 e) (x—2)(x+5)—(x+2)(x-3)=(x-7)(x+1)

ROZWIAZANIE

Ada) 3x*-7x+2=0 a=3 b=-7 c=2
A=b-dac=(-77—4-3.2=49-24=25 JA=5

~b-JA _7-5 “b+JA _7+5 12

2
= === =2
2a 3 6 2a 2.3 6

1
3 2

1

Rozwigzaniem réwnania s3 dwie liczby, 3 lub 2.
Adb) —x*+10x-25=0 /-1

x*—10x+25=0

A=b—4ac=(~10)" -4-1.25=100-100=0
_b_10

2a 2-1

Rozwigzaniem rownania jest liczba 5.

a=1 b=-10 c=25

5

X

Adc) 2xP—x+1=0 a=2 b=-1 c=1
A=b —dac=(-1-4-2-1=1-8=-7

Réwnanie nie ma rozwiazania.

Add)
x*+2,5x-1,5=0 /2
2% +5x-3=0 a=2, b=5 c¢=-3
A=b—dgc=5'-4.2.(=3)=25+24=49 A=7

—b—JA _-5-7 _-12 —b+A _5+7
2a 2:2 4 2a 1 2-2
Odpowied#: Rozwigzaniem réwnania s liczby —3 oraz 3

.
4

X =

=-3, x,=

[SEE

l ROWNANIA KWADRATOWE
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Ade) (x=2)(x+5)—(x+2){(x-3)=(x—-7)(x+1)
(X +5x-2x-10)—(x* -3x+2x—6)=x>+x-7x—7
(x2 +3x~10)—(x* —x—6)=x> —6x—7
X43x-10-x2+x+6=x>—6x—7
—x+4x+6x—4+7=0
—x2+10x+3=0 /«(=1)
x*=10x-3=0
a=1 b=-10 ¢=-3
A=b*—4ac=(-10)> —4-1-(-3) =100 +12 =112

JA =112 =167 =47
o _ L
_cb-A_10-4V7 265297 ,

X
2a 21 2
_—brJA 104447 2(5+247)
2= = = =5+2\ﬁ
2a 21 2

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby 5-247 oraz 5+247 .

ZADANIE 2 |

3 Rozwiaz réwnania:

a) —2x"+3x=0 b) 3x*—6x=0 ) 2x2—4=0

d) -3x*-1=0 €) 130—(3x—7)2 =42
ROZWIAZANIE
Ada) —2x*+3x=0 /{-1)
2x*=3x=0 [:2

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby 0 lub E
2
Adb) 3x*—6x=0 /:3
X -2x=0
x(x—2)=0
x,=01ub x-2=0
X, =2

Odpowiedé: Rozwigzaniem rownania sg liczby 0 oraz 2.
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P

Adc) 2x*-4=0 /:2 Adb) 2x*+3x-5<0 /(-1

x2-2=0 2x> —3x+5>0 a=2 b=-3 ¢=5
2
X=(2) =0 A= —dac=(-3"—4-2.5=9-40=-31

(x+\/§)(x -\E) =0

x+/2=0 lub x—/2=0

%= -2 Xp= V2 Odpowiedi: xeR
Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sg liczby —v2 oraz V2. —_— (mozna rowniez zapisa¢ odpowied? w postaci przedziatu x e (—o0;00))
Add)-3x>—-1=0 /.(-1) 3x*+1=0 /:3 :

1 } o Adc) —x*—2x-3>0 /(-1
¥ +§ =0 - to wyrazenie jest zawsze dodatnie. Réwnanie nie ma rozwigzania.

X2 +2x+3<0 a=1 b=2 ¢=3
A=b*—4gc=22-4-1-3=4-12=-8

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Odpowiedz: Nieréwno$¢ nie ma rozwiazania, wyrazenie nie przyjmuje

Nieréwnosci kwadratowe rozwiazujemy tak samo jak réwnania, pamigtajac o zmianie znaku nierow- —————  wartodci ujemnych.
noéci przy mnozeniu obu stron nieréwnosci przez liczbe ujemng. ;
Po obliczeniu miejsc zerowych zaznaczamy rozwiazanie na osi liczbowej i zapisujemy je za pomoca Add) —x*-6x-920 /(-1
przedziatu liczbowego. X2 4+6x+9<0
(x+3) <0

<) Rozwigi nieréwnosci:

5 1
a) —3x2+5x+520 b} —2x*+3x-5<0 ¢ -x*-2x-3>0 d) —x*—6x-9>0

e) x2-10x+25>0 f) —3x*+6x>0 g) —lx2+2<0 h) 2x? -6<0
2 =3 * Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest liczba -3.

i) —5x*-3>0 j) —4x*-8<0 k) 3-2x)(8—4x)<0

2
ROZWIAZANIE Ade) x°+10x+25>0 a=1 b=10 c=25

A=b"—4ac=(-10)*—4-1.25=100-100=0

Ada) f3x2+Ex+120 /(1) 3x2*Ex—-l-SO /2 b -10

2 2 2 2 X =— = =_5
° 22 21
6x7 —5x—1<0 a=6 b=-5 c=-1

A=b —dac=(-5P —4.6.(-1)=25+24=49 A=7

_hAA 57 2 1 bR 547 12
2a 26 12 6 > 24 2.6 12

\ / K '
i\/l X
6
i 1
Odpowiedi: xe{—g;l) \

*

Odpowiedz: x e(—o0; —5)\(-5;00), co mozna zapisaé: x €R\ {75}
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Adf) —3x?+6x20 /(-1)
3x2-6x<0 /:3
x*-2x<0
x(x-2)<0
x,=01lub x-2=0

x, =2

o

Odpowied#: x (0;2)

Adg) —%x2+2<0 /1)
lJc2f2>/"2
2

X2 —4>0
x*-2>0 = (a’-b*=(a+b)(a-b))
(x+2)(x-2)>0

x+2=0 lub x-2=0
x =-2, x,=2

2\/2 x
Odpowiedi: x & (—o0;—2)(2;%)

Adh) 2x*-6<0 /:2
x*=3<0
2 -(31 <0
(x+43)(x—~3)<0
x+43=0lub x=/3=0

Y S

\

—3 eI

Odpowiedz: xe (—\/g; J3_)

—_—

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

"

Adi) —5x*-3>0 /(1)
5x*+3<0 - towyrazenie jest zawsze dodatnie.

P OdpowiedZ: Nieréwnos¢ jest sprzeczna, nie ma rozwigzania.
Adj) —4x*-8<0 /(-1
4x* +820 - to wyrazenie jest zawsze dodatnie.

¥* = -2, kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu
jest wieksza od 0, zatem i od -2.

x Odpowiedi: x e (~o0; 00) (mozna zapisaé x e R)

AdK) (3-2x)(8-4x)<0
(—2x+3)(-4x+8)<0

Z obu nawiasdéw wylaczamy znak ,,~’, przed nawiasami
(2x-3)(4x-8)<0 pozostanie znak ,, 1
2x-3=01lub 4x-8=0
4x =8 Nieréwnos¢ moina rozwigza¢ wymnazajac nawiasy
3 i doprowadzajac jg do najprostszej postaci, obliczajac
xl:g, x2:2 A, X ixs.
3 2 F
2

Odpowiedz: x (3;2)

oW jednym ukladzie wspétrzednych naszkicuj wykresy funkcji danych wzorami f(x) = —2x + 4 oraz
g(x) =—3x* — 6x, a nastepnie z wykresu odczytaj rozwigzanie nieréwnosci g(x) < fx).
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ROZWIAZANIE

fix)=-2x+4
> | 1)x=0:0)=-2-0+4=4
: 2)y=0:0=-2x+42x=4x=2
fix) 2 0 z Hx=1fil)=-2-1+4=-2+4=2
g(x) = -3x* - 6x

Miejsca zerowe: 35" - 6x=0/:(-3) X +2x=0 x(x+2)=0 x1=0,x%=-2

Wierzcholek: p=17%2 972 _ 1 o 1y=3.(C1)2-6-(-1)=-3+46=3, W=(-13)
2 2
A
\Y
- 4
A
L .
-2 -1 0 2 X
sl |
Sy =24

Odpowied#: Nieréwno$é g(x) < f(x) jest zawsze prawdziwa, xeR.

ZADANIA PROWADZACE
DO ROWNAN KWADRATOWYCH

ZADANIE 1

:}Obwéd prostokata wynosi 19 cm, a jego pole 0,00195 m®. ZnajdZz wymiary tego prostokata

(w centymetrach).
ROZWIAZANIE
2x+2y=19 i ) ) )
Wprowadzamy niewiadome x i y oznaczajace odpowied-
x-y=19,5 nio dlugos¢ i szerokos¢ prostokata w centymetrach.
Zapisujemy rownania wynikajace z tresci zadania
x+y=95 i tworzymy z nich uklad rownan. Metry kwadratowe
x-y=19,5 zamieniamy na centymetry kwadratowe.
x=95-y
(9,5-y)y=19,5

—y*+9,5y-19,5=0

ZADANIA PROWADZACE DO ROWNAN KWADRATOWYCH 73

= ?—4-(-1)-(-19,5)=90,25-78 =12,25
A=(9,5) —4-(-1)( ) Rozwigzujemy uktad réwnan, ktéry sprowadzamy
do rownania kwadratowego.

=35
JZ Otrzymane liczby sg dlugosciami bokow tego prosto-
-9,5-3,5 13 =9,54-3,5 kqta.
¥ = =—=6,5, 2:4:3
! -2 2
x =3 x,=6,5

Odpowiedz: Dlugosci bokéw prostokata wynosza 3 cm 16,5 cm.

2 Suma dwoch liczb wynosi 70. Dobierz je tak, aby ich iloczyn byl najwigkszy.

ROZWIAZANIE

Wprowadzamy niewiadome oznaczajgce szukane liczby: x oraz y.

xy - iloczyn najwiekszy

x+y=70 y=70-x
fx)=x-(70-x)= —x? +70x Tworzymy funkgje.

Ri, = _ _ Wyznaczamy teraz taki argument, dla ktérego nasza
o 5 R y=d-i= funkcja przyjmuje warto$é najwigksza.

OdpowiedZ: lloczyn bedzie najwiekszy, gdy obie liczby bedg mialy warto$¢ 35.

ZADANIE 3

:} Zaklady zbozowe sprzedaly 1200 t pszenicy w cenie 600 zi za tone. Badania wykazaly, ze kaida
obnizka ceny pszenicy o 10 zt powoduje wzrost sprzedazy o 200 t. Przy jakiej cenie laczny przychéd

zakladow ze sprzedazy pszenicy bylby najwiekszy?

ROZWIAZANIE

Wprowadzamy najpierw oznaczenia konieczne
do utworzenia funkcji opisujacej proces zachodzacy

w zadaniu.

x — cena (w ztotych)
v(x) — wielko$¢ sprzedazy (w tonach)
F(x) = v(x) x - funkcja opisujaca taczny przychod

600 =X 200 =1200+20- (600 x) =1200+ 12 000 — 20 = 13 200 — 20x = 20(660 — x)

v(x)=1200+
Otrzymalisémy funkcje kwadratows, ktdra warto$é naj-
F(x)=20x-(660-x), xe(0,600) wieksza osigga dla:

Flx) =-20x* +13200x

—b 13200
=—= =330

T 28 40
Odpowied#: Laczny przychdd bedzie najwiekszy przy cenie pszenicy 330 zt za tong.
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o
| ZADANIE 4

<) Jacek podczas wakacji codziennie przechodzil takg sama ilos¢ kilometréw. W sumie przeszedt
180 km. Gdyby codziennie pokonat o 3 km wiecej, to te sama ilo§¢ przeszedlby w 5 dni krécej. Ile
dni Jacek trenowal i ile kilometréw dziennie przechodzil?

ROZWIAZANIE

x — dzienna ilo$¢ kilometrow
y — ilo$¢ dni treningu

x-y=180
(x+3)(y—5)=180
x-y=180
xy—5x+3y—-15=180
x-y=180
180—-5x+3y—15=180
x-y=180
—5Sx+3y=15
3y=15+5x /:3
x-y=180

_15+5x

3
15+5x
R o

=180 /-3

x (15 + 5x) =180 -3
15x+ 5x* =180-3 /:5

3x+x2=36.3
2 +3x-108=0 a=1,b=3,c=-108
A=b-dac=3"-4.1-(-108)=9+432=441 YA =21
—b—JA -3-21
X, = 5 Ja = <0 - dzienna ilo§¢ kilometréw nie moze by¢ ujemna
a
—b—JA 3421
5 = ‘/_: =9 - iloé¢ dni
—2a 2
x-y=180
9.y=180/9

v =20 - ilo§¢ kilometréw

Odpowiedi: Jacek trenowal przez 9 dni, codziennie przechodzac 20 kilometrow.

ROWNANIA WIELOMIANOWE
| WYMIERNE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnania typu: x° = 1, x* = -8 itd. rozwiagzujemy, obliczajac pierwiastek odpowiedniego stopnia
i pamietajac, ze istnieje pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby ujemnej.

Roéwnania wielomianowe zapisane w postaci iloczynowej rozwigzujemy, przyréwnujac kazdy z czyn-

nikow oddzielnie do zera.

Rozwigzanie rownania wymiernego rozpoczynamy od zalozenia — mianownik rézny od zera. Zapi-
sujemy réwnanie w postaci proporcji i rozwiazujemy, korzystajac z wlasnosci proporcji.

3 Rozwiaz rOwnania:

A +8=0

d)-2+4=0

Ada) y*+8=0
x*=-8
x=38
x=-2

x'=2
x=32

b)2x* -64=0 c)-3x-81=0
e)-2x°+2=0
ROZWIAZANIE
Adb) 2x°=64/:2 Adc) —3x* =81 /(-3)
=32 X =-27
Bt x=3-27
x=2 K= 3

Ade) —2x°+2=0/:(-2)
x-1=0
(¥ +1(x*-1)=0
x=Y-11lubx=3

%=1 lub x,=1
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b) (4 - 2:3)(2 - X)X + 5) = 0

< Rozwigi réwnania:
a) (1 -2x)3x+2)x(4-5x)=0
(I-x2(x+1DA2-1)=0
ROZWIAZANIE
Ada) (1-2x)(3x+2)x(4-5x)=0

1-2x=0 lub 3x+2=0 lub x=0) lub 4-5x=0
—2x=-1/:(-2) 3x=-2/:3 =5x=—4/:(-5)
1 2 4
X=— X=—— =
2 3 5
i . . . . . 2 1 4
Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby: ~g 0, i
ZADANIE 3
:} Rozwigz rownania:
16 . x+3 1
0o o E, gl R e
x(x+4) xt—4 x+5 dx+8 x+1
ROZWIAZANIE
Ada)
2_
718 0 Zab x#0 i x+4%0 x=-d
x(x+4)
(x+4)(x-4)
x(x+4)
-4
(-4 _,
x
x—4=0
x=4

OdpowiedZ: Rozwigzaniem rownania jest liczba 4.

Adb)
2325 +;1 =i Zal: x+220 i x—220 Doprowadzamy wyrazenie do prostszej postaci.
x2—
x#-2 x#2
2(x+2) _ Przed skréceniem ulamka nalezy zrobi¢ zalozenie.
(x+2)(x-2)
2
i ey
K=
Skracamy ulamek.
2#0

Odpowied#: Licznik ulamka ma wartos¢ 2, wiec nigdy nie jest réwny 0. Réwnanie nie ma rozwigzania.

ROWNANIA WIELOMIANOWE | WYMIERNE
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Adq)

e
x+5

Korzystamy z wlasnosci proporcji.
1-2x _ —_4
x+5 1

1(1-2x)=—4(x +5)

x=-21 /:2

Zal: x+5#0

2

1-2x=—-4x-20

1

x=—""=-10—

2

x==5

Odpowiedz: Dla x # -5 rozwigzaniem réwnania jest liczba —10% .

Add)
x+3 1
4x+8 x+1

(x+3)-(x+1)=4x+8
X +x+3x+3=4x+8
x2—-5=0

B b

Zabdx+8#0 x#-2
x+1#0 x=#-1

Nastepnie rozwiazujemy rownarnie.

Sprawdzamy, czy wyznaczone liczby nalezg

do dziedziny, i udzielamy odpowiedzi.

Odpowied#: Dla x # -2 i x # —1 rozwiazaniem réwnania sa liczby —/5 i v/5.



WYKRES | WEASNOSCI PROPORCJONALNOSCI ODWROTNEJ

Whasnoéci:

1) Dziedzina: xe& (—oc, 0)(0, o)

2) Zbidr wartosci: ye (-oo, 0)(0, w0)
3) Miejsca zerowe: brak

4) Punkt przeciecia z osig OY: brak
-1 5) Funkcja malejaca

P—'NW&U‘IO\%

-7 -6 -5-4-3-2-1

—tt

PROPORCJONALNOSC &
ODWROTNA,

FUNKCJA WYKEADNICZA el i KA SRR AN RN
| | i 2 | | 2 | |
_2_._i.. S e H e m =t -
goo=— | - [ 1| 2 | 4 | x |-a]|-2]|-1]-=|
- U SR S N B S R -z
WYKRES | WEASNOSCI PROPORCJONALNOSCI .
ODWROTNEJ ¢
4
= UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE 3
2 Wiasnosci:
a " a 1 1) Dziedzina: x&(—co, 0)1(0, 00)
Proporcjonalnosé odwrotna wyraza funkcja dana wzorem f (X)=;.Wykresem funkeji i= jest 1234567 - 2) Zbidr wartodci: ye (o0, 0YI(0, )
hiperbola, a jej dziedzing sg wszystkie liczby rzeczywiste z wyjgtkiem zera. 3) Funkeja rosngca
-5
=) Narysuj wykres funkcji i oméw jej wlasnosci. -6
3 =2
a) f(x)=— b) flx)=—
% x :
ZADANIE 2
ROZWIAZANIE : —
; -1 .
add) oFunkc]q; flx) e przesun o wektor i = [3, 2], tj. 0 3 jednostki w prawo i dwie w gore. Wykonaj
x
flx)= 3 wykres, okre$]l wlasnosci i zapisz wzér w postaci ilorazu.
%
T o e —_— )
| | | E |l P 3. | |
i x | ¢ | 3| 1|0 | = ]|1]|3]5s6|
B | | L - SR SN
| | i | | i | 1
, » ~ = | | 1
; f(x)=§’—l!-1'-3f—6§x|6i3 | i | = |
[N W S SN S S S N——
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ROZWIAZANIE

-1
x)=—
1) 3x
1
£ == | =1 L 0 1 1
3 2 2
1 2 2 1
1| = | = -Z | -
i) 3 |3 | * ]| 73] 3
o |
x)= +2
8=y
Whasno$c¢ funkcji g:
1) Dziedzina: x € (~0, 3) W (3, )
2) Zbiér wartoéci: y € (-0, 2) U (2, ) i
3) Miejsce zerowe: -3
g(x)=0:
-1 1
= —=-2 /{-1)
3(x-3) 3(x—3)
12
3x=9 1
2(3x-9)=1 6x-18=1
6x=19/:6

1 .
x ZBE — miejsce Zerowe

4) Punkt przecigcia z osig OY:
-1 -1

x=0:y= +2=—+2:2l (),2l
3(0-3) -9 9 9

5) Funkgja rosnaca

Wzor funkgji:
~1 -1 L o o e
gl me +2(3x 9): 1+6x-18 6x-19
3(x—3) 3x—9 3x-9 3x-9 3x-9
6x—19
g(x)= - e funkeja zapisana w postaci ilorazu,

ZADANIE 3

1
20 Znajdz obraz funkdji f(x)= F symetrii osiowej wzgledem osi odcietych, rzednej oraz poczatku
x

uldadu wspétrzednych. Podaj wzory otrzymanych funkji.

ROZWIAZANIE

1
(==
f 2x
1 1

5 -2 -1 —— 0 — 1 2

1 1 | 1 1

o el -1 ' 1 — —

) 4 2 2 4

ZADANIA PRAKTYCZNE ZWIAZANE Z PROPORCJONALNOSCIA ODWROTNA
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Wzory:
- wzgledem osi OX: g(x) = —f(x)
1
glx)=-—
1 | 2
* " - wzgledem osi OY: g(x) = fl-x)
r PP e
. 2(-x) 2x

&lx)

Wzory funkcji w symetrii wzgledem osi odcietych i osi rzgdnych sg takie same: g(x) = o

Funkgja f(x) = EL jest érodkowo symetryczna, wiec wzor funkcji w symetrii wzgledem poczatku ukiadu
x

1,1 s
jest taki sam jak wzér funkcji (tak jak warto$¢ utamka: =51 '3).

ZADANIA PRAKTYCZNE ZWIAZANE
Z PROPORCJONALNOSCIA ODWROTNA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Typowe zadania zwigzane z proporcjonalnoécig mozna rozwigzac, korzystajac z wlasnoéci proporcji.
Gdy wielkosci s3 wprost proporcjonalne, zapisujemy proporcjg i obliczamy brakujaca wielkosc. Jesli
jednak s3 one odwrotnie proporcjonalne, zapisujemy proporcje, nastepnie jedna strong proporcji
zapisujemy odwrotnie i wyliczamy brakujgca wielkosc.

ZADANIE 1

< Jadac na motocyklu z predkoscia 48km/h, pewng tras¢ mozna pokonac w czasie 20 minut. Ile czasu

zajeloby pokonanie tej trasy, idac wolno z predkoscia 3km/h, a z jaka predkoscia nalezaloby jechac¢
samochodem, by pokonac¢ ja w 8 minut?

ROZWIAZANIE
f - czas potrzebny do przejécia trasy

km 20, km s
v, =48— f,=—h— Vv, =— 1
! h ' 60 h T o
km
v, :3—h—— tz:? (2)

Te wielkosci s3 odwrotnie proporcjonalne - im wolniej idziemy, tym wigcej czasu potrzebujemy na jej
pokonanie. Z (1) wyznaczamy s i wstawiamy do (2).
1
vt, 83 16

s il stad tZ:#:—E’ =—h
Ly v, 3 3

" t= 1—36-11 = S%h =5 godzin 20 minut.

2
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vs — predkos¢ samochodu pokonujacego trase w 8 minut

8
s ES_, gdziet, = 5h, za$ s wyznaczamy z (1)
3

Podobnie - wielkoéci vs 1 5 s3 odwrotnie proporcjonalne.

1 km
oovt B P tekn | 15km_ ) km
¢, 2 h 2 h 2 h h
15 15
v =120 [km/h]

Odpowiedz: 1dac pieszo, trase mozna pokonaé w 5 godzin i 20 minut, a by ja przejechac w osiem minut,

trzeba jechaé z predkoscig 120 km/h.

3 Trzy maszyny wykonuja pewna prace w czasie 12 godzin. Ile maszyn wykona t¢ sama prace w ciagu
4 godzin i 30 minut?

ROZWIAZANIE
x - iloé¢ maszyn, a - wykonana praca
3=% L - 2
! zproporcji xzﬁzz—&\—:g.llzg
a 9 W, §3
X=— = — /3/
4,5h 12 2 1

Wielkoéci sa odwrotnie proporcjonalne — im wiecej maszyn, tym krotszy czas wykonania pracy.

Odpowiedz: Ta sama praca zostanie wykonana przez 8 maszyn.

:) Pokonujgc pewna droge, koto o obwodzie 2,4 m wykonalo 200 obrotéw. Ile obrotéw wykona na tej
drodze koto o obwodzie 0,5 metra?

ROZWIAZANIE
x - ilo§¢ obrotéw, b - pokonana droga

200= b

b
x=—
0,5
7 proporcji (lub wyznaczajac b z pierwszego réwnania i wstawiajgc do drugiego)
x=200-2b- -
106
x=40-24=960

Odpowiedz: Mniejsze koto wykona 960 obrotow.

WYKRES | WEASNOSCI FUNKCJI WYKEADNICZEJ)
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WYKRES | WEASNOSCI FUNKCJI
WYKLADNICZEJ

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Funkcja wykladnicza to funkcja dana wzorem fix) = a”, gdzie xeRiae(0, 1)(1, ).
Dla a = | otrzymujemy funkgje stalg.

'ZADANIE 1

< Wykonaj wykres funkgji f(x) = 3" oraz g(x) = (;J i okreél ich wlasnoéci.

ROZWIAZANIE

Hx) =3 g(x) =GJ
Vx : -1 0 1 X -2 -1 0 1
fx) % 1 3 . g(x) } = _ 2 1 %

Whasnoéci:

1) Dziedzina: xeR

2) Zbiér wartoéci: yeR, - funkcja przyj-
muje tylko wartoéci dodatnie

3) Miejsca zerowe: brak

4) Punkt przeciecia z osia rzednych: (0, 1)

5) Funkgja f jest rosnaca, a g malejaca.
Funkcja wykladnicza jest malejaca, gdy
podstawa ae(0, 1), a jest rosnaca, gdy
ae(l,c0).

ZADANIE 2

< Podaj wzory funkcji fx) = 2%, w symetrii wzgledem osi odcietych, rzednych, poczatku uktadu oraz
w przesunieciu o wektor @ = [3, -2], tj. o trzy jednostki w prawo i dwie w d6t oraz o wektor W = [-2, 3],
tj. o dwie w lewo i trzy w gore.

ROZWIAZANIE
- 0§ OY: g(x) = fl-x)
g(x) = 2% lub g(¥) = GJ

- 0§ OX: g(x) = -flx)
glx)y =-2%
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- punkt (0, 0): g(x} = -fl-x) g(x)=-27~
- trzy w prawo i dwa w dék g(x) = flx - 3) - 2
- dwie w lewo i trzy w gore: g(x) = flx + 2) + 3

glx)=2"°-2
glx) = 2243

ZASTOSOWANIE FUNKCJI WYKEADNICZEJ
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Badanie wzrostu liczby ludnosci w pewnym miescie w ciagu ostatnich kilkunastu lat pokazato,
;e wzrost jest wyldadniczy. Okresl funkcje opisujaca wzrost liczby ludnosci, jesli w ciagu ostatnich
dwédch lat liczba ludnosci wzrosta od 100000 do 102010. Ilu mieszkanicéw moze liczy¢ ta miejsco-

3 Naszkicuj wykres funkcji o wzorze f{x) = 27, a nastgpnie przeksztal¢ go w nastepujacych przeksztal-

ceniach:

a) symetria wzgledem osi OX
b) symetria wzgledem osi OY
<) przesunigcie o dwie jednostki w prawo wzdtuz osi OX, tj. o wektor d = [2, 0]
d) przesunigcie o dwie jednostki w dot wzdtuz osi OY, tj. o wektor w = [0, -2]
Podaj wzory otrzymanych funkcji.

Ad a)

ROZWIAZANIE
Adb)

wos¢ za piec lat?

ROZWIAZANIE

Yo = 100000 =2 f(2)= 102010 a="7?
f8) = yod'
f(2) = 1000004’ = 102010

100000a% = 102010

a*=1,0201
a=4/1,0201=1,01
F(t) = 100000 - (1,01)'

Aby podaé wzér funkeji, musimy skorzy-
sta¢ z danych i obliczy¢ a — podstawe po-
tegi.

Chcac wskaza¢ prognoze ilosci mieszkan-
cow za pigc lat, korzystamy ze wzoru wy-
znaczonej funkcji wykladniczej, zmieniajac
warto$¢ poczatkows i przyjmujac czas pieé

al |
by

Ad¢) Ad d)

ZASTOSOWANIE FUNKCJI WYKLEADNICZEJ
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Badajac zjawiska zachodzace w przyrodzie lub spoleczenistwie, szukamy prawidlowosci, ktére moz-
na okresli¢c matematycznym wzorem. Badania pokazaly, ze czgd¢ proceséw w spoleczenistwie oraz
zjawisk w przyrodzie zmienia si¢ wykladniczo, na przyklad: wzrost liczby ludnoéci, rozmnazanie
bakterii czy rozpad pierwiastkéw promieniotworczych.

Zmiana jest wykladnicza, gdy w kazdej jednostce czasu jej wartosé rosnie lub maleje tyle samo razy.
ft) = yod

Yo — warto$¢ poczatkowa obserwowanego zjawiska  a - stata wielokrotno$é zmiany £ - czas

Dane: lat.
yo= 102010 t=5
a=1,01 fi5)=12

5)=102010 - (1,01)° = 102010 - 1,05101 = 107214
f

Odpowiedz: Za piec lat liczba mieszkaficéw w mieécie moze wynosi¢ 107214 osdb.

|ZADANIE 2

QW 1950 r. w Polsce zylo 25,035 min 0séb, a w 1952 r. liczba ta wzrosta do 25,999 mln. Oblicz $red-

ni roczny wspolczynnik przyrostu naturalnego ludnos$ci w latach 1950-1952 i oszacuj, jaka bylaby
liczba mieszkancow Polski w 2000 r., gdyby wspolczynnik ten w nastepnych latach utrzymywal sie
bez zmian. Skomentuj wynik.

ROZWIAZANIE

Aby okresli¢ liczbe ludnosci L po uptywie okresu ¢ lat, mozna postuzy¢ sie wzorem Ly = Lo - a', gdzie Lo jest
liczbg ludnosci na poczatku tego okresu, natomiast a stalg opisujaca roczny przyrost naturalny.
25,999 = 25,0354

7
a= s =41,0385... 1,02

25,035

Przyjmujemy 1950 t. za poczatek okresu. Zna-

jac liczbe ludnoéci na poczatku okresu oraz

po dwéch latach, mozemy obliczy¢ wspol-

czynnik a.

L(50) = 25,035 - 1,02 = 25,035 - 2,69159 = 67,38 mln
Obliczamy przyblizong liczbe ludno-
$ci w 2000 r. przy zalozeniu niezmiennego
wspolczynnika przyrostu naturalnego. Rok
2000 to koniec 50-letniego okresu rozpocze-
tego po roku 1950.

Odpowiedi: Liczba ludnosci wynositaby ponad 67 mln.

Poniewaz w rzeczywistosci byta o wiele nizsza, rzeczywisty

wspélczynnik rocznego przyrostu naturalnego w latach 1950-2000 byl istotnie nizszy niz w latach

1950-1952.
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3 Bakterie rozmnazajg si¢ przez podzial. Z kazdej komorki powstaja dwie kolejne. Jezeli w pewnym mo-

mencie jest jedna bakteria, to w wyniku kolejnych podzialéw bedzie ich 2', gdzie f oznacza krotnoé¢
podziatu. Ile bakterii powstanie w ciagu doby, jezeli komérki rozmnazajg si¢ co 10 minut i nie ging?

ROZWIAZANIE

=2t 60 minut : 10 minut = 6 Bakterie w ciagu godziny rozmnazaja si szes¢
t=24.-6=144 W ciggu doby rozmnazajg si¢ 144 razy. razy.
fl144) = 24

Odpowiedz: W ciggu doby powstanie 2" bakterii.

_ZADANIE 4.

< Liczne badania naukowe dowiodly, ze pozostala w organizmie, wyrazong w miligramach mase leku

po uplywie czasu podanego w godzinach moina obliczy¢ ze wzoru:

m=ab' aib - stale m — masa leku [mg] t - czas [h]
Chory otrzymal sto miligraméw silnego leku o przediuzonym dzialaniu, ktéry po dwéch godzinach

nerki usuwaja z krwioobiegu tylko w dziesieciu procentach.

a) Oblicz, ile leku pozostanie w krwioobiegu po dwunastu godzinach?

b) Kiedy najpézniej nalezy ponownie poda¢ lek, by jego zawartos¢ w organizmie wynosita okoto trzy-
dziestu miligramow?

¢) Czy po dwoch dobach zawarto$¢ leku bedzie mniejsza od dziesieciu miligraméw?

ROZWIAZANIE

a-b'=m Obliczamy wartoé¢ stalych a i b, korzystajac z poda-
a-b®=100 nych informacji. W momencie zazywania leku masa
a-1=100 wynosi 100 mg, a czas ma warto$¢ zero.

a=100 Stata a ma warto$¢ 100.

1
10% - 100 = E - 100 = 10 mg

100 mg - 10 mg = 90 mg

dla m = 90 mg t=2h a=100
a-b=m

100 - b* = 90 b*=09 b=0,9~0,95
Otrzymujemy wzor:

m = 100(0,95)"

Obliczamy 10% z masy leku, réznicg oraz warto$¢ sta-
fej b.

Ad.a)

t=12h m=7?

m = 100(0,95)"

m = 100(0,95)"2 Obliczamy, jaka masa leku pozostanie po 12 godzinach.
m= 100 - 0,54

m =54 mg

Odpowied: Po uplywie 12 godzin w krwioobiegu pozostang 54 mg leku.

ZASTOSOWANIE FUNKCJI WYKEADNICZEJ

Ad.b)
=2 m =30 mg
100(0,95)’ = 30
(0,95)' = 0.3 Obliczamy czas, po ktérym w organizmie zostanie oko-
(0,95)23 ~ 0,31 (0,95)* = 0,29 fo 30 mg leku.

Odpowiedz: Po uptywie doby zawartosc leku bedzie mniejsza od 30 mg.

Obliczmy, po ilu godzinach zawartos¢ leku bedzie

Ad. f)) 95)t < 10 mniejsza od 10 mg i czy nastapi to przed uplywem
100(0, 48 godzin.
(0,95 <0.1

(0,95)*=0,1 (0,95)* = 0,099

Odpowied#: Po uplywie 45 h zawartos¢ leku bedzie mniejsza od 10 mg, czyli po dwoch dobach
na pewno bedzie mniejsza.

ZADANIE 5

3 Chory przyjat 60 mg leku. Po czterech godzinach organizm usuwa 40% leku. Mase leku pozostata

po czasie f okreéla zaleznos¢ M(f) = a - v,

a) Wyznacz wartosci statych a oraz b, b) Ile leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby?

ROZWIAZANIE

Ada)
a-b° =60 Niech f oznacza czas w godzinach. Dane za-
d 1 g ktad
ania pozwalajg napisac nastepujacy ukia
a-b*=0,6-60 réwnan.

Stad @ = 60 oraz b* = 0,6 - 60 = 36, wigc b = 436 ~ 2,4

Odpowiedz: a = 60, b~ 0,88. b* = 36, b = 436 ~ 2,4,

Adb)
60 - 0,88 = 60 - 0,0467 ~ 2,80 mg

Do wzoru, w ktérym znamy juz state a oraz b,
podstawiamy ¢ = 24.

Odpowiedi: Po uplywie doby w organizmie chorego pozostanie okolo 2,80 mg leku.

ZADANIE 6

:) Pewna radioaktywna prébka ma mase 50 g, a jej rozpad powoduje zmniejszanie masy o 20% w ciggu

kazdego roku. Jaka bedzie masa probki po dwoch latach?

ROZWIAZANIE

Po dwéch:
M;=40-0,8=32g

Po roku:
M =50-08=40g

Odpowiedz: Masa probki po dwéch latach bedzie wynosic 32 g.
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TRYGONOMETRIA

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA
OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

sina =

Ry J/) cosaL =

S w e

tga:l, gdy x#0
x

r=yxi+y?

e

o)

Sinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym - stosunek dfugosci przyprostokatnej lezacej naprze-
ciwko kata do dlugosci przeciwprostokatnej.

Cosinus kata ostrego w trdjkacie prostokatnym - stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy
danym kacie do dlugosci przeciwprostokatnej.

Tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym - stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej na-
przeciwko kata do dtugoéci drugiej przyprostokatnej.

Cotangens kata ostrego w tréjkacie prostokatnym - stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej
przy tym kacie do dlugosci drugiej przyprostokatne;.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM

89

Niektore wartosci funkcji trygonometrycznych Przydatne bedg réwniez zaleznosci:

sin(90° - o) = cosa

D TR
3 1 2 5 c0s(90° - o) = sino
sinc = —= -
2 2 2 a takze twierdzenie Pitagorasa:
| —
VR 1
EQ5%: } Py Iy 2 W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw diu-
L gosci przyprostokatnych jest réwna kwadratowi
tgo | ﬁ 1 \/g przeciwprostokatnej.
3

ZADANIE 1

2 W tréjkacie prostokgtnym o przyprostokatnych d oraz e i przeciwprostokatnej foblicz dfugosc bra-

kujacego boku oraz wartosci funkcji trygonometrycznych i miary katow.

a)d=12cm e=24cm b)d=5cm f=15cm
ROZWIAZANIE

Ada)

d=12cm e=24cm

Zawsze wykonujemy rysunek i staramy sig, by byt
on zbiezny z danymi.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy f:
fr=d’+e’ =12° +24* =144+ 576 =720

=720 =/36-20 =+/36 .20 =6+/4-5=6-24/5 =124/5 cm

Obliczamy wartosci funkeji trygonometrycznych.

sina—g——lz g, ) \E*\E (:osctﬂ£~—24 —iﬁ——z g
f 15 5 5 5 f 125 545 5
d 12 1 e 24
tga:—-:f:f ctga:—z—z
e 24 2 d 12
Obliczamy sinf} i cosp.
; 24/5 .
sinf} = cosa = T\/— cosf =sino =—
e 24 2 d 12 1 Wartoéci sinf i cosf mozna obliczy¢, korzystajgc
tgh=—=—===2 cgf=—=—=— z zaleznosci: sinP = coso. i cosP = sina.
d 12 1 e 24 2
Obliczamy miare kata,

Aby wyznaczy¢ miarg kata, trzeba skorzysta¢ z tablic funkeji trygonometrycznych. W tablicach
wszystkie wartoéci funkcji sa zapisane w ulamku dziesietnym z dokladnoscig do czterech miejsc
po przecinku. W taki sam sposob trzeba zapisaé kazda otrzymang warto$¢ funkcji.
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Wybieramy jedna z funkcji, na przykiad tangens.

tgB=2 tgP =2,0000 - szukamy warto$ci kgta w tablicach.

Jezeli nie ma takiej wartodci, to wybieramy te, ktére sa najblizsze danej liczby.

tg 63°=1,9626 tg 64° = 2,0503

Wybieramy ten kat, ktorego warto$¢ tangensa jest blizsza liczby 2.

Dla 64° warto$¢ tangensa jest o 0,0503 za duza (2,0503 - 2,0000 = 0,0503), a dla 63° 0 0,0374 za mala
(2.0000 - 1,9626 = 0,0374). Wybieramy mniejsza roznice, czyli kat [} ma w przyblizeniu warto$c 63°,
B=63" a=90°-F=90°-63"=27°

Odpowiedz: Przeciwprostokgtna ma dtugosc 12/5 cm, katy ostre majg miare 63° 1 27°, a wartoéci funk-

25

1
cji trygonometrycznych wynosza: sina = cosf = -SE, cosa = sinf = = tgow = 3 itgp=2.

Adb)d=5cm  f=15cm

Obliczamy e. /

e+d’ =’ ‘

e? +52 =15 ¢? +25=225 : ) =
e>=225-25 e* =200

e=~/200 =/100-2 =+/100 -2 =10v2 cm

Obliczamy wartoéci funkcji trygonometrycznych.

T _8_10\/5_2\/5 i _é__-""“_l e 10\/5
sma—cos]}—f_ Ty cosafsmﬁffflsf3 ta——=T=2\E
gpto 5 L N2 V2 2

e 102 2v2 42 22 4

Obliczamy miare katow.
cosa = § =0,3333

cos 70° = 0,3420
0,3420 - 0,3333 = 0,0087

cos 71°=0,3256
0,3333 - 0,3256 = 0,0077
a=71° B=90°-71°=19°

Odpowiedz: Przyprostokatna ma dtugos¢ 10 V2em, katy ostre maja miary 71°1 19°, a warto$ci funkcji

242
wynosza: sine = cosp} = 1 coso. = sinf} = l, tgoe =2 J2 itgh= —2
3 4

= Wyznacz dlugosci bokéw i katy w tréjkacie prostokgtnym:

a)a=3cm,p =28° b) c=8 cm, o. = 68°

ROZWIAZANIE

Ada)a=3cm, =28
o=90°-f=90°-28°=62°
Obliczamy przeciwprostokatng ¢ z cosinusa kata.

cosp=2 cos28°= 2 cos 28° = 0,8829

C C

b

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM
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30,8829
= 1

0,8829¢ = 3 /:0,8829
Obliczamy przyprostokatna b z tangensa kata.

cx3,4cm

b b
=2 tgB 28°= - tg 28° = 0,5317
tgB = - gp ~ g
b 0,5317
e . 1
b=0,5317-3 b=1,6 cm

Odpowiedz: Kat ma miarg 62°, a boki dlugosc 3,4 cm i 1,6 cm.

Adb)c=8cm o = 68°

Obliczamy miare kata p.

B =90° - 0 = 90° - 68° = 22°

Obliczamy przyprostokatna « z sinusa kata.

sino = = sin 68° = g sin 68° = 0,9272
c

3:0,9272 /8 a=7,4126~74cm

Obliczamy przyprostokatna b z cosinusa kata.
b 5. B

cosoL = — cos68’ =— cos 68° = 0,3746

b [ 8

-=0,3746 /-8

8

b=0,3746-8 b~2,9968 =3 cm

Odpowied#: Kgt ma miare 22°, a boki majg dlugosé 7,4 cm oraz 3 cm.

| ZADANIE 3

< Znajdz brakujace dtugosci bokéw i brakujjce miary katéw trojkata réwnoramiennego, majac dane:

rami¢ 10 cm i kat miedzy ramionami 148°.
ROZWIAZANIE

Wysokos¢ dzieli kgt miedzy ramionami na dwa ka-
ty o tej samej mierze, dlatego kat migdzy ramionami

oznaczamy 2L
Dane: Obliczy¢:
200 = 140° a,p
b=10cm
Obliczamy miary katéw: 200 =148° o=74° P=90°-a=90°-74°=16°

Obliczamy podstawe a z sinusa kata.
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Loy Lo
sino = 2 sin74°= 2 sin 74° = 0,9613
b 10
1
o )
§—0:0,9613 /10 Ea=9,613 /-2 a=19226~19,2 cm

Odpowiedz: Katy miedzy ramieniem i podstaws maja miare 16°, a podstawa ma diugoéc 19,2 cm.

ZADANIE 4

—25in60° - cos?30°

:) Oblicz wartoé¢ wyraZenia

V3 tga5°.
§ tg60°
ROZWIAZANIE
o \/5 ) -\/5 ) 1 ‘/'37 Najpierw obliczamy wartoséci poszczegé]nych funkcji
$in60" =—,cos30° = —, tg45" =1, —=— trygonometrycznych dla wskazanych katéw i podsta-
2 2 tg60 3 wiamy je do wyrazenia:
2
L3[4 L33 3
2 2 4 4 34/3

33

Odpowiedi: Warto$¢ wyrazenia wynosi: L

ZADANIE 5

o W trojkacie réwnoramiennym suma dlugosci ramienia i wysokosci jest réwna 5 cm. Kat przy pod-
stawie ma miare 60°. Oblicz pole tego trojkata.

ROZWIAZANIE

Dane:

Sporzgdzamy rysunek i wprowadzamy niezbedne oznaczenia.
I+h=5cm

Szukane:

Pole trojkata ABC. o S
Korzystamy z faktu, ze tréjkat ADC jest prostokatny,

sinoeshel = ? = %_:‘f_ i znajdujemy funkcje trygonometryczng kata o.
I+h=5
Otrzymujemy ukdad réwnan: c

I+h=5

k_s

I 2"

z ktérego wyliczamy diugosci wysokoéci i ramienia.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM
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1+h=5 wigc I=5-h

V3

T

j_=£ 2h=+/3-(5-h) 2h=53-h3
5-h 2

2h+h‘~/§=5\/§

(2++3)-h=5V3

4 543 - 543 _27\/5:715“0\5:_15”0\5
2+\/§ 2+\/§ 2—\/5 43

1=5-(~15+104/3)=5+15-10+/3 =20-10+/3

d+hi=l
2 =P — B2 =(20—104/3)* — (=15 +10+/3)* = 400 — 400~/3 + 300 — 225+ 300~/3 — 300 =175 100+/3
o 17510043 =57 <dB =54 sa 448 =fa—-d B 43=
522 -22.3+(3) =52 3) =52~ V3|=50-3)

Warto sprawdzi¢, czy wyrazenie
podpierwiastkowe nie jest kwadra-
tem sumy lub rdznicy: jezeli jest, to
uproscimy wyrazenie.

Teraz, majac dtugod¢ podstawy i wysoko$¢ trojkata, obliczamy jego pole.

3 2:5-(2=+/3)-(=15+10+/3)
2 2

=5(35v/3 ~60) =25(74/3 ~12)

=53l 15410V3) = 51-30420,/3 2155 ~a30) =

Odpowiedé: Pole tréjkata wynosi: 25(7+/3 —12) cm?.

| ZADANIE 6

o) Ze szczytu latarni morskiej wysokosci 85 m wida¢ dwa kutry rybackie pod katami depresji odpo-
wiednio 12° oraz 26°. Jaka jest odleglo$¢ migdzy tymi kutrami, jesli podstawa latarni i kutry wyzna-
czaja jedna prosta?

ROZWIAZANIE

129
Sporzadzamy pomocniczy rysunek.
85 m
latarnia
A
AK
tg12°=—2L, AK, =85-1g12°~85-0,2126 ~18,1m
85 Szukana odleglo$¢ jest roznicq odleglosei kaz-
o AK, o dego z kutréw od podstawy latarni. Odlegto-
g 26°= 35’ AK, =85-1g26%~85-0,4877 = 41,5m §ci te obliczamy za pomocg funkcji tangens.

x=AK,-AK,=41,5-18,1=23,4m

Odpowiedi: Odlegloéé migdzy kutrami wynosi okoto 23,4 metra.
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:) Z lotniska wylatuja jednoczeénie dwa samoloty. Jeden z predkoscig 200 km/h leci w kierunku 30¢°
mierzonym od kierunku péinocnego zgodnie z ruchem wskazowek zegara, a drugi z predkoscig
240 km/h w kierunku 30° mierzonym tak samo. W czasie lotu oba samoloty sa w stalej lacznosci

| ZADANIE 7

radiowej o zasiggu 1200 km. po jakim czasie samoloty te straca ze sobg facznoé¢ radiowa?

ROZWIAZANIE

AC =200t BC =240t

AB=+AC? + BC? =+/200°* +240%¢* =

= [(40-5)% + (4062117 = \J{401)?(5? + 6?) =
= 40t/61
40tJ61 =1200

1200 30 3046l

P = = ~3,84h
40V61 o1 61
4 8460
B e et HO S et
60 100 100 10

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Zauwazamy, ze tory samolotéw tworzg kat
prosty. Zatem ich odleglos¢ jest w dowolnej
chwili réwna diugosci przeciwprostokatnej
trdjkata prostokatnego utworzonego przez
polozenie lotniska i polozenia obydwdch sa-
molotéw w danej chwili (patrz rysunek).

Obliczamy (w km) droge pokonang przez
obydwa samoloty w czasie t (w godzinach).

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa, aby
obliczy¢ odlegto$¢ samolotéw po czasie t
od chwili startu.

Pytamy, po jakim czasie f odleglos¢ samolo-
téw bedzie rowna 1200 km.

Obliczyliémy czas w godzinach. Czes¢ utam-
kowa mozemy zamieni¢ na minuty.

Odpowiedz: Samoloty stracg tacznosé po okoto 3 godzinach i 50 minutach.

WYZNACZANIE BRAKUJACYCH FUNKCJI
TRYGONOMETRYCZNYCH DLA KATA OSTREGO

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Obliczy¢ brakujace funkgje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym mozna, korzy-

stajac ze wzordw:

sin’a + cos’a = 1 - jedynka trygonometryczna
tgo= Lt tgoctgo =1
cosa

Mozna réwniez wykonaé pomocniczy rysunek tréjkata prostokatnego, oznaczy¢ odpowiednio boki,
obliczy¢ dlugo$¢ brakujacego boku z twierdzenia Pitagorasa i wyznaczy¢ wskazane funkcje.

WYZNACZANIE BRAKUJACYCH FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA KATA OSTREGO
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ZADANIE 1

:) WyznaczZ brakujace funkcje trygonometryczne kata ostrego a, gdy:

2 3
A= — b) coso=— c)tgo=3
a) sino. 3 ) 3 g
ROZWIAZANIE
: 2 L2 2
Ad a) sino.=— sin“a + cos'a = 1

2
4 5 5

2] icosfa=1 cosfa=l-—=2 coso = —
9 9 3

3
_sine 295 23 2 5 25 cosa 53 45
B oo 3 3 345 +5 43 & sine 3 2 2
25 J5

Odpowiedz: Brakujace funkcje majg wartoéc: cosa = i tgo = Tl ctgo = "

5
a=—
Adb) cos T

Rysujemy trojkat i obliczamy bok x z twierdzenia Pitagorasa.
k - dowolna liczba catkowita dodatnia

%2+ (5k)* = (13k)*
12 +25k* =169K*
x> =169k* —25k*
x* =144k’

=+/144K*

x=12k Sk

: x 12k 12 X 12k 12 sk 5
singt=——=——=— tga = = ctgol=——=—

13k 13k 13 sk 5k 5 12k 12

13k

e

12 12 . ]
Odpowiedz: Brakujace funkcje maja warto$é: sinou= T tgou = T ictga= T

Adc) tga =3

tea=3 = E

g 1

k - dowolna liczba catkowita dodatnia
2 =(3k) + (1k)* =9k* + k* =10k?

10k* = k10 *

Obliczamy sinus i cosinus kata.

sing = 3k _ 3k ,i_ﬂ,?“@
x kJ10 V1o V1o 1k
1k 1k 1 V1o \/ﬁ

osfl=—=———=—1— ——=—— ctgatgo =1 ctgo =—
x kJ10 10 10 e ¥ tga

310

Odpowiedz: Brakujace funkcje maja warto$é: sino = TR cosot = 73 ictgo= y
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F .

P

ZADANIE 2

:) Sprawdi, czy istnieje taki kgt ostry o, ze:
4
a) sino.=—1icosa=— b) sina:litg(x=2.

5 5 3
ROZWIAZANIE

Ada) 3
sina =—1icoso=—
5 5

Korzystamy ze wzoru jedynkowego: sin’a + cos’a.=1

2 2
L:sin2a+cosla:[ij +[EJ =1+E:1 P=1 L=P
5 5 25 25
Odpowiedi: Kat o istnieje.
Adb)
1
sinol=- i tgau =2
3
Obliczamy cosinus kata Obliczamy cosinus
ze wzoru jedynkowego. z tangensa kata.
sin’o+cos’a =1 tgo = sino:
CoSCL
1Y i
(—J +cos’a =1 2= cosa
3 cosa.
é+ cos’ar=1 2cosoL = since /:2
2 1 91 8 sina.
cos‘o=l-—=———=— cosoL=——
9 9 9 9 2
_\/g_\/g_«/i-ﬁ 02 1111
cosu =, [—=—= =— cosoL=—:2=——=—
3 3 3 3 32 6
Odpowiedz: Cosinusy katow majg rozne wartoéci, taki kat nie istnieje.
ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
4 . 4 A ) 2 5 sinot
W rozwigzaniu zadania korzystamy ze wzoréw: sin’a + cos’o. = 1 i tga=
coso

na wyrazeniach algebraicznych, w tym ze wzoréw skrdconego mnozenia.

oraz dziatan

ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI
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o Wykat, ze podane rownosci sa prawdziwe:

] 1 sino 1+cosa 2 1-telq
a) (1+sina)| ———tga |=cosa —_ == ¢) 1-2sinq=-——2
cosoL 1+coso  sino sinal 1+tg’a
ROZWIAZANIE
Ada)
. 1 i 1 sino 1 sino. 1 ; sinc
L=(l+sina)| ———tgo [=(1+sinc) — =1- -1 +sinot- —sinat - =
coseL costt  COSOL cosal cosaL cosoL. cosa
1 sina N sint. 1 sino sinoe 1 sinoe  sinot sin*o 1 sin®o 1-sinfa
T cosa cosoL 1 cos. 1 coso. COSCL COSCL COSCL  COSCL  COSOL  COSOL cosoL
8 o5 2 ‘2 2
sino+cos‘a—sin“o.  cos‘w
= = = COS0L P=cosa Li=P
cosa, cosoL
Odpowiedz: Rownosc jest prawdziwa.
sina 1+cosa 2
Adb) H
1+ coso sino sina
sinc.  l+coso.  sino-sina (14 cosa)(1+cosa) W liczniku wyrazenie pierwsze  ostatnie
) - = - - to wzdr jedynkowy.
l+cosa.  sino {1+ coso)sina (1+ cosa)sina
sin’o.+1+coso+cosa+cos’a  2+2cosa 2(1+cosa) 2 B 2 ¢ o
(1+ cosa)sina (1+cosa)sinat  (1+coso)since — sino sinq

Odpowiedi: Rownos$¢ jest prawdziwa.

o2
S (et =B &

1+tg’a
Przeksztalcamy prawg strone.

W liczniku i w mianowniku sprowa-
dzamy wyrazenia do wspdlnego mia-
nownika i wykonujemy odejmowanie
i dodawanie, zapisujac je na wspolnej
kresce utamkowej.

sin’ct sin‘o
s _
_-tge " cos’a _

1 cos’a  sin‘o
- 1
l+tg'a sinfo. 1 & sin*o
I

cos’a _ cos’a_cos’a _
cos’al  sin’o
+

1+

cos’o cos’a  cos’a  cos’a

cos’a —sin’a

2 g 2
2 cos’a—sin‘o cos“o o ;

= ZCOS Ot = . — - = cos?oL—sinlq  Licznik Plalnka.mn.ozymy-przez odwrot-

cos“aL +sin“o cos“oL sin“ol +cos“oL no$¢ mianownika i stosujemy wzor je-

cosZaL dynkowy.
cos’o,—sin*a cos’a e i
P= 5 — s—=cos‘a.—sin‘a
cos“a sin“a + cos“al

W miejsce cos’ o wstawiamy przeksztalcony wzér jedynkowy: cos® @ =1 - sin® a.
P=(1-sin’a)—sin’a =1-sin%a —sin’a = 1-2sin’al L=1-2sin?c L=P

Odpowiedz: Réwnosé jest prawdziwa.
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o

= Sprawdi tozsamos¢.
£ 5 . 1 1 1
a) (1 -sin’o) - (1 +tg?a) = 1; b) (sinoi+cosa)| tgo+— |=——+ .
tga sino.  Cosq
ROZWIAZANIE
Ada)
5 5 " ; Wrykonujemy zaznaczone dzialania po lewej
L=1+tg*a—sin® o —sin’ a-tgio = stronie réwnosci.
i3
: ; sin” o
=l+tg’a—sin’ o —sin’ a-——=
cos” o
sin® o sin® .
. i SIMTa Sprowadzamy wyrazenie do wspdlnego mia-
cos® o, cos? o nownika i korzystamy z ,,jedynki trygonome-
. : . trycznej”
~ cos’a+sin® o —sin® a-cos’ o —sin a i
cos? o
_1-sin*a-(cos’ a+sin*a) 1-sin’a  cos’a 1
cos® o cos’.  cos’a
P=1 1L=P Tozsamo$¢ jest prawdziwa.
Odpowied#: Rownos¢ jest prawdziwa.
Adb)
- " . 1 1
=S Tg o S Teosa-tgo+cosa: = Wykonujemy dzialania po lewej stronie réw-
tgo tg o ho
noscl.
. sino . cosCL sino cosa
=sinq- +sino-——+cosa- +cosat- =
cos sina cosa sina
sino.  sino-cosat sina-cosa  costa
= - - - - =
cosa sinq cosQ sina
_sin*a+sina- cos” o+ cosa-sin® oL+ cos® o
sina - cos o
: s 2 T} 2
_ sino-(sin® ot + cos® o) + cos - (sin® o + cos? o) _ Wylgczamy wspdlny czynnik i korzystamy
sina.-cosa z wzoru jedynkowego.
_sino+coso.  sina 4 Cosa
sino-coso.  sinol-Cosol  SinGi-CosOL
1 1 1 1
— -k n =— +
coso. sina  sino  coso
P= 1 + L=P Tozsamos¢ jest prawdziwa.

sina  coso

OdpowiedzZ: Réwnos¢ jest prawdziwa.

ROWNANIA TRYGONOMETRYCZNE

ROWNANIA TRYGONOMETRYCZNE

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnania trygonometryczne rozwiazujemy tylko dla kata ostrego, korzystajac z wartoéci funkeji

trygonometrycznych w tabeli wartosci funkcji.

‘ZADANIE 1

] Okresl, dla jakiej wartosci x kat jest ostry, i rozwiaZ réwnanie:

a) sinx = % b) tg3x =1 ¢) cos (x - 25°) = 0,48 d) tg (2x- 10°) =43

ROZWIAZANIE

Ad a) sinx = xe(0°% 90°)

oo |

sinx = 0,6250
Szukamy w tablicach najblizszej wartodci:
sin 38° = 0,6157  sin 39° = 0,6293 - blizsza warto$¢

Odpowiedi: Rozwigzaniem rownania jest kgt 39°.

Ad. ) tgdx=1

3x>0° /3 i 3x<90° /i3
x>0° X <.307

xe(0% 30°)

tg3x = tg45° 3x =45 /3 x=15°

OdpowiedZ: Rozwigzaniem réwnania jest kat 15°.

Ad c) cos (x - 25°) = 0,48

Zapisujemy prawsa strone réwnania za po-
moca ulamka dziesietnego z dokladnodcia
0,0001.

sinx = sin 39° x=39°

Okre$lamy, jaka warto$¢ moze przyjaé x, by
kat byl ostry.

Rozwigzujemy réwnanie.

x-25°>0° x-25<90°
R R Okreslamy, do jakiego przedzialu musi nale-
x>25 x<115 zec x, by kat byt ostry.
xe(25°% 115°)
Rozwigzujemy rownanie: cos (x - 25°) = 0,4800
cos61° = 0,4848 cos (x — 25°) = cos61° x-25°=61° x=61°+25°=86°

Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania jest kat 86°.

Add) tg (2x-10°) = /3

2x-10°>0° i 2x - 10° < 90°

2x>10% 2 2x < 100° [:2

X35 x < 50° xe(5% 50%)
tg (2x - 10°) = tg60° 2 - 10° = 60°
2x=70° /2 x=35°

Odpowied#: Rozwiagzaniem réwnania jest kat 35°.

Rozwigzujemy réwnanie.

99
i
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WARTOSCI TRYGONOMETRYCZNE KATOW Z PRZEDZIALU (0°, 180°)
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WARTOSCI TRYGONOMETRYCZNE KATOW
Z PRZEDZIALU (0°, 180°)

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Wartoéci funkeji trygonometrycznych dla katéw ostrych odczytujemy z tablic. Gdy kat jest rozwarto-

_.Z.#_D.ANIE 1

0 Oblicz, odczytaj wartoé¢ funkcji trygonometrycznych dla katéw: 100°% 1207 135° 150°; 162°.

ROZWIAZANIE

4in100° =sin(180°—80°) =sin80° = 0,9848

katny, mozemy skorzystaé z ukladu wspdirzednych i definicji pokazanych we wzorach maturalnych.

kat ostry - I éwiartka

: ¥ x
vh sing =+ cosa,=—r-
1&
yT :M =(x,y)
: tgo = 2 ctgo ==
5 x
r Ly
o 5 =
X X
kat rozwarty — II ¢wiartka
b
M=(-x,y) Y‘ sin(180°—a)=—)i=sina
X r
cos(lSO“-a}::{:—f:—cosa
: r r
E r o
Y : 180° - o tg(180°—a)=l=—2:—tga
! =, X
: a —x
-x ctg(180°—a) = 7 =—ctgo

Czyli ostatecznie dla kata rozwartego, nalezacego do przedziatu (90°; 180°):

sin (180° — o) = sina

Wartoéci funkeji trygonometrycznych dla kata 180°.

cos (180° - o) = - cosa

tg (180° - o) = - tgau

v A 4
sin180°=2 =2 =0 sin180° =0
r r
c05180°=_—x=i=—1 cosl80°=-1
Moo o
' tg180° =2 = tg180° = 0
M=(-x0) X g = g
r=x —x
ctgl80°=—=0 nie istnieje
y

c05100° =cos(180° ~80°) = —cos 80°=~0,1736
tg100° = tg(180° - 80°) = —tg80° =—5,6713
sin120° =sin(180°-60°) =sin60° = ?
c0s120° = cos(180°—60%) = —cos60° = _%

tg120° = tg(180° — 60°) = ~tg60° = 5

in135°=sin(180°—45°) =sin45° = —

ol

2

c0s135° = cos(180° - 45°) =—cos45° =~
tg135° = tg(180° — 45°) = —tg45° = -1

§in150° =sin(180°—30°) =sin30° =

B | b

c0s150° =cos(180°—30°) = —c0s30°=—

N

tgl50° = tg(180°—30°) = ~tg30° = —?

k\JI$1

§in162° =sin(180°—18°) =sin18°=0,3090
c0s162° =cos(180°—18°) =—cos18°=-0,9511
tg162° = tg(180° — 18°) = ~tg18° = —0,3249



CIAGI LICZBOWE

POJECIE CIAGU, PRZYKI:ADY | OBLICZANIE
WYRAZOW CIAGU

®m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Cigg liczbowy - cigg, ktérego wyrazami s liczby.
Ciag o wyrazach ay, ay,..., Gn,... zapisujemy (a,), gdzie n oznacza numer wyrazu.

= Oblicz trzy poczatkowe wyrazy ciagu danego wzorem:  a) a,=-— % n+3  b) b, =(-1)""

ROZWIAZANIE

Ada)
1 1 1 1
G =—=-143=—=+3=2— a,=—=-2+3=-1+3=2
2 2 2 2
1 3 1
O O R SO L. oo
2 2 2

Odpowiedzi: Otrzymali$émy trzy pierwsze wyrazy ciagu (a,).
Adb)

b=(D"=(-1P=1  b=(-1"=(-1=-
b3 - (_1)3+] - (_1)4 =1
Odpowiedz: Otrzymali$my trzy pierwsze wyrazy ciagu (b,).
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3n—1
2n

) Oblicz WYTAZ -1, Gner, Gzn, gdy: a)a,=-2n+3 b) a =

ROZWIAZANIE

Ada)a.=-2n+3
gn1=-2Mm-1)+3=-2n-2+3=-2n+5
gpe1=-2n+1)+3=-2n-2+3=-2n+1
gm=-2-2n+3=-4n+3

Odpowiedz: Wyraz a,-1 = -2n + 5, a1 = —2n + | oraz azn = —4n + 3.

3n 1
Adb) a o
3(n-1)-1_ 3n-3-1_ 3n-4 C3(n+D)-1_3n43-1 3n+2
17 -1  2m-2 2n-2 1T o) 2ne2  2n+2
_3-2n—1_6n—l
o= "20m  4n
OdpowiedZ: Wyraz a,_| = 3:_; s @y = 2::2 oraz a,, = %l

< Podaj wzér ogolny ciggu:
a) kolejnych liczb nieparzystych,
b) ktdrego wyrazy sa odwrotnodciami kwadratéw liczb naturalnych » powigkszonymio 1,
¢) ktérego kolejne wyrazy sa réwne odpowiednio: 2, 9, 28, 65... .

ROZWIAZANIE
Ada)a,=2n+1,ne N (lub, np, a, =2n - 1). Adb) b, = +1neN
n’

Add)c=r*+1,nelN.

ZADAWIE 4

1 15
Har S,n;t(). a =1+—
n

a) Wyznacz szdsty wyraz ciagu a,. b) Sprawdz, czy istnieje wyraz rowny 16.
c) Ile jest wyrazéw wigkszych niz 72 d) Znajdz dwa kolejne wyrazy, ktérych réznica jest réwna 0.

=9 Ciag (a.) okreslony jest wzorem a, =

ROZWIAZANIE
Ada)
6+15 21

a6: =—=

6 6

Aby wyznaczy¢ wskazany wyraz, nalezy
we wzorze ogdlnym w miejsce 7 podstawic 6:

i
-
7
Odpowiedz: a, = i
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e £
Adb)
n+l5 Nalez ietad, 7 kres ci ie jest linia ciagta.
" =16 I-n n+15=16n Szukamy takiej liczby #, dla ktérej a, = 16. ezy pamietac, ze wykres ciggu nie je a3 ciagla
15n=15 n=1

Odpowiedi: Tak, a; = 16.

Adc)
n+15

>7 l ‘n (mozna mnozy<, # jest liczbg dodatnia) Szukamy takich liczb », dla ktérych a, > 7.

12345 X

n+15>7n
A | 2ADANIE 7]
n< 13 n<? 1 o Ktory z ponizszych wykresow jest wykresem ciggu?
6 2 a) \ b) |
dn bn
nefl, 2}
OdpowiedZ: Dwa wyrazy ciggu sa wieksze od 7. . i
[ ] L]
Add) ° 1 e
Wil nlé Dla dowolnej liczby naturalnej n tworzymy ol @ 01 @
a,= . i1 = " dwa kolejne wyrazy; wzor na a, juz mamy: * # — N N — F
#i 1
Ane1 — @n =0, czyli @n = apa ) L % dn
n+15 n+16
n n+1
(n+15)(n+1)=n’+16n  n’+l6n+15=n*+16n  15=0 13
TR . . 251 ]
Odpowiedz: Nie istniejg takie dwa kolejne wyrazy, ktérych réznica jest réwna 0. ) g = 5 + 3 — P
L]
| zaoanie s | .
L
-

" : - 24 12n+8
9 ZnajdZ te wyrazy ciagu o wyrazie ogolnym a = n——-n—L, ktére sa liczbami naturalnymi, n # 0. Odpowiedz: Tylko a).
n

ZADANIE 8

ROZWIAZANIE

2 —_ : . o B3 _
4 n +E+ 8_ 4 8 Przeksztakgmy webrna wyraz ogéluy danego ciagu :} Oblicz, ile dodatnich wyrazéw ma ciag, gdy a, = -n° + 9n - 14.
no n n n tak, aby m:l)zna b);iu dostrzec liczby naturalne. ROZWIAZANIE
Pierwsze dwa czlony s3 zawsze liczbami naturalny- -1 : . :
Odpowiedi: Liczbami naturalnymi sg wyrazy mi, natomiast ostatni jest liczba naturalng wtedy i tyl- ]ez;eh wyrazy maja by¢ dodatnie, to a, > 0.
onumerach n € {1, 2, 4, 8}. ko wtedy, gdy n jest dzielnikiem 8, czyli ne{l, 2, 4, 8}. -n+9n-14>0 /(-1)
"-9n+14<0 a=1,b=-9,c=14
| ZADANIE 6 A=b*—dac=(-9)' —4-1-14=81-56=25 JA=\25=5
— ¥ 5 , . i il A
= Naszkicuj wykres ciagu, ktdrego wyraz ogélny dany jest wzorem ¢, =n* - 2n+1, 1<n<5. n = —b—ﬂ n, = v%\[_—
2a a
ROZWIAZANIE g5 945 14 Ny -
n=——=—=2 n=——=—=7 2 7 n
n=1 a=1-2+1=0 - ) i 21 2 21 2
% Gt s = 1R o
- By A B ] Ch?j:igly ez zauwazyc, ze ¢, = (n — 1), co uproéci ra
n=3 =9-6+1=4 ' # jest liczbg naturalng dodatnig i nalezy do przedziatu (2; 7),
n=4 =16-8+1=9 ne{3, 4, 5, 6} - wyrazy o tych numerach sg dodatnie.
n=5 5=25-10+1=16 Odpowiedz: Ciagg ma 4 dodatnie wyrazy.
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ST

= Ktére wyrazy ciaggu a, = —(n + 2)(4 - n) s3 ujemne?

ROZWIAZANIE

a, <0
-(n+2)4-n)<0 fi(-1)
n+2)(-n+4)>0

(n+2)(n-4)<0
_ _ \—\;
n+2=0lubn-4=0 7
- n
n=-2 n=4

n jest liczbg naturalng dodatnia ne{l, 2, 3}

-(n+2)n-4)>0 /:(-1)

Odpowiedz: Ujemny jest wyraz pierwszy, drugii trzeci.

CIAG ARYTMETYCZNY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Ciag arytmetyczny - co najmniej trzywyrazowy ciag liczbowy, w ktérym kazdy wyraz, z wyjatkiem
pierwszego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego liczby r, ktérg nazywamy roznica ciggu
arytmetycznego.

Ciag arytmetyczny to ciag, w ktorymréinica migdzy dowolnym wyrazem ciagu a wyrazem bezpo-
$rednio go poprzedzajacym jest stala i wynosir: =

Ogolny wyraz ciagu arytmetycznego (a.) o pierwszym wyrazie a; i r6znicy r wyraza sie wzorem:

r an=a+n-1)r

Sumeg # poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego obliczamy ze wzoru:

Jezeli do wzoru na sume wstawimy w miejsce a, wzOr na wyraz ogélriy, to otrzymamy posta¢ wzoru,
z ktorego obliczymy sume, znajac a, i r, bez koniecznoéci obliczania a,,.

Ly +[a, +(n-1)r] et +(n—1)r 2 2a,+{n—r 3

SH
2 Z 2

:2a1+(n—l)r‘n

S, 5

Rozniceg ciagu arytmetycznego obliczamy, odejmujac od wyrazu nastepnego wyraz poprzedni:
N
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3 SprawdZ, czy ciag dany wzorem jest arytmetyczny.
a) an=-2n+3 b) by =n* —3n ) c,,=3”+12 (n=1)
gy

ROZWIAZANIE

Ada)
i =—2n+1)+3=-2n-2+3=-2n+1 Korzystamy z definicji ciaggu arytmetycz-

nego, dlatego tworzymy roznice:
r=bp —Op=-20+1-(-2n+3)=-2n+1+2n-3=-2,

Roznica jest stata.

Odpowiedi: Tak, dany ciag jest arytmetyczny.

Adb) il
b= +1P =3+ D)= +2n+1-3u-3= Korzystamy z definicji ciggu arytmetycz-
L= nego, dlatego tworzymy réznice:
=nt-n-2.
re=bpi—bp=nt—-n-2-n*-3n)=n*-n-2-n*+3n=
Réznica nie jest stalg liczba (zmienia sig,

= zn = 2 - et e
¢ gdy n sie zmienia).

Odpowiedz: Nie, dany cigg nie jest arytmetyczny.

Ad¢) Postepujemy analogicznie, jak w zada-
3n+5 niach 11i2.
Cn+1 = n
3n+5 3n+2 (Gn+5{n-1) @Gru+2n 30’ —3n+5n-5-(30" +2n)
r= Crx+1 _Crr = = = — = =
n n—1 nin—1) n(n—1) n(n—1)
_ 3 +2n-5-3n"-In . 5
. n(n—1) n(n—1)

Odpowied#: Dane liczby nie tworza ciagu arytmetycznego.

ZADANIE 2

< Sprawds, czy dane liczby w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny:

x=~3-1, y:\/g, z:—1*

B+l

ROZWIAZANIE Nalezy sprawdzi¢, czy réznica jest taka sa-

ma,czyliy-x=2z-y.

L=y-x=v3-(3-1)=y3-43+1=1 :

gy L o1 BB _1-BEBD 1233 (2-VB) (fB-D
=B Y34l gl B+l B+l (B+) (-1

_20342-3+3_-1-\3_-1-43 Lap

(3212 3-1 2 ‘

Odpowiedz: Nie, dany ciag nie jest arytmetyczny.
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Bl za0aNiE 3|

:) Dany jest cigg arytmetyczny, w ktéryn{c?f 15 i.fa'n)= —17. Wyznacz ten ciag i podaj wzor na jego

wyraz ogoélny.
ROZWIAZANIE

a+2r=15 = Uy
Tworzymy uktad rownan.

a+10r=-17 = i

a=15-2r
a, +10r=-17
15-2r+10r=—17

Po wyliczeniu pierwszego wyrazu i réznicy tworzymy

8r=-32 | r=—4 a,=15+8=23 ogdlny wyraz ciggu.
a,=a, +(n-1)-r

a,=23+(n-1)-(-4)=23-4dn+4=—4n+27

Odpowiedz: a, =23, r = -4, a, = —4n + 27.

'ZADANIE 4

= Ciag a, jest okreslony wzorem a, = —2n + 5.
a) Udowodnij, Ze ciag a, jest arytmetyczny.
b) Suma ilu poczatkowych wyrazéw ciagu a, jest réwna —140?

ROZWIAZANIE
Ada)
=-2(n+1)+5=-2n+3

arH—l
r=a,,—a,=-2n+3—(-2n+5)=
=-2n+3+2n-5=-2 -+

et

Odpowiedz: Roznica jest wielkoscig staly, dlatego ciag ten jest arytmetyczny.

Aby udowodni¢, ze ciag jest arytmetyczny, nalezy zba-
dad réznice dwach kolejnych wyrazdw tego ciagu.

Adb)
g (@,+a,)
L i Stosujemy wzér na sume # pocztkowych wyrazéw
ciggu.
3-2n+5
-140=——-n /2 —280=(8-2n)n
—280=_8n—2n"

Przeksztalcamy ostatnie réwnanie.

27 —8n—-280=0 /:2 n* —4n—140=0

A=(-4-4-1:(-140)=16+560 =576 /A =24
4-24 20 4424 28
:*-:—=—10, n, = ==

2 2 2 2
Odpowiedz: Suma 14 poczatkowych wyrazéw jest réwna —140.

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe i odrzucamy
pierwiastek ujemny.
14

n
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'ZADANIE 5

QWYZMCZ cigg arytmetyczny, wiedzgc, Ze suma n poczatkowych wyrazéw tego ciggu wyraza si¢ wzo-

rem Sy = —1° +2m.
ROZWIAZANIE
S, = +a+. . ta,

Najpierw wyznaczamy pierwszy wyraz ciagu, korzysta-

2
=a S =-1"+2=1
=% . jac z zaleznosci.

a, =1
SZ:—22+2'2:0

Aby wyznaczy¢ rdznice ciagu, wystarczy znalezé war-
Pt = g s e to$¢ sumy dwoch kolejnych wyrazéw ciagu.
0=2+r r=-2

Odpowiedz: Jest to cigg arytmatyczny, w ktérym pierwszy wyraz wynosi 1, a roznica —2.

ZADANIE 6

QSuma pierwszego i pigtego wyrazu ciggu arytmetycznego wynosi 18. Trzydziesty wyraz tego ciagu
jest 0 12 wigkszy od wyrazu czternastego. Wyznacz ten ciag.

ROZWIAZANIE
Zadanie rozwiagzemy, tworzac uklad rownan.

{al +a;=18

Ay — iy, =12

Uklad powinien mie¢ dwie niewiadome: pierwszy wy-
raz i roznice.

a +a, +4r=18
a,+29r—a —13r=12

2a,+4r=18
16r :_12

Qy +(n 'x)f S Qn

15 3
Odpowiedz: Jest to ciag arytmetyczny, w ktérym pierwszy wyraz wynosi Pk réznica 7.

ZADANIE 7 |

3 Pewna firma za wykopanie studni zazadata 1350 zt. Wykopanie pierwszego metra kosztuje 20 z1, a kaz-
dego nastgpnego o 10 zf wigcej niz poprzedniego. Oblicz glebokosc wykopanej studni.
n 7

< Tio wCld ya s ( )
O 50 *rozwiazanie
(al +a, ) Wystarczy zauwazyc, ze w zadaniu wystepuje cigg aryt-
A 5 . metyczny, w ktérym a, = 20 oraz r = 10.

Stosujemy wzor na sume # kolejnych wyrazow takie-
go ciagu.
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20+20+(n-1)-10
1350 = ——(H—)— ‘A Zauwazamy, ze d, = ai + (1 — 1} - 7. Do wzoru na sume

podstawiamy wszystkie dane.

40+10n-10
S BT Ty

1350 = Rozwigzujemy réwnanie.

2700 =301 +10n? 10n* +30n—2700=0
n?+3n—-270=0

A=9+4-270=1089, VA =33

—3—-33 36
n = 5 = —7 =-—18
_ —3+33 - 30 —is Obliczamy pierwiastki réwnania i odrzucamy pierwia-

n, - s
2 stek ujemny.

Odpowiedz: Glebokosé studni wynosi 15 m,

EARRNIE; O}

<) Miary katoéw wielokata wypukdego tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 4°. Najwiekszy kat tego wie-

lokata ma miarg 172°. Znajdz liczbe bokéw i liczbe przekatnych tego wielokata.

ROZWIAZANIE

a,=a, +(n-1)-r

8
%Tﬂn).,_(ﬂ_z).lgo

Niech n oznacza poszukiwang liczbe bokéw (a zara-
zem kgtow) danego wielokata. Katy tworza ciag aryt-
metyczny 0 znanej roznicy r = 4 i znanym ostatnim
wyrazie g, = 172°. Sume tego ciggu mozemy wyra-

172=a, +4(n-1)
(a,+172)-n=360-(n—2)

{ul =176—4n zi¢ na dwa sposoby: jako sume n-wyrazowego ciagu
AAE el g _ arytmetycznego oraz jako sume katow wewnetrznych
( R 60~ 720 n-kata. W ten sposdb otrzymujemy uklad dwéch réw-
Ant +12n—=720=0 W +31-180=0 nan z niewiadomymi » oraz a;.
A=3"+4.1.180=729, JA=+720=27

-3-27 30 -3+27 24
= =—— n,= =—=1]12

2 2 2 2

n(n—3) 12-9 Zatem liczba bokow wielokgta to n = 12. Liczbe prze-
g T g = 54. katnych obliczymy, korzystajac z odpowiedniego

WZOoru.

OdpowiedZ: Dany wielokat jest dwunastokatem. Ma on 54 przekatne,

| ZADANIE 9

< Przeprowadzone w firmie badania wykazaly, ze wydajno$¢ pracy miedzy listopadem a kwietniem

tworzy malejacy cigg arytmetyczny. Wydajnos§¢ w kwietniu byla o 26,6% mniejsza niz w listo-
padzie, a wartos¢ pétrocznej produkcji wyniosta 390 000 z1. Oblicz wartosé produkcji w listopadzie
i kwietniu.

CIAG ARYTMETYCZNY
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ROZWIAZANIE
a5 = (100% —26,6%)a, =73,4%a, =0,7344, Wartodci produkeji w kolejnych miesiacach od listopa-
da do kwietnia to wyrazy od a; do as pewnego ciggu
arytmetycznego o znanej liczbie wyrazéw i znanej su-
mie. Znamy réwniez stosunek wartoéci wyrazu szoste-
go do wyrazu pierwszego. Daje nam to ukfad réwnan
z niewiadomymi a; i a.

a, = 0, 734&1
S t% 6390000
2

3 - 1,734a; = 390 000 1,734a; = 130 000
4~ 74971162t ag=0,734a; = 0,734 - 74 971,16 = 55 028,83 z}

Odpowiedz: Wartos¢ produkeji wynosita w listopadzie 74 971,16 zf, a w kwietniu 55 028,83 zL.

:) Oblicz sume:

a) 5+ 10+ 15+ ...+ 495, b) 40 poczatkowych wyrazéw ciagu (2,4, 6, ...),
¢) 20 poczatkowych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 7 dajg reszte 2.

ROZWIAZANIE

Ada)
5+ 10+ 15 +...+ 495
a=5 r=>5 a, =495 n==2 S =7

Obliczamy # ze wzoru na ogolny wyraz ciagu:
mtn-1)r=a,
5+(n-1)-5=495 [:5
1+n-1=99 n=199
Obliczamy Sgy:
5, (a,+a,) .
2

gg=w.99:ﬂ.99=24750
7] 2

Odpowied#: Suma ma warto$¢ 24750.

Adb)
(2,4,6,...), n =40 a1 =2 sy Gy s,;zal @2 r)

_22+(40-1)2
2
Odpowiedz: Suma pierwszych czterdziestu wyrazéw wynosi 1640.

0=(4+39-2)-20=(4+78)-20=82-20=1640

40

Adc)

n=20 Szo =i

Pierwszym wyrazem ciagu, czyli najmniejsza liczbg naturalng, ktéra przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2,
jestliczba2(2:7=0r2)

u1=2

Kolejna liczba, ktéra daje reszte 2, jest 9. a=9 r=m-a1=9-2=7
g 2&t0-lr Szu:M'm=(4+19'7)'10:137'10:1370
! 2

Odpowiedi: Suma pierwszych dwudziestu wyrazéw wynosi 1370.
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ZADANIE 11

< Oblicz sumg liczb naturalnych nie wigkszych od 98, ktérych reszta z dzielenia przez 5 jest réwna 3,

ROZWIAZANIE
a; =3 (3:5=0r3) a;=8 (8:5=1r3) r=a;-a;=8-3=5 #=5
@ = 98 - liczby nie wigksze od 98 to mniejsze lub réwne 98,298 :5=19r 3
n=% §=¢
Obliczamy n ze wzoru na a,:
a+n-1)r=ay,
3+(n-1)-5=98 3+5n-5=98 5n =100 /:5 n=20
Obliczamy Sa:

a, t+a
§,=—1—"-n
2

3+98
= :20=101-10=1010

Ss

Odpowiedz: Suma liczb nie wigkszych od 98, ktéra przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, wynosi 1010,

ZADANIE 12

=) Migdzy liczbg 142 i 106 wstaw piecliczb tak, aby wraz z tymi liczbami tworzyty kolejne wyrazy ciggu

arytmetycznego.

ROZWIAZANIE
142, az, as, a4, as, as, 106 ar =142, a;=106

ax az

an=a+(n-1)r

a; =142+ (7-1) r=106

142 + 6r = 106 6r=-36 /6 r=-6

Obliczamy kolejne wyrazy.

A= +r=142-6=136 ay=d;+r=136-6=130 as=a;+r=130-6=124
as=as+r=124-6=118 as=as+r=118-6=112

Odpowiedz: Liczby, ktdre nalezy wstawié, to: 136, 130, 124, 1181 112,

ZADANIE 13

= Oblicz pole prostokata o obwodzie 140 cm, wiedzac, ze dlugosc jego bokéw oraz przekatnej tworza

ciagg arytmetyczny.
Jezeli w zadaniu podana jest wiadomoé¢, ze
2 kolejne boki tworzg cigg arytmetyczny, to mo-
a zemy oznaczac boki tak, jak oblicza sie trzy
plerwsze wyrazy ciagu:
a=d, @x=a+riaz=a+2r
a+r
Dane: Wzory:
Ob =140 cm @+ (a+1ri=(a+2r)

@, a+ 1 a+ 2r - dlugoé¢ bokdw, ktore tworzg cigg arytmetyczny.  Ob=2a+2(a+71)
a=%r=% P=? P=a(a+r)

CIAG GEOMETRYCZNY
ROZWIAZANIE

Ten ciag jest rosnacy ia>0.
Obliczamy air, korzystajac z obwodu i tw. Pitagorasa:
g+2(a+r)=140 /2 ata+r=70 2a+r=70
r=70-2a
di(a+n=(a+2r) a+at+2ar+rr=a"+2-a 2r+(2r)}
g+ 2ar+ 1 =4dar + 47 a*-2ar-3r'=0
Z-2a(70 - 2a) -3 (70 - 2a)* =0 a? - 140a + 4a® - 3 (70 = 2.70 - 2a + (2a)*) = 0
547 - 140a - 3 (4900 - 280a + 44°) = 0 5a” - 140a - 14700 + 840a - 12a° =0
_7a% +700a—-14700=0 /:(-7) a’ - 100a + 2100 =0
A= (~100)* - 4-1-2100 = 10000 - 8400 = 1600 JA =40
%:100—40:30 (12:1004-40:70

2 2
r=70-2-30=70-60=10 réznica bytaby ujemna.
Obliczamy pole:
P=ala+r) P =30-(30+10) =30 - 40 = 1200 [cm?]

Odpowiedz: Pole prostokata wynosi 1200 cm’.

| ZADANIE 14

2 Dla jakiej wartosci x liczby: logs 1, x, logs50 w podanej kolejnosci s3 trzema poczatkowymi wyra-
2

zami ciagu arytmetycznego?
ROZWIAZANIE

Jedli liczby tworzg ciag arytmetyczny, to zna-
czy, ze réznica miedzy nimi jest taka sama,

x - logs L logs50 - x
2
czyli:az - a1 = a3 - ax.

2x =logs50 + logs é
Korzystamy z wlasnosci logarytmow: logab + logac = loga(be).

2x =log. {50%}—10&25 2x=log;25 2x=2 x=1

Odpowiedz: Dla x = 1 liczby tworza cigg arytmetyczny.

CIAG GEOMETRYCZNY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Ciag geometryczny - ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym kazdy wyraz z wyjatkiem
pierwszego powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez liczbe g, zwana ilorazem ciagu
geometrycznego.

Ciag geometryczny to ciag, w ktérym stosunek dowolnego wyrazu do wyrazu bezposrednio go po-

przedzajacego jest staly i wynosi g.

113
iy
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Aby obliczy¢ iloraz ciagu (a.), nalezy, znajac wzér na ogélny wyraz ciagu a,, obliczyé wyraz a,.,

i podzieli¢ wyraz a,;) przez an.

Dowolny wyraz ciagu geometrycznego (a,), znajac wyraz pierwszego a, iiloraz g, obliczamy ze wzoru:

a,=a- qn-l

Sumg n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym iloraz g jest rézny od 1, obliczany

Z€ WZOoru:

_a"
S ot , gdyg#1
q

Jezeli q = 1, ciag geometryczny jest staty, wszystkie wyrazy maja
czatkowych wyrazéw obliczamy ze wzoru:

Sa=n-a;,gdyg=1

ta samg warto$¢ i wtedy sume 7 po-

Kwadrat $rodkowego wyrazu rowny jest iloczynowi jego sasiednich wyrazow:

2
Ay = Gn-1" Gns2

= Sprawds, czy ciag o podanym wyrazie ogélnym jest geometryczny.

Nalezy utworzy¢ a,) wyraz ciagu i zbada¢ wartosé ilo-

razu %=L Toraz jest stala liczba.

a)a, =21 b b,=1-2n+1
ROZWIAZANIE
Ada)
S 23("+1]—1 —p3n+3-l _ o3n+2
am—]. — 2?? - 23n+2—3n+l — 23 =8
a e an

n

Odpowiedz: Ciag jest geometryczny.

Adb)
b,=-2n+1 buy1==2n+1)+1=-2n-2+1=-2n-1
q_h_—Zri—l _—(2n+1) 2n+1

b, -2n+1 —(2n—1) 2n-1

Odpowiedz: Ciag nie jest ciggiem geometrycznym, poniewaz iloraz q zalezy od n.

=

‘Wyznacz ciag geometryczny, wiedzac, Ze:

ZADANIE 2

1

a)a3=8ias:256 b)b2=81b5=5

ROZWIAZANIE

Ad a)
a,=a,-9°=8, a,=a,-q =256

Wyznaczy¢ ciag geometryczny oznacza znaleZé jego
pierwszy wyraz i iloraz.

CIAG GEOMETRYCZNY

115

Tworzymy uldad réwnan.

8§ 8
q:Z al:q_2=Z=2
gdPOWiedi: ar=2,4=2.
AdD)
1
b, =8, bs = 5 blqn-l:bn
hg'™ =8
g
blqﬁl Py
hq _8 2
bxqs 11
1§16 4 .
—=— 16g° =1 =
a1 1 4 16
1 1
G Gl
q2+l:0 lub qz_l=0
4
wyrazenie 1 1
zawsze q+—|lg——1=0
dodatnie 2 2
it Tub ==
q 2 q
1
b-|——|=8 b -—=8
TENE
b, =-16 b =16

1
Odpowiedi: Otrzymalismy dwa ciagi geometryczne wjednym. Pierwszy wyraz wynosi -16iiloraz 5

1
aw drugim odpowiednio 16 i E

EAD ANIE:D

< Dla jakich réznych od zera liczb x liczby a, b i ¢ tworza w podanej kolejnosci ciag geome-
tryczny, jezelia = x™', b= x, ¢ = 357

gzg x#0
x  3x'-2x
%
x?=3x-2

- 2x.

ROZWIAZANIE

Nalezy sprawdzi¢, dla jakich x zachodzi réwnosé.
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£

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe.

A=(-3-4-2=1, JA=1
xl:E:, xzzﬂzz

2 2
Odpowiedz: xe{1, 2}.

ZADANIE 4

= lloraz ciaggu geometrycznego (a,) jest rowny 3, a suma odwrotno$ci wyrazu pierwszego i trzeciego
wynosi 18. Oblicz pierwszy wyraz ciagu (a.) oraz podaj wzér ogdlny ciagu (a.).

ROZWIAZANIE

1 1
q=3 —+—=18 Zapisujemy rownania wynikajace z tresci zadania.
a, a;
1 1 11
—+ == 18 —+—=18 Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciagu.
a a4 a, 9q
10 10 5
—=18 10=9-18-q, a=——=—
9a, 9-18 81

Wstawiamy do wzoru na wyraz ogélny wyliczone
wartosci.

. 5 ; i ; -
Odpowiedz: Pierwszy wyraz ciagu wynosi a, = Y a ogolny wzér ciagu ma postaé 5 - 3"

| ZADANIE 5

Q Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 2"" + 2" + 2", Uzasadnij, Ze ciag (a,) jest geometryczny, i wy-
znacz jego iloraz.
ROZWIAZANIE
a,,, =2"+2" +2m?
s TP OV 5

n+l
an 2n—l +2n +2n+l Zn—l oM +2n+l

Tworzymy wyraz ciagu o numerze # + 1 i badamy ilo-

raz o1
an

Iloraz jest stalg liczba, dlatego ciag jest geometryczny.
Zarazem wyznaczyli$my jego iloraz.

Odpowiedz: Iloraz tego ciggu jest staty i wynosi 2,
wigc ciag jest geometryczny.

ZADANIE 6

< Toraz ciggu geometrycznego jest rowny 1 , asuma jego pi¢ciu poczatkowych wyrazéw wynosi —605.
Wyznacz ten ciag. °

ROZWIAZANIE

T
i 1-g Nalezy wyznaczy¢ pierwszy wyraz tego ciggu. Korzy-
. stamy ze wzoru na sume # poczgtkowych wyrazéw cia-
- l) gu geometrycznego.
3
S, =a, =-605

CIAG GEOMETRYCZNY
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1
. -a,-| 1-—— | =—605
2 243

_ —605-243.2

a, = a, =-405
3.242

1
Odpowiedz: Pierwszy wyraz wynosi —405, a iloraz 5

_ZADANIE 7.

3 W ciagu geometrycznym skladajacym sie z piecin wyrazéw iloczyn pierwszego, trzeciego i piatego

1
wyrazu jest rtowny e ailoczyn pierwszego i drugiego jest réwny 2. Wyznacz ten ciag.

1
a, a3 g =§
a,-a, =2

ROZWIAZANIE

Korzystajac z tresci zadania, ukladamy uklad réwnan.

Uklad przeksztalcamy tak, aby pozostaly dwie niewia-
dome: pierwszy wyraz i iloraz.

=i Z drugiego réwnania wyliczamy g i wstawiamy

1 a’ do pierwszego.
6
3 L - l 2 - i 4.3 =32
Ea¥ 8 a’ 2° : 7 ?
1
a=2 q= E
s x 111

Odpowiedz: Szukany ciag: 2,1, P

ZADANIE 8

:> Suma trzech liczb bedacych kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego jest réwna 13. Jezeli
do pierwszej dodamy 2, do drugiej 5, a do trzeciej 4, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu aryt-
metycznego. Znajdz te liczby.

ROZWIAZANIE
1) a1+ az + a3 = 13 - suma trzech wyrazow ciaggu geometrycznego
a+aq+aq =13 a(l+g+4g9)=13
2) a+2,aq+5,aq” + 4 - wyrazy ciggu arytmetycznego o stalej réznicy
(aq+5) - (a+2)=(ag’ +4) - (ag + 5)
-ag’ +2ag-a=-1-3

ag+5-a-2=aq" +4-ag-5
aq’ - 2ag +a =4
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LA

alg®-2q+1)=4

alg® +q+1)=13

alg> —2q+1)=4

a{q2+q+1)_g

alg®—2q+1) 4

13(g*-2q+1)=4{(g"+q+1)

13¢° - 26q + 13 =4q* +4g +4 94* -30g+9=0 /3

3¢-10g+3=0 a=3 b=-10 c¢=3

A=b?—4ac=(-10)* —4-3-3=100—36 =64 JA=ba=8
b+JA 10+8
qzz = :3

—b-vA 10-8 1
“W=T 23 3 2a 2:3

1
9=3 lub q=3

alg’-2q+1)=4

a(32-2.3+1)=4

1
al =—Z+1|=4 a(9-6+1)=4
9 3
1 6
al ———+1|=4 da=4 /4
9 9
5
ﬂ(l*gj:4 a=1
4 4
—a=4 [:—
9
4 9
a=——=9
14
a=a=9 lub a=a=1
1
az:aq:QS-g—:3 @m=ag=1-3=3
1
2
1 91
4. =ag* = (_] ==.-=1 as=ag*=1-32=1.9=9
o 3) 19 P

Odpowiedz: Otrzymali$my dwie tréjki liczb 9, 3, 1 oraz 1, 3, 9.

'ZADANIE 9 |

< Suma trzech liczb bedacych kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego jest réwna 30. Jezeli
do pierwszej liczby dodamy 2, do drugiej 8, a do trzeciej 38, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu
geometrycznego. Znajdz te liczby.

ROZWIAZANIE
1) ai+az+as=30 at+a+r+a+2r=30 3a+3r=30 /3 a+r=10
2) a+2,a+r+8,a+ 2r+ 38 - wyrazy ciggu geometrycznego o statym ilorazie
at+r+8 a+2r+38

a+2 a+r+8

KREDYTY | LOKATY
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1) r=10-4a a+r=10
1{)+Sﬁa+2(10—a)+38

ey 10+8
18 a+20-2a+38
a+2 18

(a+2)(58-a)=18-18 58a - a’+ 116 - 2a = 324

A +56a-208=0 /(-1)

2 - 56a+208=0

A=(~56)* —4-1-208 = 3136 — 832 = 2304 JA =+2304 =48

56-48 _8_, Jub ,_56+48 104

21 2 21, 2

r=10-4=6 aj=a=4 r=10-52=42 g =a=52

wm=a+r=4+6=10 d=a+r=52-42=10

m=a+2r=4-2.6=16 Gs=a+2r=52+2(-42)=52-84=-32
(4, 10, 16) (52, 10, -32)

a=

Odpowiedz: Otrzymalismy dwie tréjki liczb: 4, 10, 16 oraz 52, 10, -32,

KREDYTY I LOKATY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

- Gdy bierzemy kredyt w banku, sptacamy odsetki. Jesli sktadamy lokate w banku, odsetki ptaci nam
bank. Stopa procentowa okresla, jaka czes¢ kapitalu stanowig odsetki. W praktyce przyjeta jest
zasada, ze stopg procentows okresla sie w skali rocznej. Odsetki mozna oblicza¢ za pomoca procentu

prostego lub sktadanego.

Postugujac si¢ zasada procentu prostego, naliczamy odsetki proporcjonalnie do czasu i zawsze
od kapitatu poczatkowego. Procent skfadany pozwala nam po uptywie okresu podstawowego dopi-

sa¢ odsetki do kapitatu poczatkowego i ponownie nalicza¢ odsetki od nowej kwoty.

Procent skladany

Jezeli kapital poczatkowy K ztozymy na n lat w banku, w ktérym oprocentowanie lokat wynosi p%

w skali rocznej, to kapitat koricowy K, wyraza sie wzorem:

K, =K[1+L)
100

| ZADANIE 1

< Oblicz, na jak dlugo musimy zalozy¢ 1000 zi na lokate 6%, by otrzymaé 1100 zi.
Dane:

K=1000 z} K, =1100 zt p=6%= % = % t=? - czas, na jaki ma by¢ zlozona lokata
Wzory:
Ky=K+ ptK Ky,=K(1+pt)
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ROZWIAZANIE
1000[1+i-t}=1100 /:100
50

12
5 =20 miesigcy

10+2.2, 1
1 50

W W

3 3
Zt=1 /:Z
5

5
t ==[roku] =
5 3

Odpowiedz: Musimy zatozy¢ lokate na 20 miesigcy.

ZADANIE 2

:> Oblicz, na jaki minimalny procent nalezy ulokowa¢ kwote 1800 21, aby za pol roku otrzymac 1890 z1.

Dane: Wzory:

K =1800z K, =1890zt t=%roku p=1? Ky =K+ ptK K(l+pt)=K,

ROZWIAZANIE
ZO[HlpJ:Zl
> {

1
=—-100% =10% ]
P 10 ]

1800[1-&-1)%]:1890 /:90

e

20+10p=21 10p=1 /:10

Odpowiedz: Lokata musi by¢ minimum 10 procentowa.

ZADANIE 3

< Kapital pewnej firmy w roku 2012 wynosit 200 000 zk. po pierwszym roku powigkszyt si¢ o 5%,
apodrugim 0 35%. Oblicz sredni roczny procentowy wzrost kapitatu tej firmy w ciagu tych dwéch lat,

ROZWIAZANIE

200 000 zt Poczatkowy kapital firmy.

Kapital firmy po pierwszym roku (liczbg 1,05 nazywa-
my wspolczynnikiem zysku po pierwszym roku).

1,05 - 200 000 = 210 000 zi

1,35+ 210 000 = 283 500 zt Kapitat firmy po drugim roku (liczbe 1,35 nazywamy
wspdlczynnikiem zysku po drugim roku).

x-(x-200000) =283 500

Poniewaz $redni wspdlczynnik przyrostu kapitalu
w pierwszym i drugim roku powinien by¢ taki sam,
otrzymujemy rownanie.

x*-200 000 =283 500

, 283500

x°= x~1,1906
200000

=1,4175

Odpowiedz: Procentowy $redni roczny przyrost kapitatu wynosi okoto 19,06%.

ZAOANIE $1

< Oblicz, jaka kwote nalezy ztozyé w banku na lokacie, ktorej stopa procentowa jest rowna 6%, jezeli
po 4 miesigcach chcemy mie¢ kwote 2040 z1.

Dane:

K, = 2040 z} - kapital koticowy P=6% - t = 4 miesiace = ] roku = L roku
' 100 50 12 3

K = ? — kapital poczatkowy o - odsetki

KREDYTY | LOKATY
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wzory:

K, =K+o K,=K+ptK K,=K(1+pt) K(1+pt)=K,

ROZWIAZANIE

3 1 1
.= |=2040 K| 1+— |=2040
"(“50 3J [ 5oJ

51 2040 50
5l -2040 /2 K =2040 50 _ 105020002
L 50 1 si

Odpowied#: Nalezy wplacic kwotg 2000 z1.

ZADANIE §

Na dwumiesieczna lokate wplacono 2000 z1. Oprocentowanie tej lokaty wynosi 5%. Ile wyniosg od-
setki z tej lokaty po pol roku?

Oprocentowanie jest zawsze roczne. Procent dzielimy

Dane:
przez cze$c roku, po ktérej nastepuje kapitalizacja od-

K = 2000 z} - wplacona kwota

% 21 5% :1 504 — é% setek, 2 miesigce to — roku. W ciggu szeciu miesiecy
2 6 6 6

odsetki bedg naliczane 3 razy - co dwa miesigce.

ROZWIAZANIE
’ 5 1Y 1Y 20000121 2000 121 (121
PR IWATIR W 1 Y
100 6 100

120 1 120 1 120 \120
3
:(_IZ_I_J 1771561 050,421

0=K, -K=2050,42-2000=50,42 zl
36-24 864

Odpowiedi: Po pdl roku odsetki wyniosa 50,42 zl.

ZADANIE 6

< Wplacono 100 zt na lokate pétroczng. Po roku oszczedzania stan konta wynosi 108,16 z1. Jakie jest
oprocentowanie lokaty?

Dane:
L -
2 100 200

ROZWIAZANIE

K=100zl P - oprocentowanie

=2 K> =108,16 zt

i 200 ?
100(1+i] ~108,16 /:100 [—+lJ =1,0816
200

200 200
200+ p ¥
[—J =1,0816
200

(200 + p)* = 43264
200+ p=208 p=8

(200 + p)* =1,0816-(200)

200+ p=+43264

p%=28%

Odpowiedz: Oprocentowanie lokaty wynosi 8%.
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ROZWIAZANIE

PLANIMETRIA

<L SAB = 50°, bo suma miar katéw w tréjkacie wynosi 180°;
o = 50° bo jest katem wpisanym opartym na tym samym, co kat DAB.

KATY W KOLE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Odpowiedz: Kat o ma miare 50°.

Katy w okregu

Miara kata §rodkowego jest dwa razy wigksza od miary kata wpi-

sanego opartego na tym samym tuku. Katy wpisane oparte c
na tym samym fuku majg jednakowe miary. Kat wpisany oparty | ( <L ASC = 140°, bo jest katem przyleglym do <C CSB.
na érednicy jest prosty. Trojkat ASC jest rownoramienny, wigc

] 20707 B 200=180°-40° = 140°i o0 = 20°

>
A

S .
U OdpowiedZ: Kat oo ma miare 20°.

<L ASB =360° - 210° = 150°
< BAS= <€ ABS =(180° - 150°): 2 =15°
a +15°=90° a=90°-15°=75°

ZADANIE 1

Odpowiedz: Kat oo ma miare 75°.
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S L

Add)

é okregu odpowiada katowi $rodkowemu = é -360°=72°.

Kat o jest katern wpisanym opartym na tym samym tuku, co kat érod-
kowy B.
o=72%:2=36°

Odpowiedi: Kat o ma miarg 36°.

ZADANIE 2

= W okregu o $rodku S i promieniu r stosunek dlugosci cieciwy AB do odlegloéci tej cieciwy do srodka
okregu wynosi 2+v/3. Wyznacz miare kata wpisanego opartego na tej cigciwie.

ROZWIAZANIE

Amfs A8 05
X
X

AB=23x

tga:ﬁ=\/§
X
o =60°

Odpowiedz: Miara kata wpisanego wynosi 60°.

ZADANIE 3,

:) Na tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC = BC, opisano okrag, ktérego srodek oznaczono
literg O. Oblicz katy tréjkata ABC, wiedzac, e < AOB = 32°,

ROZWIAZANIE

Sporzgdzamy pomocniczy rysunek, na ktérym zazna-
czamy dany kat.

KATY W KOLE

125

Kat przy wierzchotku C ma miare 16°.

Katy PTZY podstawie s réwne, a suma katow
w trojkacie wynosi 180°.

20+ 16° = 180°

o=82°

Kat ACB jest dwa razy mniejszy od kata AOB. Sa to
katy, odpowiednio, wpisany i $rodkowy oparte na tym
samym tuku. Otrzymujemy réwnanie:

Rozwigzujemy rownanie:
Odpowiedz: Katy tréjkgta majg miary: 16°, 82° i 82°,

3 Cigciwa okregu tworzy z promieniem przechodzacym przez koniec cigciwy kat o mierze 48°, Oblicz
miare kata srodkowego wypuklego odpowiadajacego danej cigciwie.

&

&

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktdrym zazna-
czamy cigciwe, dany kat i szukany kat x.

Zauwazamy, ze szukany kat jest jednym z katéw w tréj-
kacie rownoramiennym, ktorego bokami sg dana cigci-
48° + 48° + x = 180° wa | promienie okregu. Uktadamy réwnanie:

x=84°

Odpowiedi: Szukany kat ma miare 84°.

< Przekgtna tworzy z bokiem prostokata kat o mierze 16°. Wyznacz miary katéw srodkowych odpo-
wiadajacych lukom wyznaczonym przez wierzcholki prostokata na okregun opisanym na prostokacie.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktérym zazna-
czamy prostokat i okrag opisane na tym prostokacie,
0 dany kat i katy szukane.

Zauwazamy, ze kat o mierze x jest jednym z katow trdj-
kata réwnoramiennego, w ktérym katy przy podstawie
maja rowne miary (16°). Ukdadamy réwnanie:

16° + 16° + x = 180°

x=148°

x+y=180° Kat o mierze x jest przylegly do kata o mierze y. Suma
148° + y = 180° katow przylegtych wynosi 180°. Otrzymujemy réwna-
y=32° nie:

Odpowiedz: Szukane katy maja miary: 148° i 32°.
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A

STYCZNA DO OKREGU, OKREGI STYCZNE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Styczna do okregu jest to prosta, kiéra ma z okregiem doktadnie
jeden punkt wspélny.
k - styczna do okregu o $rodku O i promieniu 7, 2 A to punkt

stycznosci.

Styczna do okregu jest prostopadta do odcinka taczacego punkt stycznosci i $rodek okregu.

Wzajemne polozenie dwéch okregow.

- okregi rozlgczne zewngtrznie:

|010s] > 1 + 12

- okregi przecinajgce sie:

[ = 12| <|010s| <11+ 12

ol

- okregi wewnetrznie rozlaczne:

&

0< |0102| < ITl* Tzl

- okregi styczne zewnetrznie:

[Olozl =rn+nmn

- okregi wewnetrznie styczne:

.' _

O< |O]Oz| = |Tl— r2|

- okregi wspolsrodkowe:

¥

|0102; '—'0
n#n

STYCZNA DO OKREGU, OKREGI STYCZNE
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W okrag o srodku O wpisane tréjkat ABC, styczna do okregu w punkcie C przecina prosta AB
W punkcie D. Oblicz miare < CDB, gdy <€ CAB =30°i <C ABC = 70".

ROZWIAZANIE

<L ABC jest katem wpisanym, wigc

<L AOC = 140°

<L AOC = (180°- 140" : 2 = 20°

<L BCA = 180° - 30° - 70° = 80°

<C BCO = 80° - 20° = 60°

<L OCD = 90° - kat miedzy promieniem i styczna
<C DCB = 90° - 60° = 30°

o= 180° - 30° - 110° = 40°

< CBD =180°-70°=110°
Odpowiedi: Kat CDB ma miare 40°.

<) W maszynie rolniczej dwa kota o promieniu 26 cm i 8 cm polaczono pasem transmisyjnym. Odle-
glos¢ migdzy srodkami kol wynosi 82 cm. Oblicz dhugoéc pasa pomiedzy punktami stycznosci pasa
i obu kot. Rozwiaz dwa przypadki.

ROZWIAZANIE

Dane:
rn=26cm
r;=8cm
|O]Og|=82

I przypadek:

Czworokagt A0 0;B jest trape-
zem prostokatnym

o+ 18 =822
2+ 324 =6724
= 6400
x=80cm
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*+ (rl + T2)2 =82?
+ (26 + 8 =822
2+ 1156 = 6724
x* = 5568

x=74,6 cm

11 przypadek:

Odpowiedi: Odlegtos¢ pomigdzy punktami stycznosci w pierwszym przypadku wynosi 80 cm, a w dru-
gim 74,6 cm.

| ZADANIE 3

= Odleglosc srodkéw dwoch okregéw wynosi 6 cm, a jeden z promieni okregu ma dlugoséé 2 cm. Roz-
waz wszystkie mozliwe polozenia okregow, okreslajac dlugosc¢ promienia drugiego okregu.

ROZWIAZANIE

|0102| =6cm i r2=2cm

1) gdy O < 11 < 4 — okregi roztyczne zewnetrznie
2) gdy r = 4 - okregi styczne zewnetrznie

3) gdy 4 < r < 8 — okregi przecinajq sie

4) gdy r, = 8 - okre¢gi wewnetrznie styczne

5) gdy r, > 8 - okregi wewnetrznie rozlaczne

FIGURY PODOBNE

"ZADANIE 1

=’ W dwoéch tréjkatach rownoramiennych katy przy podstawach sa réwne. Podstawa i rami¢ w jednym
tréjkacie wynosza odpowiednio 5 cm i 8 cm, a obwéd drugiego trojkata wynosi 35 cm. Oblicz diu-
gos¢ podstawy i ramienia drugiego tréjkata.

8c
LY
5cm X
Ob=8+8+5=21

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

Dane trojkaty s3 podobne. Stosunek obwodéw figur
podobnych jest réwny skali podobienstwa.

FIGURY PODOBNE

5 25
gousts g3 B0
303 3

odpowiedz: Podstawa drugiego tréjkata ma diugosc ? cm, a ramig — cm.
3

EARDNIE %

W réwnolegtobok, ktérego przekatne wynosza 10 cm i 15 cm, wpisano romb w ten sposéb, ze boki
rombu s3 réwnolegte do przekatnych réwnolegloboku. Oblicz dlugoé¢ boku rombu.

ROZWIAZANIE

Sporzgdzamy pomocniczy rysunek.

AC=15cm,BD=10cm
EF=FG=GH=HE=2x

Korzystamy z podobienstwa tréjkatéw HGD i ACD.

10x=75—15x 25x=75 x=3

OdpowiedZ: Bok rombu ma dtugo$é 6 cm.

< Oblicz dlugosé przekatnej prostokgta o obwodzie 60 cm, podobnego do prostokata o bokach dtu-
goscid cmi 6 cm.

ROZWIAZANIE

a
Ob =60
b d 4
6
Jeshi prostokaty sa podobne, to:
a 6 a 3
b4 b 2

2a=3b
2a+2b=60 - obwdd prostokata

b=12cm 2a=3-12 /2 a=18cm

d=JE 117 /%9132 =5l em

Odpowiedz: Przekatna prostokata ma dhugosé 6J13 em.

3b+2b=60 5b=60 /5
Obliczamy dtugos¢ przekatnej.
@’ =a® +b? =182+122 =324 + 144 = 468
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3 Sprawdz, czy tréjkaty sa podobne, jesli:

1
2 stosunek obwodéw dwéch kwadratow jest réwny g Oblicz dlugoéé bokéw kwadratow, gdy suma
ich pél wynosi 160 cm?,

ROZWIAZANIE
P, + P, = 160

3x (3x)? + 2% = 160
92 + 22 = 160
xD 102=160 =16 x=4

3x=3.4=12

Odpowiedz: Boki kwadratéw majg dlugodéé¢ 4 cm i 12 cm.

ZADANIE 5

1.1
a) dlugosci ich bokéw wynoszg: 5,121 13 oraz 2 15: lzn

b) dlugo$¢ ich bokéw i kat miedzy nimi wynosza: 5, 8 i 64° oraz 24, 151 64°

¢) miary ich katéw wynosza: 70° i 30° oraz 70° i 80°.

ROZWIAZANIE

Ad a) Jezeli tréjkaty sa podobne, to stosunki dlugosci bokéw w jednym tréjkacie sg takie same jak
w drugim tréjkacie:

1 1 11
_2 5_2 12_5
n==% 2=2 2.3
1
12 ! i3 .1 E |
5 4 4
1
5 15 5
L= P=2=-2-2 =P
12 6 26 12
5
1
5 5 14 2 N ,
2)L,=— P=%£=—.—== L, #P, - trojkaty nie sa podobne
#"1a 5 25 5 2 #hy —troaly
4
AdDb) 5, 8,64° 24,15, 64°
Katy sa takie same.
5 155
8 24 8

Stosunek dlugosci bokéw jest taki sam.
Odpowiedz: Trojkaty s3 podobne.

Adc¢)
70°, 30° 70°, 80°
180° - (70° + 30°) = 80° 180° - (70° + 80°) = 30°

Odpowiedz: Tréjkaty sa podobne — oba maja katy o miarach: 30°, 70°, 80°.
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Trsjkat
Przyjmujemy oznaczenia w tréjkgcie ABC:

a, b, ¢ — dlugosci bokéw, lezacych odpowiednio naprzeciwko
wierzchotkow A, B, C

2p=a+ b+ c - obwod tréjkata

a, B, v — miary katéw przy wierzchotkach 4, B, C

hay he, he — wysokosci opuszczone z wierzchotkéw A, B, C

R, r - promienie okregéw opisanego i wpisanego

Wzory na pole tréjkata

1 1 1 1 :
PAABC=E‘“'ha=E'b'hb=E'C'hc PAABC=Ea'b'Sln7
P =lazsmaﬂ:ZR2-sinu-smB-sin P Esancs #J( —a)(p-b
2 sino Yo B Gse TPl a) (P ) (pvc)
‘Trojkat prostokatny

a) Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym:

sinot—E coscL—-é toz—a
g 007 e by

A

b) Twierdzenie Pitagorasa: a’ + b*=¢?

Zwigzki miarowe w tréjkacie prostokatnym

h2=|AD|/| DB| b=
¢
a=c sina=c cosp a=b-tg0t=b-L
tgp
1 a+b—c
R==¢ r= =p—
2 2 T
Tréjkat réwnoboczny
@
a - dlugoéé boku
h — wysokos$¢ tréjkata
a a
e &
2
2
A R Figlt
—a —a 4
2 2
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Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek aczacy wierzcholek trojkata ze srodkiem przeciwleglego
boku. Srodkowe trijkata przecinajg sie w jednym punkcie, nazywanym srodkiem cigzkosci trojkata.
Punkt ten dzieli kazda $rodkows w stosunku 2:1.

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest Srodkiem
okregu wpisanego w ten trojkat.
Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Symetralne bokéw tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu opisanego
na tym trojkacie.

Odcinek laczacy srodki dwoch bokow tréjkata jest réwnolegly do trzeciego boku i jego dtugosé jest
réwna potowie dtugoéci tego boku.

Kwadrat Prostokat

d P=a’ 5 P=ah
4 Ob = 4a Ob=2a+2b

d=a2
a a
Romb
D C  Czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw réwnoleglych jednakowej dlu-
gosci. 1

h Pole rombu; P:ah:az-sina:;|AC‘v|BD|

3 Ob =4a
A e B Przekatne rombu polowia sie i przecinajg pod katem prostym.
Réwnoleglobok

D C  Czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw réwnoleglych.
Pole réwnolegtoboku:
1 b P:ah=a-b-sinu:%-}AC}-‘BD|-sin(p
Al g a B Ob=2a+2b
Trapez
Bl _hE e
Czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw réwnoleglych.
h
Pole trapezu: P= i h
EL 2

Al a 'B
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Deltoid
D
Czworokat, ktéry ma o symetrii, zawierajaca jedna
A C z przekatnych.
Wzér na pole deltoidu: P :%. |AC|-| BD|
B

9 Znajdz dlugosci bokéw prostokata, wiedzac, ze stosunek dlugosci tych bokéw wynosi 3:4, a pole
prostokata jest rowne 48 cm’,

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

J
oo 3
y 4
X y=48 Zapisujemy uklad réwnan wynikajacy z treéci zadania.
4x=3y
x-y=48 Uklad rozwigzujemy metoda podstawiania.

< Oblicz diugosci podstaw trapezu, gdy stosunek ich dlugosci wynosi 2:3, pole trapezu jest rGwne
240 cm?, a wysoko$¢ trapezu jest réwna 16 cm.

ROZWIAZANIE

Sporzagdzamy pomocniczy rysunek.
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L

Wypisujemy réwnania wynikajace z tresci zadania,
tworzymy z nich uklad réwnan i rozwigzujemy.
Drugie réwnanie wynika ze wzoru na pole trapezu.

e he——,
o= R
+ 1l

e W
=
[

N
H
)
B
=)

e
=
Il
w | N
a2

(x+y)-8=240

2
3}’

x+y=30

o ——,

w N

5
y+y=30 gy=3{} y=18 x=12

Odpowiedz: Podstawy trapezu maja dlugoéci: 12 cmi 18 cm.

RBRANIED

=) W trojkacie ABC mamy a = 10 cm, b =7 cm. Oblicz diugosc boku ¢, gdy odcinki AD i BD, wyznaczo-
ne przez dwusieczng CD kata C na boku AB, réinia si¢ 0 2 cm.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

b=7cm a=10cm

A x D y B

c=x+y

y—x=2 Korzystamy z danych i twierdzenia o dwusiecznej.

7 10

x Y
y=2+x
7y=10x

7.@2+x)=10x LA

37 g

14+7x=10x =

14 20 34
c=—+—="—[cm]
3 3

Odpowiedi: Diugoé¢ boku ¢ wynosi % cm.

ZADANIE 4

<’ Dziatka na mapie w skali 1: 750 ma ksztalt trapezu réwnoramiennego o podstawach dlugosci 32 cm
i 20 cm oraz ramionach dlugosci 16 cm. Podaj w arach jej rzeczywista powierzchnie.
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ROZWIAZANIE

20 cm C  AB=32cm _
; DC =20 cm Sporzadzamy pomocniczy rysunek.
1 \16 cm

32 cm F B

+32)-h
p= (iq—)— =26-h Obliczamy pole tego trapezu (na mapie).

h=+220=2/55

P =52455 ~385,6423213 cm? = 385,64 cm?

Brakujgcg wysokos$¢ znajdujemy z twierdzenia Pitago-
rasa.

B +6° =16

P, = 385,64 - 562500 = 216 922 500 cm? Obliczamy rzeczywisty powierzchnig trapezu, wyko-
. - rzystujac skalg mapy i wyrazamy powierzchni¢ w arach.
P, =21692,25 m* = 216,92 ar6w.

OdpowiedZ: Rzeczywista powierzchnia wynosi 216,92 aréw.

S Przekatna dzieli czworokgt o obwodzie wynoszacym 32 cm na dwa tréjkaty, ktérych obwody wyno-
sza, odpowiednio, 20 cm i 24 cm. Oblicz dlugosc tej przekatnej.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktorym zazna-
czamy przekgtng o dtugodci x.

a+b+x=20cm
e+f+x=24cm
atb+e+f=32

Obwad trojkata ABD, obwodd tréjkata BCD, obwdd
czworokata ABCD. Dodajemy obwody tréjkatow
iuwzgledniamy obwdd réwnolegloboku.
a+b+2x+e+f=44

32+2x=44

x=6cm

Odpowiedz: Przekatna ma dlugos¢ 6 cm.

ZADANIE 6

$W trojkat réwnoramienny ABC, w ktorym AC = BC i AB = 10 cm, wpisano okrag. Oblicz ob-
woéd trojkata ABC, wiedzac, ze punkt stycznosci D okregu wpisanego dzieli bok AC (poczynajac
od wierzcholka C) w stosunku 3:2.
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ROZWIAZANIE
(&
Sporzgdzamy pomocniczy rysunek.
D
AD =2x, DC=3x
1
A T B AD=AE=EAB:5
Zatem:
5
2x=5 x== 3x= 7l
2 2

Obwod =10+ 12,5+ 12,5=35cm
Odpowiedi: Obwod trojkata ABC wynosi 35 cm,

ZADANIE 7

= Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosé 6 cm i 8 cm. Oblicz tangens kata pomiedzy
wysokoécig tréjkata poprowadzong z wierzcholka kata prostego a krotsza przyprostokatna.

ROZWIAZANIE

x
tgoc=; =7 h=? e=17

Obliczamy przeciwprostokatng ¢ z tw. Pitagorasa,
=6 +82=36+64=100 ¢= /100 =10cm
Obliczamy x i h z tw. Pitagorasa.

x*+h*=6" R =36-x*
{(10—x)2+h2_32 {(102—2-10-x+x2)+(36*x2J:64
100 - 20x + 2% + 36 - x* = 64
72 18

X=—=—

20 5

-20x =64 - 136 —20x=-72 [:.(-20)

2
18 324 I
hzzss{—} =56~ g i s jp Mg LI g (576 P
5 25 2525 25 25 25 255
x 18 5 3
tgc(:fz—‘*-:—
h 5 24 4

Odpowiedi: Tangens kata wynosi: Z
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'ZADANIE 8

ﬂ Oblicz dlugos¢ réwnolegtoboku, ktérego obwdd wynosi 96 cm, a wysokoéci sg w stosunku 7: 5.

ROZWIAZANIE

hz:h|:725
Ob=2a+2b

Dane: Ob = 96
b Wzory: P =ah = bha,

a

Wykorzystujemy stosunek wysokosci i obliczamy stosunek bokow, korzystajac z pola réwnolegtoboku.

ahl=bh2 /Zh] /b

fz.}flzz S5a=7b
b b S

Korzystamy z obwodu i obliczamy a i b.
2a+2b=96

a+b=48 /7

{ 5a4-7b=0

7a+7b=7-48

{ 5a—7b=0

12a=7-48 /112 a=7-4=28cm b=48-a=48-28=20cm

Odpowiedi: Boki réwnolegloboku majg diugos¢ 28 cm i 20 cm.

ZADANIE 9

3 Oblicz pole i obwod rombu o kacie 120° i diuiszej przekatnej dlugosci 8 cm.

Dane:
a=120°d=8cm, P=%,0b=%a="?

Wrzory:
2 2
Ob=dg, poz. B¥3 V3, a3
4 2 2
ROZWIAZANIE
Obliczamy a:
3 Jezeli kat rozwarty ma miare 120° to romb sklada si¢
a_\/: =4 [.2 af3=8 /3 z dwoch trojkatow, w ktérych wysokoéé jest polows
2 przekatnej h = 4.
3a=8J3 /:3
83
a=———-9aam
5
Obliczamy obwdd i pole:
2
Z 3 83 3 64-3 v3 3243
0b=4a=4~—8\/§=—32£cm P:M:az-iz i -—\/—_=—-£= J_cmz
3 3 2 2 3 2 9 2 3

cm

38
. .

Odpowiedz: Obwdd rombu wynosi 3243 cm, a pole
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Rownanie kierunkowe prostej wyraza si¢ wzorem y = ax + b, gdzie a jest wspolczynnikiem kie-
runkowym @, natomiast b wyznacza na osi rzednych punkt przeciecia z tg osia (0, b).

Gdy znamy wspétrzedne dwoch punktéw A = (x4, y4) i B = (x3, y5) przez ktére przechodzi prosta, to

jej réwnanie mozemy wyznaczy¢, podstawiajac wspolrzedne punktéw do réwnania kierunkowego i
rozwigzujac uklad réwnan, lub skorzystaé ze wzoru:

(7 = ya)(x8 - x4) = (y8 - ya)(x - x4) = 0.
Rownanie ogolne prostej: Ax + By + C = 0, gdy A i B nie s3 réwnoczesnie rdwne zero.

Proste réwnolegle — dwie proste o rownaniach kierunkowych y = aix + by oraz y = axx + by 53 row-
nolegte, gdy ich wspétezynniki kierunkowe sa takie same: a; = as.

Proste prostopadle - dwie proste sa prostopadle, gdy ich wspélczynniki kierunkowe sg liczbami

1 1 af i
przeciwnymi i odwrotnymi réwnoczesnie, np. 2 i _E’ -31 5, _Zl 5
: 1 1
Gdyy=ax+b i y=ax +byto aigz=-1, g, =——, a,=——.
a, a

3 Wsréd podanych réwnan prostych wskaz réwnania ogélne i kierunkowe. Zamien réwnania kierun-

kowe na ogdlne i ogélne na kierunkowe.
a) ~2x+y+10=0 b) V3x-2y=0 ) y=6

2 1
d) y=—"x+=- e) x-5=0
F=—g¥t, )

ROWNANIE PROSTEJ
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Ada)
_2x+y+10=0 - postac ogolna

y=2x- 10 - postac kierunkowa

Adb)

J3x—2y=0 - postac ogoina

_.Zy = —ﬁx
3

y=——x - postaé kierunkowa
2

Ado)
y-6=0 - postat ogolna

Ad d)

y= —Ex + L posta¢ kierunkowa
3 2

7. 1
Zxiy——=0 /6
B 2

= |

4x+6y-3=0 - postacogolna

Ade)

x-5=0 - postac ogolna

2
Zx+6y-
i

—| o

L
2

ROZWIAZANIE

Jest to rownanie ogolne prostej. Aby zamienic je
na réwnanie kierunkowe, nalezy z danego réwnania

wyliczy¢ y.

Jest to rGwnanie ogolne prostej. Wyliczamy y.

Jest to réwnanie kierunkowe. Aby uzyskac jego po-
staé ogolng, wystarczy przenies¢ wyraz wolny na le-
w3 strone.

=0

x=5 - taprosta jest rownolegta do osi rzgdnych i nie ma postaci kierunkowej

|ZADANIE 2.

y=ax+b
1=-2a+b
—4=2a+b
255, =
2
2aﬁ§:—4
2
2a=—4+—
2:1:—E
2
5
a=-=
4

2 Napisz réwnanie ogélne prostej, wiedzac, ze przechodzi ona przez punkty A(-2, 1), B(2, -4).

ROZWIAZANIE

Réwnanie ma postac:

Nalezy utozy¢ uktad réwnan, korzystajgc z faktu, e da-

ne punkty naleza do proste;.

. e ]
4 4 2

5 3
—x+y+==0 /-4
4x 4 2

S5x+4y+6=0

Odpowiedz: Réwnanie ogélne prostej ma postac 5x + 4y + 6 =0.
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P

= Podaj réwnanie kierunkowe prostej, gdy naleza do niej punkty E = (-3, 4} i F = (5, -2).

ROZWIAZANIE
E=(-3,4) F= (5.=2)
(v - yed(xe - x5) - (yr - ye)(x - x6) = 0
(y-4)5+3) - (-2 -4)(x+3)=0
(y-4)-8-(-6)(x+3)=0
8(y-4)+6(x+3)=0 /2
4y-16+3x+9=0

Mozna rozwigza¢ zadanie tak, jak zadanie 2,
lub skorzystac ze wzoru na rownanie prostej
przechodzacej przez dane dwa punkty. Korzy-
stamy ze wzoru.

4(y-4)+3(x+3)=0
4y=-3x+7=0 /4

Odpowiedz: y= —Ex + I réwnanie kierunkowe prostej.
4 4

ZADANIE 4

= Podaj réwnanie prostej réwnoleglej do prostej x - 3y + 4 = 0 i przechodzacej przez punkt B = (2, -3).

ROZWIAZANIE

x=-3y+4=0, B=(2,-3). Proste s3 rownolegle, gdy ich wspotczynniki
x-3y+4=0 kierunkowe s3 takie same.

Zapisujerny prostg w postaci kierunkowej.

“B3y=-x-4 /[(-1) Jy=x+4 /3

1 4 : : o ;
y= gx + 5 réwnanie prostej w postaci kierunkowej

a= g - wspdtczynnik kierunkowy prostej rownoleglej B=1(2,-3)

Podstawiamy dane do postaci kierunkowej prostej i obliczamy b:

y=ax+b ax+b=y
12 2 2
—Z4p=-3 Z4p=-3 p=—3-2=32
31 3 3 3

1 2
Odpowiedz: Prosta réwnolegla ma réwnanie y= gx —35.

ZADANIE 5

= Podaj réwnanie prostej prostopadlej do prostej —2x - y + 1 = 0i przechodzacej przez punkt C = (4, -1).

ROZWIAZANIE

Z réwnania ogdlnego prostej przechodzimy do postaci kierunkowej, by otrzymac wspotczynnik kie-
runkowy.
-y=2x-1

[{-1) y=-2x+1

1
a :5 — liczba przeciwna i odwrotna do -2 C=(4,-1)

y=ax+b
ax+b=y

Podstawiamy dane do postaci kierunkowej
i obliczamy b:

+b=-1 2+b=-1 b=-1-2=-3

1
Odpowiedz: Réwnanie prostej prostopadlej to y = Ex —3;
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ZADANIE 6

- Okresl wzajemne polozenie prostych danych réwnaniami:

b) ki—dx+6y—1=0

d kx+3-y-243=0

a) k:y=%x76 I:x-3y=0 Lra=2p+2=0

C) k:x+\E'J’*2\E:0 l;yz\/§~x+1 I:y:\E-x-i-l

ROZWIAZANIE

Zapisujemy proste w postaciach kierunkowych i okre§lamy ich polozenie.

Ada)

k: y:}’l—x—G I x43y:0
“3y=-x /-(-1)
3y=x /'3

1
Y—gx

Odpowiedi: Proste majg takie same wspéfczynniki kierunkowe, s3 réwnolegfe.

Adb)
k: -4x+6y-1=0 Lx-2y+2=0
6y=4x+1 /6 “2y=-x-2/(-1)
4 1
=—x+— 2y=x+2 /2
¥ PR Y 1
2 1 y=—x+1
y=—x+-— 2
3 6
Odpowiedi: Proste przecinajg sig.
Adc)
k: x+3y-23/3=0 0 y=-[3x+1

\/§y=*x+2\/§ /:\/5

1

y=——Fx+2
3
Odpowiedi: Proste sa prostopadle, ich wspétczynniki kierunkowe sg przeciwne i odwrotne,
Ad d)
1
ke y=—-2—x+3 L x+2y-6=0

2y = —x +6 /:2

1
==
=73

Odpowiedz: Rownania prostych sg takie same, s to dwie pokrywajace si¢ proste, czyli jedna prosta.
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£

byy=4x+4 i y= gx—ﬁ
3

=) Oblicz punkt przecigcia sie prostych:
a)y=2x+5 i 3x+4y-31=0

)2x-y+5=0 i 3x+y-2=0

ROZWIAZANIE
Ada)y=2x+5 i 3x+4y-31=0
3x+4(2x+5)-31=0
3x +8x+20=31 11x=11 /:11 |
y=2-145=7

Gdy mamy prosta w postaci kierunkowej i ogélnej,
to najlatwiej podstawi¢ w miejsce yw postaci ogol-
nej réwnanie postaci kierunkowej.

Odpowiedz: Punkt przeciecia si¢ prostych to P = (1, 7).

. 2 2
Adb)y=4x+4 i y =1§x 73 Gdy obie postacie sa kierunkowe, najlepiej przy-

5 9 R
T Ex -3 /3 réwnac do siebie wzory.

12x+12=5x-2 Tx=-14 17 x=-2 y=4-(-2)+4=-8+4=-4

Odpowiedz: Punkt przecigcia si¢ prostych to P = (-2, —4).
Adc)2x-y+5=0 i 3x+y-2=0

2x—y=-5

3x+y=2 *

5x=-37/:5 X=—=

* }’—2—3x=2—2-(*J:2+—=3—
1 5

Odpowiedz: Punkt przecigcia sie prostych to P= (—E SEJ
5 5

DLUGOSC | SRODEK ODCINKA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Dlugosé odcinka AB = \[(x, —x,)* +(y, ~ y,)?

X, t+xg

Wspélrzedne érodka S odcinka AB: x, = Sl Yat Vs
2

3 2

DEUGOSCE | SRODEK ODCINKA
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ROZWIAZANIE
Obliczamy diugosc odcinka CD.

|CD|: (xp—%c) +(¥p -yc)

ICD}:,!{3+2)2 +(2-1)? =452+ (=32 =/25+9 =134
X% Yet¥e =[ﬂ EJ:[l ,1}
=172 7 2 7 ' 2 27 '3

1 1
odpowiedz: Odcinek ma dhugosc /34, a érodek odcinka ma wspétrzedne (5 » E)

Obliczamy wspolrzedne frodka
odcinka CD.

ZADANIE 2

]

kujace wartoéci wspolrzednych koficow odcinka:
(1,2), F=(f,-3), |EF| =35 ¢)G=(2,-4), H=(8,h), |GH| =4
ROZWIAZANIE

aE

Ad a)

Gep— P + (e —yg)? =|EF| /(7 (F- 1P+ (=3-27= (357

(f-1)?+25=45 (f-1-20=0 (f-1?-(207 =0
[(f-1)+\/;1-75:|'|:(f*1)_2\/§]=0 Korzystamy ze wzoru a” - b* = (a + b)(a - b).
f-1+245=0 lub f-1-25=0

f=1-25 fo=1+2V5

A S

Odpowiedz: Wspdtrzedne punktu F mogg miec wartos¢ b = (1=2+/5,-3) lub E =01+ 24/5,-3).

Adb)
JOoy —x5) +(yy =) =|GH| /()
(8-2V+(h+4) =4 36+ (h+4)7=16 (h+4’=20 )

Odpowiedz: Taki odcinek nie istnieje, poniewaz wyrazenie podniesione do kwadratu nie moze by¢ ujemne.

| zaoanie 3 I

LLA(’_WWN. L.

:} Wiedzac, ze punkt S jest §rodkiem odcinka, oblicz brakujgce wspolrzedne odcinka KL.

a) S=(-3,-1), K=(4,-2), L=2? b)S=(-2,3), L=(-1,5), K=?

ROZWIAZANIE

< PunktyC=(-2,1)iD =3, -2) sa koricami odcinka CD. Oblicz dlugoé¢ odcinka CD i wspétrzedne

punktu S, ktéry jest srodkiem tego odcinka.

Odpowied#: Punkt L ma wspdtrzedne L = (-10, 0).

Ad a) Adb)
XX, Yetdi|_g d Al WL o A W
2 2 2 02
4+x; —2+y; =(-8,~1 Xe=L1 yp+5 —(-2,3)
) : 2 .2
E -1
=83 7 i T Koo J2 xt5_g
2 2
4+x,=-6 “24yp=-2 X b=l YE#S =6
x;,:—lO yL:O xxk=-3 yKZI
L=(-10,0) K=(-3,1)

Odpowiedi: Punkt K ma wspotrzedne K= (-3, 1).
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ZADANIE 4

< Oblicz pole i obwod kwadratu, gdy jego przeciwlegte wierzchotki majg wspétrzedne A = (-2, 1),

C=(3,-4).
ROZWIAZANIE
D (&
d a
A i B

Obliczamy przekatng d kwadratu — diugoé¢ odcinka AC.

| AC | yf(xe =%, 2 +(ye = 340

|AC| =3 +2) +(~4-17 =+/25+25=/50 =25-2=5V2
d=5J2  d=a2  a=5- dlugos¢ boku kwadratu
Ob=4a=4.5=20 P=g’=5"=125

Odpowiedi: Pole kwadratu wynosi 25, a obwdd 20.

OKRAG W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnanie okregu o érodku S = (g, b) i promieniu r, r> 0: (x.

ZADANIE 1

3 Podaj réwnanie okregu, znajac jego srodek i promien:

a) 8= (-3;4);r=2 ¢)S=(-2,-6),r=3

b) S=(2,-5), 7= =
3
ROZWIAZANIE

Adb) (x-2)+(y+5)= %

Ada) (x+3)7+(y-4°=4 Adc) (x+2)° + (y+6)*=9

:) Podaj wspotrzedne srodka okregu i jego promien, znajac rownanie okregu: 16
a) (x+2)+(y-6)7=5 b) (x+ 4+ (y+7)*=20 c)(x—3)2+(y—1)2=ﬁ
ROZWIAZANIE

Adb) S=(-4,-7),r= 20 =+/1.5=25

Adc)S=(3,1),r=

I |

Ada)S=(-2,6),r=+5

OKRAG W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
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9 Napisz rownanie okregu:

0 eniu 3 stycznego do obu osi uktadu,
b) o rodku S = (2, -3) i stycznego do osi odcigtych,
¢) o érodku § = (-4, 5) i stycznego do osi rzednych,
d) przechodzacego przez punkt P = (8, 9) i stycznego do obu osi.

ROZWIAZANIE

$i1=(3,3)r=3 (x-37+(y-37"=9

S;=(-3,3) r=3 (x+3P+(p-3V7=9
S3=(-3,-3) r=3 (x+3)+(y+3)7=9
5:=1(3,-3) re=3 (x-3)P+(y+37=9

Odpowiedi: Sg cztery okregi, ktdre spetniajg warunki zadania. Ich réwnania to:
(x-3P2+(y-372=9,(x+32- (-3 (x+37+(+3) =9, (x-3)*+ (y+ 3)*=9.

Adb)
§=(2,-3)
Ya
2 05 odcietych to 0§ 0x. Odleglo$¢ punktu S od osi odcig-
s tych to 3 jednostki, wigc promien okregu ma dlugos¢ 3.
S=12,~3) r=3
3 'S1

Odpowiedz: Réwnanie okregu ma postac: (x - 2)* + (y + 3)* = 9.

Adc)
§=(-4,5)
Y 04 rzednych to 0§ 0y. Odleglosc¢ punktu § od osi Oy wy-
nosi 4, wiec r = 4.
3
-4 X

Odpowiedi: Rownanie okregu ma postaé: (x + 4)* + (y - 5)° = 16.
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Add)

Jezeli okrag ma by¢ styczny do obu osi i przechodzi¢ przez punkt z pierwszej ¢wiartki ukladu wspoltrzed-
nych, to obie wspétrzedne srodka okregu musza by¢ takie same:

S = (a, a), promien okregu ma rowniez dtugoéé a.

Jezeli punkt P nalezy do okregu, to podstawiamy wspdlrzedne tego punktu do réwnania okregu i obli-
czamy 4.

(x-al+(y-a)i=a

8 -2-8a+a*+9*-2-9-a+a’=a’
@’ -34a+145=0

P=(89)
64— 16a+a’>+81-18a=0

34-24 34424
@:24 al: " =5 QZ: . =

Odpowiedz: Otrzymujemy dwa okregi o réwnaniach: (x - 5)° + (y- 5)* =25 oraz (x - 297 +(y- 29 = 841.

A =(-34)> —4.1.145=1156 - 580 = 576 29

Sprawdzamy poprawnos¢ obliczen na rysunkach:

(x-57+(y-57=25 P=(89) (x-29+(y-29)=841 P=(809)
Y
P=(8,9)
5
\ 5 8 X

ZADANIE 4 |

< Do okregu naleig punkty A(0, 1), B(3, 0) i C(4, 3). Oblicz pole tréjkata rownobocznego opisanego
na tym okregu.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy rysunek.

Trzy punkty niewspolliniowe wyznaczaja okrag. Pro-
jektujemy réwnanie tego okregu, a nastgpnie podsta-
wiamy w miejsce x i y wspélrzedne danych punktdw,
otrzymujac uktad réwnan z trzema niewiadomymi:
wspotrzednymi a i b §rodka okregu oraz promieniem
r okregu.

(x—a)+(y-by=r
a’+(1-b) =r?
(3—a)P+b* =r?

(4-a) +(3-b) =r*

al+b? —2b+1=r?

@ +b*—-6a+9=r’

Zauwazamy, Ze przy odejmowaniu réwnan stronami
(np. odejmiemy pierwsze i drugie réwnanie od trze-
{—8a4b+24 =0 /:(-4) ciego) zredukujg si¢ wszystkie kwadraty i pozostanie

at+b* —8a—6b+25=r>

uklad dwdch réwnan liniowych z dwiema niewiado-
mymi aib.

—2a-6b+16=0 [:(-2)

OKRAG W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
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2a+b=6 1{-)
{a+3b:8 /2

2a-b=—-6

{2a+6b=16

s5p=10 /:5

b=2

a+3-2=8 a=8-6=2 =2

2_224(1-22=5 ot \/g W da_lszym ciagu b.n;dziemy p_otrzel.mwalj jeAd)'fnie pro-

mienia okregu. Wiemy bowiem, ze promien okregu
wpisanego w tréjkat réwnoboczny to jedna trzecia wy-
sokoscl tego tréjkata. Majgc wysoko$é, mozemy obli-

czy¢ bok trdjkata, a potem jego pole.

3d=615 /:3 d=215

r:%h h=8r=35

a3 35 _dV3 da=6l5 1A
2

2 1

2 ;
S:df:4 12\6215\/5

Odpowiedz: Pole trojkata wynosi 153.

ZADANIE 5

3 Napisz réwnanie okregu, ktorego srednica jest odcinek prostej x — 2y — 6 = 0 wyciety przez hiperbole
o réwnaniu: xy = 8.

ROZWIAZANIE

x-2y-6=0

-2y=-x+6 [ (-1) 2y=x-6 /2

1 . . . 1 .
=g 3 - réwnanie prostej w postaci kierunkowej

B ] o 6 2
BT

-3 0 -2
1; 2 1
X=0 =-3 x=2 =———3=1-3=-2 =0:0==x-3
* ¥ 21 y 2x
1
——x=-3 /(1)
2
ix:?a /-2
2
x=6
xy=28
Y==
X
X -8 -4 -2 -1 0 1 2 4 8
¥y -1 -2 -4 -8 x 8 4 1
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WIELOKAT W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH
s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

7dobyte wezesniej wiadomoéci i umiejetnoéci pozwalajg rozwigzywad roznorodne zadania dotyczace
trojkatow oraz czworokatéw umieszczonych w ukfadzie wspotrzednych.

W zadaniach tych warto wykona¢ doktadny rysunek w ukladzie wspotrzednych. Rysunek nie jest roz-
wigzaniem zadania, ale pozwala sprawdzi¢ poprawnoé¢ obliczen.

Uwagal We wzorach maturalnych znajduje si¢ wzor na pole trojkata, gdy dane sg wspétrzedne jego

wierzchotkow.

A = (x4, y4), B = (x8, ¥8), C = (xc, yc) W bQrirooas
wlorgyS

Pisc = %'(xs =%,) (Yo =) =0 = 22) (B —x,) |

ZADANIE 1

oBoki tréjkata zawierajg si¢ w prostych o réwnaniach: -x+y +2=0, y= —gx +2 E, -7x-y+10=0.
5

blrzed i ow trojkata.
y:%x—Zt Obliczamy wspélrzedne punktow A i B. fyznace wapéitzedne wierzcholiow trdjly
3 ROZWIAZANIE
Y=oz
x Dy=x-2 2) y:—§x+2§ 3)y=-7x+10
1
Ex -3=— Jx Kazdy z wierzchotkow to punkt przecigcia si¢ pary prostych.
. Na przyktad: A: 1i12,B:2i3,C: 113,
1 2
Zx2_3x—-8= : 4
Zx 3x-8=0 /2 A: J«:—Z:—Ex+2é B: —§x+2—:—7x+10
5 5 5 5
X -6x-16=0 a=1,b=-6,c=-16 3 4 8 2 1 32
l=x=4— /:= 6-x=7—- [i—
A=b—dac=(-6-4-1-(-16) =36 +64=100 JA =10 5 5 5 5 5
6—-10 8 : 24 5 36 5 9 1
x1: =2 }’12-2*4 A=(—2,—-4) x=—.—=3 X=——==1—
2 -2 5 8 532 8 8
6+10 8
K= =8 ¥y, =—=1 B=(8,1) y=x-2=3-2=1 y:—z-2+10:—g+10:#z+10:2—
2 8 18 8
Obliczamy wspétrzedne punktu § - $rodek . (1,1
S:[xa+xB,J’A+y8J=[2""8"4""1]_[3’11} odcinka AB i §rodek okregu. e=E0 == ]8,28
2 2 2 2 2 Cx-2=-7x+10
Promien okregu jest potows odcinka AB. 8x=12 /8
12. .1 1 1 1 1
1 1 1 1 ="=1= =x-2=1--2=—— = e
r:5|ABf:5\/(xs—xA)z+(y5—y,;)zz%\/{8+2)2+(1+4)2:5\/10%52:5\1125 s el e c(12, 2]

2
Odpowiedz: Okrag ma réwnanie (x—3)? + (y 5 ?.J - lg’_ Odpowiedz: Wierzchotki maja wspétrzedne A = (3,1), B= (1%, 21} Gz [1—, - 7}_
2 4
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ZADANIE 2

3 Korzystajac z poprzedniego zadania, oblicz:

a) rownanie prostej zawierajacej wysokodé trojkata poprowadzong z wierzchotka C,
b) réwnanie symetralnej odcinka AC, ¢) rownanie §rodkowej boku BC,
d) obwdd trojkata, e) pole tréjkata.

ROZWIAZANIE

Ad a)

Wryznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej h.

Prosta h, zawierajgca wysokosc poprowadzong z wierzchotka C, jest prostopadta do AB, punkt C nalezy
do prostef h. Jezeli prosta h jest prostopadla do AB, to wspdtczynnik kierunkowy prostej h jest liczhg prze-
ciwng i odwrotng do wspétczynnika kierunkowego prostej AB.

3 5

Prosta AB to prosta o rdwnaniu y = %x—zé, Ay = g, a, = —g, C=(-1,3)
Podstawiamy dane i obliczamy b:
y=ax+h ax+b=y

5] 5 . . S | 5 1
-Z(-D+b=3  Z+b=3 b=3-12=22-1Z=1- y=-Ix41=

3 3 3 3 3 3 3 3
Odpowiedi: Réwnanie prostej zawierajgcej wysokoé¢ poprowadzong z wierzchotka C ma postaé

5 1

=1,
PR
Adb)

‘Wyznaczamy wspdtczynnik kierunkowy symetralnej AC.
Symetralna boku AC jest prostopadta do AC, a punkt D
nalezy do symetralnej i jest srodkiem odcinka AC.

Obliczamy wspotrzedne punktu D, ko-
rzystajac ze wzoru na wspétrzedne $rod-
ka odcinka.

Prosta AC to prosta: y = —x + 2 wigc a,.=~1, Ay =1
D= X, txs ,)’Aﬂ/c _ 3+(—1)’—1+3 —(1)
2 2 2 2
Do postaci kierunkowej podstawiamy dane: a = 11 D = (1, 1) i obliczamy b:

1-1+b=1 b=0

y=ax+b ax+b=y

Odpowiedz: Réwnanie symetralnej AC ma postaé y = x.
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Adc)

¢rodkowa to prosta, ktdra przechodzi przez wierzcholek trojkata i érodek przeciwlegtego boku. Srodko-
wa BC to prosta, do ktorej nalezg punkt A oraz punkt E - §rodck odcinka BC.

gt Ya+ye)_(—2+(1) —4+3H_§ _1]
E— 2 2 2 ) 272

B i E=[—§,—§} (7 - ya)(s - xa) - (v - ya)(x - xa) = 0

o+ 1)(—%3][;+1J(x3)—0

Wyznaczamy réwnanie prostej, korzy-
stajac ze wzoru na prostg przechodzacy
przez dwa dane punkty.

( +1}[74l\7l(x73)—0
¢ 2J 2 -

9 1. 1 1
AR, B L L)
$ 2 2 2’ 2 2 2
9 1 9 1 2 12 32
B 43 /(- Zy=——x-3 /= s e
272" = 2’ 2 9 T T

1
0OdpowiedZ: Réwnanie srodkowej boku BC ma postac y = —gx ~g

Add)
A=1(3,-1), B=(-2,-4), C=(-1,3)
Obliczamy dlugo$¢ odcinka AB:

Ob = |AB| + |BC| + |AC]

|AB |= \/(xB *XA)Z +(y5 7}’A)2

|ABJ= (=23 +(—4+1) =/(-5) +(-3)* =</25+9 =34
Obliczamy dlugos¢ odcinka BC:

|BCl= \ﬁxc _xﬂ)2 +(ye _YB)Z

|BCEA(-1+2)2 + (3+4) =12 +7? =4/1+49 =4/50 =+/25-2 =52

Obliczamy dlugoé¢ odcinka AC:
N O

[AC|=A/(-1-30 + 3+1)? =J(-4)? + 42 =16 +16 =162 =16 -2 =42
Ob =34 +5v2 + 42 =32 + 942

Odpowiedz: Obwad trojkata wynosi Y3449z

Ade)
A=(3-1) B=(-2,-4)
Obliczamy pole trojkata:

C=(-1,3)

1
P:5|(xB —x ) Yo =y )~ (g —yadxc—x,)|
P:1!(—2—3)(3+1)—(—4+1)(-1g3)]:l|(—5)-4—(—3)(—4) |:l|—20—12f:l\—32| g

2 2 2 2 2

Odpowiedi: Pole trojkgta wynosi 16.
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< Boki tréjkata zawieraja si¢ w prostych o réwnaniach -x + y-3=0, -3x+y+7=0,-x -y + 1=,
Wykaz, ze jest to tréjkat prostokatny.

ROZWIAZANIE

Jezeli tréjkat jest prostokatny, to dwie proste muszg by¢ prostopadte.
1)-x+y-3=0 2)3x+y+7=0 3)-x-y+1=0
y=x+3 y=3x-7 y=-x+1

Odpowiedz: Proste y = x + 3 oraz ¥y = —x + 1 s3 prostopadle, wigc trojkat jest prostokatny.

ZADANIE 4

= Wykai, ze trojkat ABC jest prostokatny, gdy:
a)A=(58), B=(-1,2), C=(2,-1) b)A=(-21), B=(-5,-8), C=(1,-2)

ROZWIAZANIE

Ad ;) Jezeli tréjkat jest prostokatny, to diugosci bokdw spelniaja twierdzenie
gl A Pitagorasa. Wystarczy pokazac, ze: |AB|* + |BC|* = |AC|?

|AB| =iy —x, P+ (=33 1P

| ABP=(~1-5)* +(2—8)" =(=6)* +(~6)* =36 +36 =72
|BC|= (e ~xa) +(yc— 1) 10
|BCP=(2+1)* +(-1-2)* =3 +(-3)’ =9+9=18
AN A =i =5, +Ge=7aF 10

~14 \7 5K |ACP=(2-5P +(-1-87 =(-3) +(-9) =9+81=90
G
=|AB|* + |BC =72 + 18 = 90 =|AC|’=90 L=P

OdpowiedZ: Trojkat jest prostokgtny.

Adb)

Obliczamy wspélczynniki kierunkowe prostych ACi BC:

7 T o e
Ac Xe—x, 1+2 3

L _Yo~Yy 248 _6_
e Xo—xp 1+5 6

—gd

B

Odpowiedz: Wspotczynniki kierunkowe prostych AC i BC sg przeciwne i odwrotne, proste s prosto-
padle, wiec tréjkat jest prostokatny.
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| zaoanie s I

QObllCZ pole i obwéd trojkata réwnobocznego ABC oraz wyznacz wspélrzedne wierzchotka C, gdy

=(-3,1)iB=(1,4).
ROZWIAZANIE

Y}

C 1
‘l‘, :lAB‘:\/(xs =% (= y,)

=|AB|=J(1+37 +(4-17 =42 +32 =\16+9 =25 = 5 - dhugos¢ boku

Ob=3a=3.5=15- obwdd trojkata

- wzor na pole trojkata rownobocznego

SZ\f 25~f

et pole tréjkata

Obliczamy wspétrzedne wierzchotka C. Wierzcholek C nalezy do prostej zawierajacej wysokos¢ trojka-
ta h, a dlugosc boku tréjkata np. AC = 5. Prosta h jest prostopadta do AB i przechodzi przez S érodek
odcinka AB.

Obliczamy wspélczynnik kierunkowy AB:

4 1 3 4
G, = da s =~  a=-—— -liczba przeciwna i odwrotna do aap
X=Xy 1+3 4 3

Obliczamy wspolrzedne punktu S:
e xA+xB’yA+yB 2L el —_2)2 o _1,21
2 2 2 2 272 2
S=(—1,21] a=—i
2 3

ax+b=y

4 1 4 1

——(-1D)+b=2= —4+b=2—

5 2 3 2
1 1 3 2 1 4 1

b=2--1-=2"-1-=1- =——x+1— - roéwnanie prostej zawierajacej wvsokoéé h
573 T & 4 3 6 P ) J3Ce] Wy

|AC[=\/(xcfo)3+(yC_yA)2 (P

(ke +32 +(y,-1P =5

Korzystamy ze wzoru na dlugos¢ odcinka AC.

W miejsce yc podstawiamy réwnanie prostej h.

2
(x+3)* + féx+ll‘1 =25
3 6
2
(x+3)%+ lix =25
6 3

2 2
1
e o B W N o) PEPY
6 6 3

6
x2+6x+9+L—Ex+l—x2 =25
36 9 9

25 5 35 25 5 74 1 2 2
—x*+5Zx-15"2=0 —x2+£x72:0 [:25 fx2+vx——3=0 /-36
9 9 36 9 9 36 9 9 36
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A L

4x* +8x-23=0 a=4 b=8 c=-23
A=b —dac=8"-4.4.(-23) =64 + 368 = 432 VA=J132=\16-27 =493 =123 pwa boki réwnolegloboku zawierajg si¢ w prostych x - y + 1 =0 i 3x + 2y - 12 = 0. Punkt P(6, 4)
. —8-1243 B 4(-2-33) B 933 2493 jest punktem przecigcia przekatnych réwnolegtoboku. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych
T 3 T, %y = 5 Pozostale boki oraz wspolrzedne wierzchotkéw.
O T O —2-3Y3 7 _8+123+7 15+12J3 _3(5+43) 5+4\3
==X+ l=——- = = = =
3 6 3 2 6 6 6 6 2 ROZWIAZANIE
41 4 2433 7 8-123+7 5-43
yz:f—x2+1—:——-- +—= =
3 6 3 2 6 6 2
25 \/_’: Sporzadzamy rysunek, na ktérym dane proste sa ozna-
Odpowiedz: Pole tréjkata wynosi , obwaéd 15, a wierzcholek C ma wspotrzedne czone, odpowiednio, k oraz L Ich punkt przeciecia jest
jednym z wierzchotkéw réwnolegloboku. Oznaczamy
ten punkt A.
“243V3 54443 —2-343 5-443
C= “*3% * 2 lub C,= o = » .
Ada,b)
x—y+1=0
ZADANIE 6
] i 3x+2y—-12=0
3 Punkty A= (1, 1), B=(2,2),C=(3,-1) sa kolejnymi wierzcholkami réwnolegloboku. Oblicz jego y=x+1
pole i wyznacz wspoélrzedne wierzchotka D. TR
Fhag e Znajdujemy wspolrzedne punktu A, rozwigzujac uklad
ROZWIAZANIE y=x+1 réwnan danych prostych.
A
Y {3x+2(x+1)ﬁ12=0
B Obliczamy pole, korzystajgc ze wzoru na pole trojkata,
27 gdy dane sg jego wierzchotki. 8x+2x+x-12=0
5¢=10
1 A
x=2, y=3
S\ > A(2, 3) Punkt P jest érodkiem odcinka laczgcego przeciwlegte
1\ 2 3 X wierzchotki rownolegtoboku, punkty A i C. Oblicza-
14 c Wspoélrzedne wierzchotka D obliczamy, korzystajac Hx =6 i 3;}_)_ 2 my wspélrzgdne x i y punktu C, korzystajgc z wzoréw
ze wzoru na wspotrzedne $rodka odcinka. Oblicza- 2 2 na wspotrzedne Srodka odcinka.
_a] my wspolrzedne punktu S, ktory jest srodkiem odcin- x+2=12iy+3=8
D ka ACiBD. x=10, y=5
Papcn= 2Pansc % ; : x : . )
] C(10, 5) Sz.u amy réwnania prostej m, rowno.leg%e] c'l.o Prostg
— Z'EF(XB 20V~ ~(Fa=—ya )Xo —%, )| A ki przecjhodzqce] przez punkt C. Lezy na niej kolej-
ny bok réwnolegloboku, BC. Wystarczy zmieni¢ wyraz
B s :|(2_1)(#171)7(2_])(3_1)r:'1_(_2)_1,2|=1_2_2|=|_4‘=4 10-5+c¢c=0 wolny w réwnaniu prostej k na taki, przy ktérym C le-
c=-5 2y na tej prostej.
[ Xatxe YatYe 1+3 1-1 40 , .
S= 8 " 3 Ll 5 s a3 $=(2,0) - érodek odcinka BD. mx—y-5=0
3x+2y+c=0 Podobnie szukamy réwnania tej Swnolegtej
e : y prostej #, réwnoleglej
S= Ko F%p , Yst+¥p 2+xp , 2+y, ~(2,0) nfzjz;éiggéjﬁ:ggggfd‘;if; 31042 5+c=0 do prostej /i przechodzgcej przez punkt C. Lezy na niej
2 ) 2 2 ; czwarty bok réwnolegtoboku, CD.
c=-40, &
2+x 24 m3x+2y—40=0
> ) ] Yo _p 12 Poréwnujemy odpowiednie d
2 2 wspélrzedne. 3x+2y-12=0 Wierzchotek B jest punktem wspdlnym prostych |
24x,=4 2+ y,=0 X—y—-5=0 oraz m. Rozwigzujemy uklad réwnan.
xp=4-2=2 yp=0-2=-2 y=x-5
D=(2,-2) 3x+2(x—5)-12=0
Odpowiedz: Pole réwnolegloboku wynosi 4, a punkt D ma wspotrzedne D = (2, -2).
' N




156 GEOMETRIA ANALITYCZNA - POZIOM PODSTAWOWY

5x-10-12=0 S5x =22
. E.
5 Y
22 3
B (-— . _}
5 5
x—y+1=0 y=x+1 Podobnie, wierzcholek D jest punktem wspélnym pro-
stych k oraz n. Rozwiazujemy stosowny ukiad réwnar.
3x+2y—-40=0 3x+2(x+1)=40
5x+2=40
38 43
BB p(Bs
5 5 5 .5

Odpowiedz: Proste zawierajgce pozostate dwa boki rownolegloboku majg réwnania x — y — 5 = ¢
oraz 3x + 2y — 40 = 0, a wierzchotkami réwnolegloboku s punkty (2, 3), (%, —%), (10,5)i (3—58 ; E;J
PRZEKSZTALCENIA

W UKLEADZIE WSPOLRZEDNYCH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Symetria osiowa wzgledem osi odcietych OX przeksztatca punkt A = (x, y) na punkt A’ = (x, -y).
Symetria osiowa wzgledem osi rzednych OY przeksztalca punkt A = (x, y) na punkt A’ (-x, y).
Symetria §rodkowa wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych przeksztalca punkt A = (x, y)

na punkt A’ (-x, -y).

:) Znajdi obraz tréjkata o wierzcholkach A = (-4, 2), B =3, -1) i C = (-1, 6) w symetrii wzgledem
obu osi oraz poczgtku uldadu wspélrzednych. Wykonaj rysunek i podaj wspétrzedne otrzymanych
trojkatow.

ROZWIAZANIE
- wzgledem 0si OX: A =(-4,2),B=(3,-1),C=(-1,6)

C e

Tksowe wspotrzedne pozostaja bez zmian,
a igrekowe zmieniajg znak.

Odpowiedz: W symetrii wzgledem osi OX wierzcholki trojkata majg wspotrzedne: A’ = (-4, -2), B’ =
(3,1)iC =(-1,-6).

PRZEKSZTALCENIA W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
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_wegledem os}ir OY:A=(-4,2),B=(3,-1),C=(-1,6)
Cgl

Wspdlrzedna x zmienia znak, a wspét-
rzedna y pozostaje bez zmiany.

I 3 4X

Odpowiedi: W symetrii wzgledem osi OY wierzchotki trojkata maja wspotrzedne: A’ = (4, 2),
B=(-3-1),C=(1,6)
- wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych: A = (-4, 2), B =(3,-1),C=(-1,6)

C Y‘“é Obie wspotrzedne zmieniaja znak.

Odpowiedz: W symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych wierzchotki trojkata maja
wspoirzedne A = (4,-2), B’ (-3,1)iC = (1, -6).

=) Znajdi obraz okregu o srodku S = (-2, 3) i promieniu 3 cm wzgledem obu osi ukladu i poczatku
ukladu wspoétrzednych.

Odpowiedz: Obrazem jest okrag o tym samym promieniu i srodku: §; = (-2, 3), symetria wzgledem OX;
S2 = (2, 3), symetria wzgledem OY; S; = (2, -3), symetria wzglgdem punktu (0, 0).



STEREOMETRIA

GRANIASTOSLUPY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Graniastoslup prosty — wielo$cian, ktdrego dwie podstawy sa wielokatami przystajacymi, a éciafy
boczne s3 prostokatami. ,

Rozwigzujemy zadania tylko z graniastostupami prostymi, dlatego stowo prosty w tresci zadania jest czesto
pominiete.

Graniastostup prawidlowy - gmiastoslggbggm, ktéry ma w podstawie wielokat foremny. Gra-
niastostup prawidlowy tréjkatny ma w podstawie trojkat réwnoboczny, graniastostup prawidtowy
czworokgtny — kwadrat, a graniastostup prawidiowy szesciokatny - szesciokat foremny.

I
J :
! i H
H P
F j e
H H b B
§: a 2 a & e E,E-— -= L -~
,,f a ~. . e
3 A S ; P C
a a a A¥ 7
V=P,-H P=2P,+ Py Py, = 2ph, gdzie 2p jest
obwodem podstawy
graniastostupa

W podstawie graniastostupa moga pojawic si¢ tez inne wielokaty: romb, réwnoleglobok, tréjkat prosto-
katny, trapez itp.

GRANIASTOSEUPY

Szescian - graniastostup prosty, w ktérym wszystkie sciany sg kwadratami.

Prostopadloécian - graniastostup prosty, ktdrego wszystkie $ciany s3 prostokatami.

- SE—— —_—

b

a

Pole catkowite: P. = 2ab + 2bc + 2ac
Objetosé: V=a-b-c

9 Oblicz pole i objeto$c szescianu, gdy przekatna jego sciany wynosi 2 cm.

Dane:
e=2cm a=?3 P=ig, V=7
e
- Wzory:
Pl / e=a2 P=6a V=a
= a
ROZWIAZANIE

a2=2 12
Ja=2 112 a=+2 cm
P=6a=6(\2) =6-2=12 cm?

V=a®=(20 =2 V2-42=22 em®

na przekatng kwadratu.

Obliczamy pole.

Obliczamy objeto$é.

Odpowiedz: Pole szescianu wynosi 12 cm? a objetodé 2 v/2 cm’.

| ZADANIE 2

Obliczamy dlugo$¢ boku ze wzoru

3 Oblicz objetosé i dlugoéé przekatnej szeécianu, gdy jego pole wynosi 5,4 dm?,

Dane:
P=54dm* a=? V=2 d=¢
% d
Wzory
o P=e6d V=g’ d=a\3
. a
ROZWIAZANIE
6a‘=54 /6

Obliczamy dtugosé boku ze wzoru
a*=0,9 na pole.

159
A
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Obliczamy objetosé.

10 1000 1000 100

V_a3[3@}127@-@227-10@:27@ do?

Obliczamy przekatna szescianu.

10 3430
0

dm?, a przekgtna ma diugosé

d:aﬁ:L‘g}-lﬁE:—s@ dm

10
dm

Odpowiedz: Objeto$¢ szedcianu wynosi

< Oblicz objetos¢ i pole powierzchni szeécianu, ktérego przekatna jest o 6 cm dluzsza od dlugosci
jego krawedzi.

Dane:
3-8 xVv3=x+6 -
% Wzory
P=6x" V=5
P X X
ROZWIAZANIE
xV3=x+6 XN3-x=6 Obliczamy diugos¢ krawedzi.

x(\B-1)=6 /(/3+1)

*B-DEB+1)=6(3+1) x(V3)'-1)=6(3+1)

x(3-1)=6(+3+1) 2x=6(3+1) /:2 x=3(3+1) cm
P:6x2=6[3(J§+1)T=6-9((J§)2+2-J§-1+12)=54(3+2J§+1):54(2\/§+4):54-2(\/§+2):
=108(+/3 +2) cm?
V:x3:[3(\/§+1}]3:27(~./§+1)3:27((J§)3+3-(\/§)2-1+3-\/§-12+13}=27(3\f§+3~3+3\/§+1):

=27(6+/3 +10)=27-2(3+/3 + 5) = 54(3+/3 + 5) cm®

Odpowiedz: Pole szedcianu wynosi 108(\/§+2) cm?, a objetosé 54(3\E+5) cm’.

ZADANIE 4

:} Oblicz pole powierzchni prostopadloscianu, w ktorym przekatna o dlugosci 10 cm tworzy z krawe-
dzig boczng kat 30°, a jedna z krawedzi podstawy ma dlugosc 3 cm.

D a Cl D ., B, Dl C
; e b
H
: d d £ b e
: c
S e v e G
= B

GRANIASTOStUPY
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Dane:
d=10cm o =30° b=3cm c=te=tg=1P="
Wezory:
€ 3 .
Z=cosa = Hna a+b=é P=2ab+ 2bc + 2ac

ROZWIAZANIE
s £ £ _ ﬁ Obliczamy ¢ z cosinusa kata.
d 10 10 2
=103 /:2 =53 cm . :

Obliczamy e z sinusa kata.

¢ —sina £ —sin30° £_1
d d d 2
2e=10 /2 e=5cm Obliczamy krawedz a z tw. Pitagorasa.
A+b+el
243t =5 P=25-9=16 a=Fem Obliczamy pole.

P=2ab+2bc+2ac=2-4-3+2-3-5{3+2-4.54/3 =24+ 703 = 2(12 + 35/3) cm?

Odpowiedz: Pole prostopadtoscianu wynosi 2(12 + 35 V3) em?

'ZADANIE 5

= Przekatna éciany bocznej prostopadioscianu o dlugosci 8 cm jest nachylona do plaszczyzny podsta-
wy pod katem 48°, a przekgtna prostopadioscianu tworzy z plaszczyzng podstawy kat 32°. Oblicz
objetoéc prostopadlodcianu i dlugosé przekatne; prostopadloscianu.

ROZWIAZANIE

Dl Cl
C D,
Al Bl
D ¢
f c ¢ da ! c d
b e Jc
b
o
A a B B & ¢ A a B D B
Dane:  f=8cm =48 B=32° g=%b=02c=2V=2d=2
e b
Wzory: ?:sma —=cosq g—:sinﬁ %:COSB a+b =& V=abc

ROZWIAZANIE

c ¢

? =sina G =sin48° Obliczamy bok ¢ z sinusa kata c.
c

§:0,7431 /-8 ¢=59448 =59 cm
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Vo

% =cosa Obliczamy bok b z cosinusa kata o.

, Szedcian o krawedzi @ = 12 cm rozcigto plaszczyzng przechodzacy przez przekatng podstawy i na-
g =cos48° /-8 b=8.0,6691=53528 =54 cm chylong do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz pole i obwéd otrzymanego przekroju.

¢ 59 Obliczamy dlugoé¢ przekatnej prosto- ROZWIAZANIE

—=sinf "~ =sin32° padioécianu z sinusa kata f. H G

d d Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

5.9 59 10,5299

=2 =0,5299 == B

d d 1

0,5299d =5,9 /:0,5299 d=11,1cm
Obliczamy przekatng z podstawy cosinu-

e
—=cosf sa kata 3.
d
= —cos32° /-111 e=11,1-0,8480 ~ 9,4 cm |
o Obliczamy bok a z tw. Pitagorasa. A B
PR @+ (5,4) = (9,4) Podstawa to przekatna kwadratu o boku Prackréjest trojkatem DBKC Aby obliczyé
2_ - _ _ B dhugosci 12 cm. ) jest tréjkatem DBK. Aby obliczy¢ jego po-
?/. 85,367 729,51?1 5599,2 » ;2 . \1521,5 37,7 cm Glisarmpabloiddd Zatem podstawa tréjkata ma dhugosé: le, nalezy znalez¢ diugosé podstawy i wysokosci,
=gbc=7,7-54:59= 4 = cm
L » y o _ ; DB=1242 cm
Odpowiedz: Przekatna prostopadlo$cianu ma diugos¢ 11,1 cm, a objetos¢ wynosi 245 cm. Dhupoté . ]
LC \/5 6 \/5 Mugosc wysokosci obliczymy, korzystajac z funk-
oS N cji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym

ZADANIE 6 K 2 IK’ KLC.

122
LK:—\/_:u\g:ﬁl\/gcm

< W prostopadloscianie o podstawie kwadratu przekatna podstawy ma dlugos¢ d= 2\/; cm, a kat J3 T3
nachylenia przekatnej $ciany bocznej do krawedzi podstawy wynosi o = 60°. Oblicz objetos¢ gra- 1 i
niastostupa. Wyznacz miare kata, jaki tworzy przekatna podstawy z przekatng sciany bocznej tego Pole = 5" DB-LK = 3 i G s T Obliczamy pole przekroju.
graniastoslupa.
=483 cm?
ROZWIAZANIE (KL)* +(LB)* =(KB) Obliczamy obwdd przekroju. Stosujemy twierdze-

nie Pitagorasa do tréjkata KLB, aby obliczy¢ dhu-
gos¢ ramienia trojkata.

(4v6)? +(6v2) = (KBY
96+ 72 =(KB)? (KB =168  KB=4+/168 cm

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

,,,,,, 1ol Obwéd = (1242 +24/168) cm = (1242 + 4v/42) em
S 0% Odpowiedz: Pole jest réwne 48+/3 cm?, a obwéd (1242 +4v42) em.
a v [ : £
‘ ZA.DAN_I_E 8
d=a \/E 2\/5 =a- \/5 a=2cm Obliczamy dlugosé krawedzi podstawy tego gra- o
b . b - - Obliczamy diugoéé krawedzi bocznej, korzystajac 30bhcz pole przekrojow prostopadtoscianu o bokach diugosci 3 cm, 5 cm i 8 cm, gdy plaszczyzna
teo= P fgal= 2T 21860 =232 z funkgji trygonometrycznej w tréjkacie prostokat- przekroju:
nym BCG. : . g
V=at-b=4.2.3 =83 cr® = a) jest rownol.egla do §ciany,
d Obl b + b) przechodzi przez przekatne podstaw,
= iczamy objetos¢ graniastostupa. . . . ) . ) . o
bl L ready e oo i g e,
= = = Zi przez STo awedz j i
X 2 Aby znalei¢ miare szukanego kata, korzystamy P ¢dz1 wychodzacych 2 jednego wierzcholka.
x*=4+12 x*=16,x=4 z funkgji trygonometrycznych w tréjkacie prosto-

katnym OBG. Wystarczy znalez¢ wartoéc funkcji

2 j .
cosfi= % ~0,3536 B~ 69° trygonometrycznej tego kata

Odpowiedz: Objetoéé prostopadloécianu wynosi 83 cm® a kat nachylenia wynosi 69°.
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ROZWIAZANIE

P=8.3=24cm’ P=8.5=40cm’ P=5.3=15cm’
Odpowied#: Pola przekrojow wynosza odpowiednio 24 cm?, 40 cm?i 15 em®,

Adb)

22 =52432=25+9=34
z=+34

P=8z=834 cm?

x?=82+3"=64+9=73
x=+73

P=5x=573 cm?

y? =8%+5" =64+25
y1 =89 y=1/89
P=3y =389 cm’

Odpowiedi: Pola przekrojow wynoszg odpowiednio 5473 cm?, 3+/89 cm?, 8434 cm? .

Adc)

3 A = 8 B . Y AP |
4 8 B B_Tgc B 5
X>=82+5' =89 x=+/89 y =82 +32=64+9=73
p=Lzx=389 cm? y=\5§
’ ’ P=%-5'y=§ﬁcm2
y c B 7z =52 +3*=25+9=34
A)Z,-’ \‘\ E z z=+/34
/D BC P=l'8-z:4z=4\/3;cm2
A B 3

A 8 B
3 5
Odpowiedz: Pola przekrojow wynosza odpowiednio E@ cm?, 5\/773 cm®, 44/34 cm?,

GRANIASTOSLUPY
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A 8 B A E B’ B 3 C
x2=(2,5)’-+42=§+16: 22:42+(1,5)2:15+2: ¥ =257 +(1,5/ =
1 1 29 1 1 734 25 B
=6-+16=22-=" =16+2-=18—="2 4 4 4

4 4 4 4 4 4 &

_\/_8_9_ —@ J’:T

P=Jp(p-x)(p-)(p-2)
P=x+y+z:\/§+\/7—3+\/£_i

2 2 2

4

‘Wzér na pole trojkata, gdy dane sa
dhugosci bokéw tréjkata.

p - polowa obwodu trojkata

L 4 2 4 2 4 2

4

4 4 4

P_\/x/@+«/ﬁ+x/§(\/@+ 73+w/3_4_E][@+ﬁ+ﬁ_ﬁ}(@+ﬁ+@_@}_
4

Zmieniamy kolejno$c i tak zapisu-
jemy, by otrzymac¢ wz6r skrocone-
£0 mnozenia.

(a+b)a-b)=a- b’

—%J[(ﬁ+ﬁ)z —89][89—(J7_3_J£)2] _

1
ZE\/(73+2\,‘73-34 +34-89)(89-73+24/73-34 -34) =

1
=E\/(2\j73-34 +18)(24/73-34 —18) :1}6\/4-73-34—182 :fléx/99284324 =i\/9604 =
:l.%;ﬁZGL cm?

16 1 8 8

Odpowiedz: Pole przekroju wynosi 6% cm?.
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| ZADANIE 9

:) Oblicz pole powierzchni bocznej, kat nachylenia przekatnej do plaszczyzny podstawy i przekatna
graniastostupa prawidlowego czworokatnego, gdy jego objetoéé wynosi 240 em®, a wysokoé¢ ma
dlugosc 12 cm.

Di Dy Ci
Dane: V=240cm® H=12 a=? P=?
a=%? d=1?
B:
p Wzory:
V=Pp H=a’H Pb=4aH
G tgonzi d? = H + (av2)?
e &1\/5
B
ROZWIAZANIE
a’-12=240 /:12 Obliczamy bok a ze wzoru na objgtosc.
@ =20 a=+/20=+/4-5=25cm
P, = 4aH = 4 24/5-12=96+/5 cm? Obliczamy pole powierzchni bocznej.
H 12 6 6
tgo=—==—/—==—=—=——~18987 Obliczamy kat z tangensa kata.
SN PN RN AN TINEXT:

tg62° = 1,8807 o =62° Obliczamy dlugos¢ przekatnej.
& =H+(av2)} =H? +2a* =122+2-20=144+40=184
d=+184 =+/4-46 =246 cm

Odpowiedz: Pole powierzchni bocznej graniastostupa wynosi 964/5 cm?, kat nachylenia przekatnej
do plaszczyzny podstawy ma warto$¢ 62°, a przekgtna ma diugosé 2 J46 em.

=’ W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym przekatne sgsiednich écian bocznych poprowadzone
z jednego wierzchotka maja dtugos¢ 10 cm i tworza kat o mierze 40°. Oblicz objetoéé tego grania-
stostupa, zaokraglajac wynik do 10 cm’.

Ci
Bi Dane:d=10cm 2a=40°
& 5 " a=%H=3,V=?
TE\d A L
d A d H Wzory:%:sina H+d=d
C 2
a‘v3
V=PpH = ;/_H
A B A 1 A A A
Ea

GRANIASTOSLUPY
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ROZWIAZANIE

1 Obliczamy bok a z sinusa kata.
—a
. 1
2 —gin20° Za=10-0,342
10 2
—;-a 5347 f2 GeBit-GHE

Obliczamv wvsokos¢ z tw. Pitagorasa.

H2+(6,8)?2=10° H®+46,24=100

2 =100-4624=5376 H=73cm Obliczamy objgtosc.
2 3 » 2. ) “da
Vot ;/_H: @ 8)4 e gyt 24;/5 723 _ 84,3884/3 ~84,388-1,73 ~ 145,991 ~ 150 cm’

Odpowiedz: Objetos¢ graniastostupa wynosi 150 cm”.

ZADANIE 11 |

2 Oblicz pole graniastostupa prawidlowego szesciokatnego, gdy jego objetosé wynosi 21643 em?,

a krotsza przekatna podstawy ma dlugos¢ 443 em.

Dane:d=4\/§ cmn V=216 \Ecma
g=t H=0 V=2

i 3
al i Wzory: d:2h:2-i:a\/§
E ] 2
i i 2 f3 2
il ni |, o i B g B
P d ~Jo £ 4 2
a a 2
3
4 @ ¥ P=2Pp+Pb=2-6-a;/_+6aH=3a2 3+6aH
ROZWIAZANIE
a\g = 4\6 /- \ﬁ a=4cm Obliczamy a z przekgtnej.
30243 3.42
- H=2163 /:3 5 -H=216 Obliczamy H z objetosci.
3-16 ;
' -H =216 24H =216 [:24 H=9cm Obliczamy pole.

P=3a2J3+6aH =3-4* \3 +6-4.9 = 483 +216 = 24(24/3 + 9) cm?

Odpowiedz: Pole graniastostupa wynosi 24(24/3+9) cm?.

ZADANIE 12

< Podstawg graniastostupa jest romb. Dluisza przekatna rombu, o dfugosci 12 cm, tworzy z krawe-

dzig podstawy kat 30°. DIuzsza przekatna graniastosiupa tworzy z dhuisza przekatng rombu kat 60°.
Oblicz objetosc graniastostupa.
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Dane: e=12 o =30° B = 60° a=%f=8,H=%V=2
1 1
2°¢ 54 H 1
Wrzory: =—cosa - tgoo. ~ —=tgf V=PpH= EEjH
a e
—e
2
ROZWIAZANIE
6 6_\3
—=c0s30° —=— Obliczamy bok a z cosinusa kata.
a a 2
PBu=id w3 Sa=13/3 3 a=43[cm]
J_F_ =1g30° ;L = £ Obliczamy przekatng fz tangensa kata.
12 12: 3
3f=1243 /:3 f=4/3cm
H o
E =1g60° /12 H=12+3cm Obliczamy wysokos¢ z tangensa kata.

V:%'12-4\/3-12\5:288-3:86%:113

Odpowiedi: Objetoé¢ graniastostupa wynosi 864 cm’.

B 2aDANIE 13

Obliczamy objetosc.

) Podstawg graniastostupa jest rownolegtobok, w ktérym dluzsza krawedz ma dlugosé 8 cm, a wyso-
kosci maja dlugos¢ 3 cm i 4 cm. Oblicz objeto$¢ graniastoslupa, gdy jego pole powierzchni catko-

witej wynosi 328 cm’.

ROZWIAZANIE

P,=ah =8-3=24cm’
bhy = P,
b-4=24 [4 b=6cm

2P, + 2aH + 2bH = P
2-24+2-8H+2-6H=328
28H=280 /28 H=10cm
V=P, - H=24-10 = 240 cm’

Odpowiedz: Objeto$¢ graniastostupa wynosi 240 cm”.

Dane:
a=8cm h=3cm h;=4 cm
P=324cm?® b= H=? V=t

Wzory:

Pp=ﬂh1=bh2 V:PPH
P=2P, + Py=2P, + 2aH + 2bH

Obliczamy pole podstawy.
Obliczamy krawed? b ze wzoru na pole.

Obliczamy wysokos¢ z pola graniasto-
stupa.

Obliczamy objetos¢.

OSTROStUPY
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OSTROSLUPY

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Ostrostup prawidlowy tréjkatny

Pole catkowite:
2z
/3
B,
4 2
Objetosé:

\vu\
Wzory: ——=h . Ll.ﬁ;ﬁ
3} 3 2 6
2 2
vk e LB e BB
3P 3 4 12
ROZWIAZANIE
a3
Ttﬁlﬁ /-2 “"/5:8\/3_’ /":\/g a=8cm
oo tV3 83 43
6 6 3

2
4/3 .
HZJ{TJ =(4\3) H%%Z':ls-s

16 1
Hr=a8-2uggstoyyd sl 2 128
3 3 7373 73 3

o 128 _e42 V3 VeaV2 3 _ss
3 43 B 3 =53 cm

H+x=h

Czworoécian foremny jest zbudowany z czte-
rech tréjkqtéw rownobocznych.

Dane:

h=443

a=% V=3 P=2?

2
P:PP+Pb=4'a \E:aZ\E
4

Obliczamy a.

Obliczamy x.

Obliczamy H.

Obliczamy objetosc,
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P=a%y3=8"/3 =643 cm? Obliczamy pole.
2

V= e \E H Obliczamy objetosé.
12

y 643 86 12818 12892 128942 _128-3V2 12842 o’
12 3 9 9 9 9 3

OdpowiedZ: Pole czworoscianu wynosi 6443 cm? a objetos¢ E%‘Ecm%

ZR0ANIE 2

= Oblicz objetosé czworoécianu foremnego, gdy jego pole wynosi 10043 cm?

w
Dane:
- P=100+3 cm?
a=3H=1V=2
o x D
? 3 1
Wzory: P=Pp+Pb=4'af=L12\/§ h:% x:gh H+xX=k
2 2
v=lppg_-L12 ‘E’H=“ \EH
3P 3 4 12
ROZWIAZANIE
QQ\E:IOO\E /:\E a>=100 a=10cm Obliczamy a ze wzoru na pole.

_1,_15%3 53

3 3 1 3

H? {%J =(5v3)?

h:&zﬁzsﬁ

2

H+x=hK Obliczamy H.

. 1
B g gsph ol A
9 3 3 3 3 3

H?=25.3-
3

fo 200200 _Vi00-2 1042 3 _10V6
3 V3 B B o3
yo @3 o 103 106 500418

12 12 3 18

_250v9-2 250492 _250-32 2502

9 9 9 3

cm

Obliczamy objetosc.

5002
G-,

Odpowiedz: Objetos¢ czworoécianu wynosi -

OSTROSLUPY
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ZADANIE 3 |

Oblicz pole i objetos¢ ostrostupa prawidlowegb czworokatnego, gdy wysokos¢ éciany bocznej na-
chylonej do plaszczyzny podstawy pod katem 60° ma dlugoséé 8 cm.

<

VzlPH=la2H
377 3

ROZWIAZANIE

E:Sir160° Ezﬁ
8 2
=83 /:2 H=43cm
la
Py 1 1 1
2 _cos60° /-8 —a=8— [:— a=8cm
8 2 2 2

V:§-82~4x/_:§.64.4f= 25‘;‘/5 cm?

P=8"+2.8-8=64+2-64=64+128 =192 cm?

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa wynosi 2

ZADANIE 4

Dane:

h=8cm o =60°
a=3H=3V=2%P=2?

P:Pp+Pb:a2+4-lah:a2+2ah
2

Obliczamy H z sinusa kata.

Obliczamy a z cosinusa kata.

Obliczamy objetosé.

Obliczamy pole.

3
cm?, a pole 192 cm’.

< Oblicz pole i objetos¢ ostrostupa czworokatnego, w ktérym podstawa jest prostokgtem o dluzszej
krawedzi dtugosci 6 cm i kycie miedzy przekatnymi 120° oraz kacie nachylenia krawedzi wszystkich

scian bocznych do plaszczyzny podstawy o mierze 60°.

Q;
s, b W
) (r
A a B
H
2
b
A a B ©

B
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Dane: a=6cm a=120° B =60°
b

Wzory: v=(180°-a):2 ~=tgy cosy= 4 27
a 2x X

1 1
V=P H=—abH
3 3

ROZWIAZANIE

= (180° - 120°) : 2 = 30°
EgthaO° /6 b:6tg30°:6-ﬁ:2cm
6 3

a
cosy=— /[2x 2xc0830° =6

2x
2x-£:6

2
Px=6 /3 3x=63 /:3 x=23cm
H
=g
H
T =1g60° /23 H=2J3-43=2-3=6cm
243

2
hZ:HHGa] =6*+3*=36+9=45
h=\/£=«/9~5=\/§~\/§:3x/§cm
V:%abH:%-G-Zﬁ-6=24x/§cm3

P=ab+ah+bh=6-23+6-345+243-34/5 =
=12+/3 +1845 + 6415 =6(24/3 + 345 + V/15) cm?

b=tix=t,H=2h=2P=3 V=2
2
- tgp h2=H2+[%aJ

P=P +B,=ab+2. L ah+2.Lbh=ab+an+bh
e 2 2

Obliczamy bok b z tangensa kata.

Obliczamy x z cosinusa kata.

Obliczamy wysokos¢ ostrostupa z tan-
gensa kata.

Obliczamy wysoko§c $ciany bocznej
z tw. Pitagorasa.

Obliczamy objetosd.

Obliczamy pole.

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa wynosi 243 em’, pole 623 +3/5+4/15) cm? .

ZADANIE 5

= Pole ostrostupa prawidlowego tréjkatnego wynosi 10+/3 cm? Oblicz objetoé¢ ostrostupa z doklad-

1
noscia do 1 cm®, gdy cosinus kata nachylenia éciany bocznej do plaszczyzny podstawy wynosi o

Dane: P=10+/3 cm?
a=th=2H=2V=2

1
cosoL=—
9

h; - wysokos§é w podstawie

1
|OD |=§h1

BRYLY OBROTOWE
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i N
Wzory: P:PP+P = I+3 —ah cosa:_@_:ﬁ.l:?_?’
4 2 6 h 6h
2
3 2 2
o4 i e Vziszlla SH:a 3
6 §r° 3 12
ROZWIAZANIE
aﬁf a3 1
-6~h——cosot 6h 9 Wyznaczamy h z cosinusa kata.
3
6h=9a\3 /:3 2h=33a /:2 :_‘fa
23 2 343
e \/_'1“_51'_'51:10\/5 /-4 I'3\/§ Podstawiamy wyznaczong warto$¢ k
2 3 2 do wzoru na pole.
@#+9a°=40  10a°=40 /10 a’=4 a=2cm
:3\/‘?—’ 3_\/_.%_3\f cm Obliczamy h.
2 2 .
2
Hz_'_{a‘é/gJ = [2‘/_J _(3\/_)2 Obliczamy H z tw. Pitagorasa.
3 1 3 1 _2 80 I \hs 4f
H*+==27 H*=27--=26--—=26—=—
9 3 3 3 G
23 a5 165 a5 o
T 12 \/5 BT Obliczamy objetosc.

Odpowiedz: Objetoéé ostrostupa wynosi 3 cm”.

BRYLY OBROTOWE
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Walec — bryta obrotowa powstala przez obrot prostokata dookola prostej zawierajacej jeden z bokéw

prostokata.

a drugi bok to promien walca - r.

Jeden z bokdw tego prostokata jest wysokoscig walca — H,

Pb=2mr-H g 4 H

P=2P, + Py =2n+* + 2nrH = 2nr(r + H)

2
mr =

V=P,H=nrH
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P

Stozek - bryla obrotowa powstata przez obrét tréjkata prostokatnego dookota prostej zawierajacej
jedna z przyprostokatnych.

2r r

r — promien stozka H - wysokos¢ stozka [ - tworzaca stozka
B - kat rozwarcia stozka o - kat nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy

Podstawg stozka jest kolo o promieniu r, a powierzchnia boczna jest wycinkiem kota o promieniu
Téwnym tworzgcej stozka [,

Dlugos¢ luku wycinka kota o promieniu [ obliczamy ze wzoru: 25l % , a pole tego wycinka jest

réwne P, = nl* e

360"
Diugosc tuku wycinka kola jest réwna obwodowi podstawy.
2nl-——=2nr /:2m
360°

I-—L =1 — 7z zaleinosci tej korzystamy, gdy mamy podany kat srodkowy wycinka kota.

360°
1 e
V=—PH=—nr’H P,=7r* B, =mrl
3 3
r+H=F P=Pp+Py=mr’ + mrl

Kula - bryta obrotowa powstata przez obrét potkola dookota prostej, w ktérej zawarta jest srednica
tego potkola.

Wzory: P=dnr’ V= gmg

ZADANIE 1

=) Oblicz pole powierzchni bocznej walca o objetosci 54+/3mem? i kacie nachylenia przekatnej prze-
kroju osiowego walca do jego wysokosci 30°.
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Dane:

V=54/31 cm® o =30° r=?H=1 Py=?
H Wzory:

V=P,H=nr'H tgo = % Py =2nrH

ROZWIAZANIE

\/§2r

bt Ao
& Tl 5 B
BH=6r 13

wH =541 /%
H =543 2 2J3r=543 /:2/3
r> =27 r=3cm

H=2J3-3=6y3 cm®

B, =2mrH =27-3-6v3 =36v/3 em’

Wyznaczamy H z tangensa kata.
3H=6\3r /:3  H=23r

Podstawiamy H do wzoru na objgtoéé
i obliczamy .

Obliczamy H.
Obliczamy pole powierzchni bocznej.

Odpowiedz: Pole powierzchni bocznej walca wynosi 36431 cm?,

) Oblicz objetosé walca i kat nachylenia przekatnej prostokata bedacego powierzchnig boczng walca
do wysokoéci walca, gdy jego wysokos¢ wynosi 5 dm, a pole powierzchni catkowitej 127 dm?,

— Dane:

H=5dm P=12ndm’> r=? V=% qg=2

H o
Wzory:
H P=2D, + Py=2mr* + 2nrH
fgu:ﬂ V=P,H=nrH
2nr H
ROZWIAZANIE

In +2nr-5=12n /2 P e Obliczamy r z pola walca.

P+5r-6=0 A=5"-4.1.(-6)=25+24=49 JA=19=7
nes o promien nie moze by¢ ujemn i i 1 r=1dm
= — - ]’_1 — =—= =

Y7 ;g L i 21 2

V=n.1%.5=51dm’ Obliczamy objetosé.
27 2:3,14-1 6,28

Al L Y _
H 5 5 Obliczamy kat c.

tg 51° =1,2349 tg 52° = 1,2799

1,2560 - 1,2349 = 0,0211 1,2799 - 1,2560 = 0,0239 o=51°

Odpowiedz: Objgtos¢ walca wynosi 5t dm’, a kat nachylenia przekatnej prostokata, bedgcego po-
wierzchnig boczng walca, do jego wysokosci ma miare 51°.
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| ZADANIE 3

= Oblicz pole powierzchni catkowitej i objeto$¢ stoika, gdy pole powierzchni bocznej wynosi 127 cm?,
a promien 2 cm.

Dane:

Py =121 cm? r=2cm =2 H=1? V=2 P=7

Wzory:
Py = nrl H+r=P

Vv =§PPH =%nr2H
P=P,+Py=nr’+P,

ROZWIAZANIE

n-2l=12n /i 21=12 /2 I=6cm Obliczamy tworzacg z pola powierzchni
H* +22=¢* bocznej.
H'=36-4=32 :

Obliczamy wysokos¢ z tw. Pitagorasa.
H=+32=+162=16 V2 =42 cm

Obliczamy objetoéc i pole.

1

V:%n-zl -4\/_:5'&-16\/5: IG;Eftcm3

P=n-2+m-2-6=4n+12n=16n cm’

2
7 em’, a pole 161 cm?.

ZADANIE 4

16
Odpowiedz: Objetos¢ stozka wynosi

= Oblicz pole powierzchni catkowite] i objetos¢ stozka, gdy dtugosé huku wycinka kolowego tworzace-
go powierzchnie boczna stozka wynosi 187 cm, a kat $rodkowy wycinka 210°.

Dane:
L=18tcm «=210°
l=¢ r=¢
V=2 P=?
Q)
Wzory: 1 1
L=2nl—— H+7P=P V=-B H=-n-H
360 3 3
21tr:2rtl-i /:2n P=P,+Py=nr’ +nrl r=l.—
36 360°

ROZWIAZANIE

210° 21 7 i tugos¢ tu-
2l —187 /:2n L i Eblzczmy tworzgcg ze wzoru na dlugoéé
360° 36 12 u wycinka kolowego.
e 2 : 1_2. s @ c = % . 210° -9 Obliczamy promien z zaleznoéci miedzy ob-
17 7 360° wodem podstawy i dugoécig luku wycinka.

BRYLY OBROTOWE
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2
108 11664
5 I
H*+9 —( - J H 2+81=E— Obliczamy wysokos¢ z tw. Pitagorasa.
2 76
gy S iy . IS
49 49 49
b [7695 _9-855 V949-95 39.95 995 .
— = = = = G
49 7 7 7 7
V:ln‘92-9\/9_5 _ 243195 om® Obliczamy objeto$é i pole.
7 7
108
P=rc-92+'rs-9-—:811‘c+gﬂ:-56—71r+%7c=@1tcm2
7 7 7 7
24395 ;

T cm?,

Odpowiedi: Objetosé stozka wynosi . cm’, a pole

7
ZADANIE 5

9 Trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 22 cm i 10 cm oraz wysokoéci 8 cm obraca sie doo-
kofa krétszej podstawy. Oblicz objetos¢ i pole powstalej bryly.

Dane:
H=22cm r=8cm h=2? I=? Pr=1? Vi=?
il b W,
h=—",P=hK+
2 I 2
h I ¥y =% 2V5:szH—Z-gﬂrzh—ﬂr{H——hj
........ 3 3
. —_—
-------------- = Py= Py + 2Pog = 2mrH + 217l = 21y (H + )

Gdy obracamy trapez wokot krétszej podstawy, otrzymujemy walec i dwa stozki. Stozki te s3 puste,
wigc przy objetosci figury musimy od objetosci duzego walca odjaé objetoé¢ dwoch stozkéw. Pole
figury jest sumg pola bocznego walca i dwéch pél bocznych stozka.

ROZWIAZANIE

22-10 12
= =—=6[cm]
2 2

P=p*+¢ E=6"+8"=36+64=100

v =ﬂr1[H—%hJ=n-82(22m%-6J=
3 3

=7-64(22-4)=647-18=1152n cm’

h Obliczamy wysokoéé stozka.

I=10cm Obliczamy tworzaca stozka,

Obliczamy objetos¢ figury.

Pf=2m-8(22 +10) = 16w - 32 = 5121 cm? Obliczamy pole figury.

Odpowiedz: Objetos¢ figury wynosi 1152n cm?, a pole 5121 cm?
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= Oblicz pole powierzchni kuli, gdy jej objetos¢ wynosi 36w cm’®,

Dane: V=36ncm® r=2? P=?

Wzory: V= gl-mj P =4ny?

ROZWIAZANIE

4r?

4
gnr:‘ =36n /:m . 36 /-3 Obliczamy r z objetosci.

ar'=36-3 /4 r=9.3=27 r=327=3cm  Obliczamy pole.

P=4n.3*=491-9 = 361 cm?

Odpowiedz: Pole powierzchni kuli wynosi 361 cm?,

ZADANIE 7

< Oblicz objetosé kuli, gdy pole kuli wynosi 30r cm?.

Dane:
P=30cm? r=%,V=2
Wzory:
P =4ny’ V= é'm‘z
ROZWIAZANIE
dn? =30n  /2n 2rr=15 /2 Obliczamy r ze wzoru na pole.

) _15 po 5 _Ms V2 o
2 2 2 2 2

3
v=2 [@J 3 .M:@n=5@ncm3

T Obliczamy objetosc.
3 8 ¥

Odpowiedz: Objeto$¢ wynosi 5v30% em’.

ZADANIE 8

= Wysokosé walca i tworzaca stozka s3 tej samej dlugosci, maja rowniez réwne pola powierzchni bocz-
nej i réwne objetosci. Oblicz cosinus kata nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy.

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktérym o ozna-
cza poszukiwany kat.

BRYLY OBROTOWE 179

lﬂ:azh =nb’l

n-4b*h=nb

i |
| W

L
3
f;_ , wige sino =

woso=Vissmta = 2 M7

16 4

ROZWIAZANIE

Niech a oznacza promien podstawy stozka, h wyso-
kos¢ stozka, zas I tworzacy stozka (a zarazem, zgodnie
z warunkami zadania, wysokos$¢ walca). Niech takze
b oznacza promien podstawy walca. Napiszmy réw-
nania wynikajgce z rownoéci wskazanych w temacie.

Obliczamy cosc, biorgc pod uwage, ze o jest katem
ostrym.

OdpowiedZ: Cosinus kgta nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy wynosi ik
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ediana uporzagdkowanego w kolejnoéci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych
ﬂi <@Eazs... Sap
Cedlan meparzystych At ($rodkowy wyraz ciagu),
r 2
B . dla n parzystych A{a +a, ] ($rednia arytmetyczna $rodkowych wyrazéw ciagu).
S
Wariancja n danych liczbowych a, az, ..., a, 0 $redniej arytmetycznej 4 to liczba:
5o @-a) +(a, -af +..+@,-af _a’+a’+..+a] _@y
n

n

;' Qdchylenie standardowe 8 — pierwiastek kwadratowy z wariancji.

ZADANIE 1

3 Trzydziestu studentow pierwszego roku matematyki uzyskalo nastepujace wyniki z testu z algebry
(na tescie mozna bylo uzyskac od 0 do 100 punktéw):

PODSTAWOWE PARAMETRY STATYSTYCZNE
1 ICH INTERPRETACJA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Srednia arytmetyczna n liczb a,, as,..., a, jest rowna: g = -9t
]

Srednia wazona  liczb a;, a;, ..., @y, ktérym przypisano odpowiednio dodatnie wagi Wi, Wa, ..., Wa

jestréwna: Malh W, @ k. W, d,

woEW, oW,

Obliczajgc $rednig wazong, w liczniku ulamka zapisujemy iloczyny wag i przypisanej jej wartosci,
2 w mianowniku dodajemy wszystkie wagi. Nie ma symbolu okreslajacego $rednig wazong, mozemy ja

. L wa+
oznacza¢ w dowolny sposéb, np.: §r, = —! Wod, +...+ Wiy

W W, oW,

Moda (dominanta) danych - wartos¢, ktéra wystepuje najczesciej. Tych wartosci moze by¢ kilka.

67 | 72 | sl 87 | 90 76 61 48 57 32
97 63 18 58 65 | 74 99 30 49 0
50 100 | 69 70 53 63 75 88 81 60
a) Uporzadkuj wyniki rosngco. b) Znajdz srednig arytmetyczng probki.
¢) Wyznacz mediane. d) Przedstaw wyniki testu w postaci grafu stupkowego.
e) Skonstruuj dla danej probki szereg rozdzielczy. f) Oblicz $rednig wazong probki.
g) Skonstruyj diagram kotowy. h) Oblicz wariancj¢ i odchylenie standardowe.
ROZWIAZANIE
Ad a)
Aby sobie ulatwi¢ badanie wlasnosci tej probki, porzadkujemy liczby rosnaco:
) 18 30 32 48 49 50 | 51 53 57
| 58 60 | 6l 63 63 65 67 69 70 72
|'_ 74 75 76 81 87 | 88 90 97 | 99 | 100
Adb)

Aby obliczy¢ warto$¢ jednego z najprostszych parametrow probki, Srednia arytmetyczng, nalezy dodac
do siebie wszystkie liczby z tabeli i ich sume podzieli¢ przez liczbe wynikow. Otrzymujemy dzialanie:

1903
=——=63,43
30

Odpowiedz: Srednia arytmetyczna prébki wynosi 63,43,

Adc)
Nasza probka ma 30 elementow, zatem mediana jest $rednig arytmetyczng liczb stojacych w uporzadko-
wanej tabeli na miejscach pietnastym i szesnastym. Mediana wynosi:

63+65
2

=64

M, =

Odpowiedi: Mediana wynosi 64.
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Ad d)
Aby szybciej i latwiej dostrzec pewne jako$ciowe wlasnoéci prébki, dokonuje sig klasyfikacji danych,
W tym przypadku mozna je zgrupowaé w przedziatach postaci
{101,10-(n+1)),1=0,1,2,3,4,5,6,7,8 i (90,100).
Zamiast doldadnych wartoéci danych zaznaczamy jedynie Z
liczbe danych w poszczegdlnych grupach, przedstawiajac 5
wyniki w postaci histogramu liczebnosci. Ten sposob orga- 4
nizacji danych (rys.) nazywa si¢ grafem slupkowym. 3
i w
1 =
Adid) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zamiast w postaci histogramu mozna rezultat klasyfikacji danych zapisa¢ jako tzw. szereg rozdzielczy,
Jest to dwukolumnowa tabela. W pierwszej kolumnie wpisujemy kolejne klasy, tj. przedzialy, na jakie
podzielilismy najmniejszy przedzial mieszczgcy wszystkie dane w prébce. W drugiej kolumnie zapisu-
jemy dane mieszczace si¢ w kazdej klasie. Mozna dodaé jeszcze jedng kolumne, a w niej umiescié liczby
wskazujgce, ile danych miedci sie w kazdej klasie.
Klasa Dane Liczebnosé
{0, 10) 0 1
(10, 20) 18 1
(20, 30) 0
{30, 40) 30, 32 2
(40, 50) 48, 49 2
{50, 60) 50, 51, 53, 57, 58 5
{60, 70) 60, 61, 63, 63, 65, 67, 69 7
(70, 80) 70,72,74,75,76 5
(80, 90) 81, 87, 88 3
(90, 100) 90, 97, 99, 100 4
Adf)
Po zgrupowaniu danych mozna obliczy¢ przyblizong srednia probki. W tym celu kazda liczbe zaliczona
do danej klasy zastepujemy $rodkows liczba tej klasy.
Klasa Liczba érodkowa Liczebnosc
(0,10 5 1
{10, 20) 15 1
{20, 30) 25 0
(30, 40) 35 7
{40, 50) 45 2
(50, 60) ' 55 5
{60, 70) 65 7
(70, 80) 75 5
(80, 90) 85 3
(90, 100) _ 95 4
Srednia wazona = 1:5+1-15+0-2542-35+2-45+5-55+7-65+5-75+3-85+4-95 =@:64

30 30
Odpowiedi: Srednia wazona wynosi 64.
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Ad g) ) . . . . ’ .
Diagramu kolowego uzywamy wtedy, gdy chcemy zilustrowaé wzgledne czestosci pojawiania sig roz-

nych wartoéci cechy. na diagramie kolowym katy $rodkowe odpowiadajace poszczegdlnym wartosciom
cechy sa wprost proporcjonalne do liczebnosci tych wartosci.
zilustrujemy czgstoéci wystgpowania poszezeg6lnych ocen w omawianym przykdadzie:

" Liczba punktéw Ocena Liczebnosé Czestosc Czestosé w %
it -
(0, 50) 2,0 6 = 20,0
3 (50, 60) 3,0 5 2 16,7
’ ’ 30
C 60.70) %5 7 £ 233
’ ' 30
LIS -
(70, 80) 4,0 5 = 16,7
T (80, 90) 4,5 3 = 10,0
' ’ 30
= 2 33
(90, 100} 5,0 4 = 13,

A oto diagram kolowy: (dane procentowe zostaly zaokraglone do liczb catkowitych)

239 17%

20%
17%

10%| 13%

Adh)

Wariancja stuzy do pomiaru odchylenia liczb probki od jej éredniej.

G (0—64) +(18—64)° +...+(99—64)* + (100 — 64)*
- 30

~521,7

Srednie odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wariancji i wynosi ok. 22,84.

Odpowiedz: Wariancja wynosi 521,7, a odchylenie standardowe 22,84.

QNauczyciele matematyki jednej ze szkot wspolnie ustalili, ze w kazdym semestrze bedg oceniali:
1) prace klasowa, ktora obejmie material calego pélrocza, 2) sprawdziany z dzialu lub wigkszej par-
tii materiatu, 3) kartkéwki obejmujace niewielka ilos¢ materiatu, 4) odpowiedzi obejmujace roz-
wiazywanie krétkich przyktadéw przy tablicy, 5) zadania domowe, 6) aktywnos¢ obejmujaca udziat
w konkursach, wykonanie zadan dodatkowych lub inne szczegdlne zashugi. Nie doszli do porozu-
mienia, jakie przypisac im wagi, i postanowili, ze kazdy dokona wlasnego przydzialu. Numerami sa
oznaczone oceny uzyskane za wskazane wczes$niej umiejetnosci ucznia.

Przydzial wag

PanJacek: 1)waga6 2)waga5 3)waga4 4)waga3 5)waga2 6)wagal
PaniJola: 1)waga6 2)waga5 3)waga3 4)wagal 5)waga2 6)wagad
Pani Kasia: 1)wagal2 2)waga9 3)waga6 4)waga3 5)wagal 6)waga4

Jakq érednig otrzyma uczen, zdobywajgc nastgpujace oceny: 1) 1, 2) 2, 3) 3,4) 4, 5) 5, 6) 62
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ROZWIAZANIE

Pan Jacek:

o _6A1+5-2+4-3+3—4+2-5+1-676+10+12+12+10+6_S6~27
w 6+5+4+3+2+1 - 21 21

Pani Jola:
_6‘1+5-2+3-3+1-4+2-5+4-676+1U+9+4+10+24k6_3730
¥ 6+5+3+1+2+4 21 21 7

Pani Kasia;

. 712-1+9-2+6»3+3-4+1-5+4-6_12+18+18+12+5+24ﬁ§~25
4 12+49+6+3+1+4 35 35

Odpowiedz: Wydaje sie, 7e §rednia wazona jest duzo sprawiedliwsza od $redniej arytmetycznej. Rézni-
ce w sredniej wazonej wynikajg z przypisania wag poszczegdlnym ocenom.

='W dwéch 24-osobowych klasach przeprowadzono test diagnostyczny z matematyki. W klasie

A bylo 14 ocen dopuszczajacych, 5 dostatecznych i 5 niedostatecznych, a w klasie B: 2 bardzo dobre,
3 dobre, 2 dostateczne, 3 dopuszczajace i 14 niedostatecznych. Dokonaj analizy wynikéw obu klas,

ROZWIAZANIE

Klasa A: Klasa B:
ocena 3 2 1 ocena 4 4 3 2 1
ilo¢ ucznidw 5 014 5 iloé¢ uczniéw HMEREYEYEES
Srednia arytmetyczna:
A:ti=3'5+2.I4+1-5=15+28+5:£:2,0
24 24 24
__52+4-3+43:2+42-3+1-14 10+12+6+6+14 48
B:i= = =—=2.0
24 24 24

Moda: A:My,=2 B:M,=1 Mediana: A:M.=2 B:M.=1
Wariancja i odchylenie standardowe:

o= & —a)’ +(a,—ay +..+(a, —a)

2 2
a - +4,"+..+a
0,2: 1 2 no__

lub (), o= 4o’
n H
(a2 9 e (12 P 07 BTV 5
Ao SB-2 414224502 5-1+14-0+5(-1F _10_5 G:on,ss
24 24 24 12
B2 2F 3234322414 2.2543.1642.9+43-4+141] .
' 24 24
50+48+18+12+1 142 71 11 11 23 23
= 4_4=__4:7_4:5V74:1_=_ o=,]22 ~1,38
24 24 12 12 12 12 12

Odpowiedz: Klasy liczg tyle samo uczniéw. Srednie ocen z testu sa takie same, ale duso trudniejsza
bedzie praca w klasie B, o czym $wiadczy duzo wigksze odchylenie standardowe, czyli zréznicowanie
ocen. W tej klasie wielu uczniéw uzyskalo oceny niedostateczne, ale kilku uczniéw uzyskato ocene bar-
dzo dobrg lub dobrg. W klasie A zréznicowanie ocen jest male, wszyscy prezentuja podobny poziom.
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ZADANIE 4

pomoZ trenerowi Lukaszowi Kruczkowi wybraé czwartego zawodnika do reprezentacji skocz-
kow narciarskich w konkursie druzynowym. Wybierz jednego z dwoch kandydatéw, pamietajac,
;e w turnieju druzynowym najwazniejsze jest wykonanie dwoch dobrych skokdw.

Cztery skoki decydujace o wyborze do reprezentacji.

T skoczek 106 1025 | 112 98,5
_II skoczek 103 106,5 104,5 105
ROZWIAZANIE
I skoczek:
i= 106+102,5+112+98,5 _ 218 +201 ::412:104,75m
4 4 4
11 skoczek:
- 103+106,5+104,5+105 . 208 +211 =ﬁ 10755 Erednistakesan
4 4 4
Odchylenia standardowe a=104,75m

I skoczek: 106; 102,5; 112; 98,5

,  (106—104,75)* +(102,5-104,75)* +(112—-104,75) +(98,5-104,75) _
o = =
4

BEGEGEG)
_(1,25)° +(=2,25)° + (7,257 +(-6,25)" |3 4 4 4
3 4 4

R, Gt SaL i T JETE R SR o ees
16 16 16 16/)4 16 4 64

6= /24,5625 = 4,96 m
I skoczek: 103; 106,5; 104,5; 105

(103—-104,75) +(106,5—104,75) + (104,5—104,75)* + (105 — 104, 75)>
4

7Y (7Y [ 1Y (1Y
_ (1757 + (1,75 +(=0,25)* +(0,25)° _[_4] +[Z] J{_EJ +(Z) _

4 4 a
[49 49 1 1}1 100 1 100
= =+—+—+—|—=—-==

— —=—=1,5625
16 16 16 16) 4 16 4 64

0,2

0= 41,5625 =~ 1,25m

Odpowiedz: Jezeli trener preferuje réwne i dobre skoki, powinien wybraé drugiego skoczka, bo jego
skoki byty podobne, niewiele odbiegajace od éredniej. Jednak jesli lubi ryzyko i liczy na niespodzianke,
to powinien wybra¢ pierwszego zawodnika, ktéry moze skoczy¢ bardzo daleko, ale moze tez skok zepsuc.
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 zavante s I

= Mleczarnia dostarcza do sklep6w serie stu pétlitrowych butelek mleka. Przedstawiciel konkurey.
cyjnej firmy zauwazyl, ze w jednej z nich mleka jest mniej. Wybrana seria butelek zostata poddan,
kontroli. Oto jej wyniki. Co méwia o rzetelnosci firmy?

Zawartos¢ mleka w butelce 0,41 0,47 | 0,48 0,49 0,50 0,51 0,52\"

Liczba butelek 1 2 12 25 44 14 2

1:0,41+2-0,47 +12-0,48 +25-0,49 + 440,50 +14-0,51+2-0,52 _

100 -
_0,41+0,49+5,76+12,25+22+7,14+1,04 _ 49,54
B 100 100

i=

=0,501

.. (0,41-0,50)* +2(0,47 - 0,50)" +12(0,48 —0,50)* + 25(0, 49— 0,50)* + 44(0,50 — 0,50) +14(0,51—0.50)% + 2(0,52 — 0, 50)* X
100
_ (=0,09)* +2(-0,03)” +12(-0,02)’ +25(~0,01)* +44 . 0* +14(0,01)* +20,02)* _
- 100 h
_81+42:9+12-4425-1414-1+2-4 1 194

—= ={,000194
10000 100 1000000

G =4/0,000194 = 0,014

Odchylenie: (a-o; a+0) (0,5-0,014;0,5+0,014) (0,484; 0,514)

0,49 = 0,50 0,51
25 44 14
25+44+14=83

Odpowiedz: 83% butelek miesci si¢ w odchyleniu standardowym, co potwierdza rzetelno$¢ firmy. Mi-
nimalne odchylenie standardowe firmy $wiadczy o jej wybitnej rzetelnosci, a jedna butelka o mniejszej
zawartodci mleka jest wyjatkiem i nie ma wplywu na jako$¢ ustug firmy.

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZEN - _
KLASYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIENSTWA,
ZASADA MNOZENIA | DODAWANIA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Wiasnosci podobieristwa
0 < P(A) = 1 dla kazdego zdarzenia A ¢ Q

PA)=1
P(A)=0 A - zdarzenie niemozliwe
P(A)<P(B)gdyAcBcQ

P(A’) =1 - P(A), gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB), dla dowolnych zdarzen A, B < Q
P(AUB) < P(A) + P(B), dla dowolnych zdarzen A, Bc Q

A - zdarzenie pewne
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Twierdzenie: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa
ch Q bedzie skoficzonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych. Jezeli wszystkie zdarze-
ia jednoelementowe s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zdarzenia A c Q

i’ﬁ"cst rowne p(A)= é, gdzie symbol Coznacza liczbe elementéw zbioru Q, za$ A - liczbg elemen-
Q

!"ri'{éw sprzyjajacych danemu zdarzeniu.

7 grupy skladajacej si¢ z 4 kobiet i 6 mgzczyzn wybieramy na przemian po jednej osobie réznej pici,
tak dlugo jak to mozliwe, i ustawiamy je jedna za druga. Na ile sposobéw mozna to uczynic, jezeli
wiadomo, Ze na poczatku stoi: a) kobieta, b) mezczyzna?

ROZWIAZANIE

b) m; ki mz ks ms ks ms ks ms
6-4-:5-3-4-2.3.1-2=17280

a) ki my ko mz ks ms ky my
4-6:3:5-2-4-1-3=8640

Odpowiedi: Kobiety i mezczyzn mozna ustawi¢ naprzemiennie odpowiednio na 8640 oraz 17280
sposobow.

|ZADANIE 2.

S lle liczb czterocyfrowych o réinych cyfrach mozna ulozy¢é z cyfr ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5}2 Ile jest
wér6d nich liczb parzystych, a ile nieparzystych?

ROZWIAZANIE

Pierwsza cyfre wybieramy na 5 sposobow (bo nie wybieramy cyfry 0). Druga juz bez ograniczen z po-
zostatych 5 cyfr, zatem takze na pig¢ sposobow. Trzecig cyfre wybieramy na 4 sposoby, a czwarta na trzy.
5:5:4-3=300
Teraz sprébujemy ustalié, ile jest liczb parzystych wirod wszystkich dajacych sig utozy¢ liczb czterocyfrowych.
Najpierw bedziemy wybierac cyfre stojaca na miejscu jednosci (tj. na ostatnim miejscu), bo od niej zadamy, aby
spetniala dodatkowy warunek (byla parzysta). Osobno liczymy liczby majace na koncu 0, ze wzgledu na to, ze 0 nie
moze si¢ pojawi¢ na poczatku liczby.

Obliczamy, ile wérdd rozwazanych liczb czte-
rocyfrowych jest liczb koriczacych sie cyfra 0.

5-4-3=60

Na ostatnim miejscu mozemy wybra¢ ktéras z réznych

od zera cyfr parzystych; sa 2 takie cyfry (214).

Na pierwszym miejscu mozemy wybrac jedna z 4 pozosta-
tych cyfr réznych od 0.

Na drugim - jedng z pozostatych 4 cyfr (bo z 6 danych
juz wybraliémy dwie, a 0 tez mozna teraz wybrac).

Na trzecim miejscu - jedng z pozostatych 3 cyfr.

Teraz ustalamy, ile jest liczb parzystych nie-
konczacych sie zerem.

Obliczamy, ile wérdd rozwazanych liczb czte-

¢'4:4:3=96 rocyfrowych jest liczb parzystych niekoricza-
cych sie cyfra 0.
60 + 96 = 156 Aby ustali¢, ile jest wszystkich liczb parzy-

stych, dodajemy obie obliczone wartosci.




188 RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | STATYSTYKA - POZIOM PODSTAWOWY

P

300 —156 = 144

Wszystkie pozostale liczby sa nieparzyste,
Skoro wiemy, ile wszystkich liczb czterocy-
frowych mozna utozy¢ i ile jest wérdd nich
liczb parzystych, to odejmujemy te liczby, aby
ustalié, ile jest nieparzystych.

Odpowied#: 7 podanych cyfr mozna utozy¢ 300 liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach. Wéréd nich

jest 156 liczb parzystych i 144 nieparzyste.

3 Czterokrotnie rzucamy koscig do gry. Oblicz prawdopodobiesistwo, Ze co najmniej 3 razy wypadta

liczba oczek nie wigksza od 2.

resujgcego nas (sprzyjajacego) wyniku wynosi 1 i
6

ROZWIAZANIE
W jednym rzucie kodcig jest 6 mozliwych wynikow: 1, 2,
3,4, 51 6. Dwa z nich, a mianowicie 1 i 2, spelniajg waru-
nek ,liczba oczek nie wigksza od 2" Dlatego w poje-
dynczym rzucie prawdopodobiefistwo uzyskania inte-

Sprébujemy rozwigzaé to zadanie za pomocy
drzewa, W tym celu przeanalizujemy najpierw
pojedynczy rzut koscig z punktu widzenia wa-
runku wystepujacego w tresci zadania.

Prawdopodobienstwo wyniku niesprzyjajacego (,liczba oczek wieksza od 2”) jest zatem réwne

I

1--=2

3 3

+ + -
3333 3333 3333 3333

1 9 3 1
=—(+4-2)=—=—=—=
3 ) 3t 3t 32

1
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wynosi 5

1

9

Oznaczamy sprzyjajacy wynik T (od stowa
»tak”), a niesprzyjajacy N (od stowa ,nie”)
i rysujemy drzewo. Drzewo ma 4 ,,pietra” (ty-
le, ile jest rzutow).

Na drzewie zaznaczamy te koricowe sytua-
cje, w ktérych sa spelnione warunki zadania
(co najmniej 3 symbole T). Nazwijmy te sytu-
acje sprzyjajgcymi.

Mnozymy liczby wzdiuz §ciezki prowadza-
cej od poczatku drzewa (jego najwyzszego
punktu) do sytuacji sprzyjajacej. Taki ilo-
czyn obliczamy dla kazdej sytuacji sprzyjaja-
cej, a otrzymane iloczyny dodajemy, uzyskujac
odpowiedz.

< Rzucamy trzykrotnie monetg i notujemy liczbe x wyrzuconych ortéw. Nastepnie rzucamy koécia
i notujemy y - cz¢s¢ catkowity polowy liczby wyrzuconych oczek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze

x>y

™

ROZWIAZANIE

O R
NN

(0] R O

ANA

O RO RO RO R

“FINEm

2345
rzut koécig

R monetg

Takze to zadanie sprobujemy rozwigzaé
za pomocg drzewa. Trzy najwyzsze pigtra od-
powiadajg trzem rzutom moneta, ktérych
wyniki oznaczamy O (orzel) lub R (reszka).
Kazdy z tych wynikéw otrzymujemy w poje-

1
dynczym rzucie z prawdopodobieristwem T
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y=0, gdy liczba oczek wynosi 1;
y =1, gdy liczba oczek wynosi 2 lub 3;
y = 2, gdy liczba oczek wynosi 4 lub 5;
y =3, gdy liczba oczek wynosi 6.

y =0z prawdopodobieristwem
y =1z prawdopodobienstwem
y =2 z prawdopodobieristwem
y =3z prawdopodobieristwem

1[1 2 21 2
—+—+—+g+ =

+S+

G\L'—O\lb—lmlwmlb—nc\\»—

3. 1.3 1
= e e S R
8.6 6 6 6 6 6 6
1 1Y) 17
ot |=—
6 6] 48

17
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wynosi e

'ZADANIE 5

Obliczamy, z jakim prawdopodobienistwem
uzyskujemy poszczegdlne wartosci y.

Na dolnym pigtrze notujemy na koficu $ciez-
ki drzewa parg (x, y). Zaznaczamy sytuacje
sprzyjajace i obliczamy poszukiwane praw-
dopodobienstwo tak, jak w poprzednim za-

daniu. Zamiast 1 piszemy % zeby mieé

od razu wspolny mianownik. Zauwazamy tez,
ze wzdtuz kazdej ,,sprzyjajacej” §ciezki iloczyn
trzech pierwszych liczb wynosi é

:) Trzykrotnie losujemy ze zwracaniem liczbe ze zbioru {1, 2, ..., 10}. Za pierwszym razem notujemy

reszt¢ zdzielenia wylosowanejliczby przez 2, za drugim - resztez dzielenia przez 3, za trzecim - z dzie-
lenia przez 4. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze suma zanotowanych reszt jest réwna co najwyzej 3.

ROZWIAZANIE

Ilosowanie
- reszta 0 dlaliczb 2, 4, 6, 81 10;

z prawdopodobienstwem =
1
- resztaldlaliczb 1,3,5,719;
5
z prawdopodobieristwem e

II losowanie
- reszta O dlaliczb 3,61 9;

z prawdopodobienstwem %
- resztaldlaliczb 1,4, 71 10;

z prawdopodobienstwem %
- reszta 2 dlaliczb 2,51 §;

z prawdopodobienstwem %

10'3-(5-3-2+5-3-3+5'3~3+5-3v2+
+5-4:245-4-3+45-4-3+5:3-2+
+5:3:3+5-3-2+5-3-3+
+5:3:3+45-4-245:4.3+5-3.2)=
=107 635 =10,635

Odpowiedz: Prawdopodobieristwo wynosi 0,635.

Jednak najpierw obliczymy, jakie s3 prawdopodobien-
stwa otrzymania poszczegolnych reszt w kolejnych lo-
sowaniach. W T losowaniu:

11T losowanie
- reszta 0 dlaliczb 41 8;

z prawdopodobieristwem —
- reszta ldlaliczb1,519;
3
z prawdopodobieristwem T
- reszta 2 dlaliczb 2, 61 10;

z prawdopodobiefistwem

- reszta 3 dlaliczb 31 7;

2
z prawdopodobienstwem T

Obliczamy prawdopodobienistwo. Poniewaz wszystkie
ulamki maj ten sam mianownik 10, to wystarczy wy-
kona¢ dziatania na licznikach, a sume podzieli¢ przez
1000 (tj. 10%, bo mnozymy trzy utamki).
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ZADANIE 6

=) Przy okraglym stole siada w spos6b losowy 10 0s6b. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) dwie ustalone osoby usiada obok siebie,
b) ustalone dwie osoby zawsze bedzie rozdziela¢ jedna osoba?

ROZWIAZANIE

Na pustyni, gdzie dookota nie wida¢ zadnych punktéw orientacyjnych, stoi 10-osobowy okragly stél.
Siada przy nim pierwsza osoba. Nie jeste$my w stanie okresli¢ jej polozenia, poza tym, ze siedzi przy
stole. Przy okraglym stole mozemy okresli¢ miejsce osoby przez odniesienie do innej siedzacej osoby,
przyktadowo, ,,po lewej stronie” albo ,dwa miejsca w prawo’”.

Druga osoba ma do wyboru 9 miejsc,

trzecia osoba ma do wyboru 8 miejsc W zwiazku z podanym opisem liczbe sposobdw roz-

mieszczenia 0s6b przy okraglym stole zaczynamy obli-
o cza¢ od drugiej osoby.
dziesigta osoba ma do wyboru | miejsce

|Q=9-8-...:1 Obliczamy, ile jest wszystkich sposobéw.

Ada) Jezeli dwie ustalone osoby maja siedzie¢ obok siebie, to
tak, jakby tworzyly jedna osobe zajmujacg dwa miej-
sca. Zatem zdarzenie sprzyjajace zdarzeniu A — ,.dwie
ustalone osoby usiada obok siebie” to sposdb rozsadze-
nia 9 0s6b przy 9-osobowym okraglym stole. Musimy
jednak uwzgledni¢ jeszcze to, ze dane dwie osoby XiY
mogy usiaéé obok siebie na dwa rézne sposoby:

|A|=2-8-7-6-...-1 X na lewo od Y lub X na prawo od Y.

Al 28701

2
Q| 9871 = 5 Obliczamy prawdopodobienistwo zdarzenia A.

P(A)

Odpowiedi: Prawdopodobienistwo, ze dwie ustalone osoby usigdg koto siebie, wynosi % :

Adb)
|B|=2-8:7-6-..:1 Niech B oznacza zdarzenie ,ustalone dwie osoby za-
wsze bedzie rozdziela¢ jedna osoba”. Rozumujemy
podobnie, jak poprzednio. Najpierw usadzamy usta-
lone dwie osoby X i Y. Mozna to uczyni¢ na dwa
sposoby: X dwa miejsca w prawo od ¥ Jub X dwa
miejsca w lewo od Y. Nastepnie wybieramy jed-
na z pozostatych o§miu osob, by usiadta miedzy ni-
mi. Pozostale 7 miejsc zajmuje 7 pozostatych oséb,
na (7-6-...-1) sposobdéw.

Zatem |B|=|A|, wigc takie P(B) = P(A)

Odpowieds: Prawdopodobiefistwo, ze ustalone dwie osoby zawsze bedzie rozdziela¢ jedna osoba,

L2
nosi — .
Wy 9

ZADANIE T

o) Ze zbioru Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} wybieramy kolejno bez zwracania cztery cyfry i uktadamy z nich,
w kolejnoéci losowania, liczbe czterocyfrows. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze tak wylosowana licz-
ba jest:

a) parzysta, b) nieparzysta.

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZEN...
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ROZWIAZANIE

Ada)
Q) to zbior wszystkich czterowyrazowych ciggéw W opisanym losowaniu kolejnos¢ wystepujgcych ele-
oyfr. mentéw ma znaczenie. Nalezy ten fakt uwzglednic przy

opisywaniu ,,omegi”

[Q|:7‘6-5-4:84O

Jest to zbior wszystkich ciagéw czterowyrazo-
wych, ktérych ostatni wyraz jest réwny 2 lub 4
lub 6.

Opisujemy zdarzenie losowe A.

iA|= 3.6-5-4 =360 Obliczamy ilo$¢ zdarzen A.

360 3
P(A)=—=—

= e Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Odpowied#: Prawdopodobienstwo tego zdarzenia wynosi 3
7

;(::lt 2 zbidr wszystkich ciggéw czterowyrazowych,
ktérych ostatni wyraz jest rowny 1 Jub 3 lub 51ub 7.
|Bl=4-6-5-4=480
_IB|_480 4

|2 840 7

Opisujemy zdarzenie losowe B.

Obliczamy moc zdarzenia B.

P(B)

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo tego zdarzenia wynosi 2 .
7

ZADANIE 8

3 Szesciu pasazeréw wsiada do tramwaju zlozonego z trzech wagonéw. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, Ze wszyscy pasaZerowie wsigdg do jednego wagonu?

ROZWIAZANIE
Kazdy z sze$ciu pasazerdw ma do wyboru trzy wagony, czyli pierwszy trzy, drugi trzy itd.
| =3.3.3.3.3.3=3%=729
Jezeli wszyscy majg by¢ w jednym wagonie, to wybor ma tylko pierwszy pasazer, a reszta musi wejéé
do tego samego wagonu.
|A]=3-1-1-1-1-1=3

bi=lAl. 3 1
Q| 729 243
Odpowiedz: Prawdopodobiernistwo, ze kazdy z szedciu pasazerdéw wsiadzie do tego samego wagonu,
!
wynosi —.
243

ZADANIE 9

3 Kazdy z pigciu pasazerow windy wybiera losowo jedno z 8 pigter i wysiada na nim. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze kaidy z pasazeréw wysiadzie na innym pietrze?
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z

ROZWIAZANIE
| =8-8.8-8.8=28"=32768 |A|=8.7.6-5.4=6720
P(A):-Ii! 6720

|| 32768

OdpowiedZ: Prawdopodobieristwo, ze kazdy z pasazerdw wysiadzie na innym pigtrze, wynosi 0,205,

~0,205

ZADANIE 10

< Dziesigé réznych ksigzek ustawiamy losowo na polce. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze ustalone
dwie ksiazki A i B beda staly obok siebie w dowolnym porzadku?

ROZWIAZANIE

Q=10+ .1 [A]=9:2:8:7 .01
Gdy dwie ksigzki maja sta¢ obok siebie, to mozemy je razem ustawi¢ na 9 sposob6w, a one moga zamie-
ni¢ sie miejscami. Pozostate 8 ksigzek zajmuje kolejne wolne miejsca.
|A]_ 9287..1 1
|Q| 10.9-8.7-...1 5

. e L1
Odpowiedi: Prawdopodobienstwo, ze dwie ksiazki sposrdd dziesieciu beda staly obok siebie, wynosi S

P(A)=

ZADANIE 11

3 Aby wylosowac kule, rzucamy kostka do gry. Gdy wypadnie szostka, losujemy kule z pierwszego pu-
delka, w ktorym jest piec kul biatych i piec czarnych, a w pozostalych przypadkach z drugiego, gdzie
jest siedem kul biatych i trzy czarne. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kule czarng?

ROZWIAZANIE
L 2
6 6
6 inna p(A):__+__:l.l+l.3:L+i:
5b, 5¢z 7b, 3¢z 0 610 62 62 12 12

SAL IAZ =2
10/\10 10/\10 s
b cz b cz
1
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej wynosi R
ZADANIE 12
o pierwszego pudelka, w ktérym znajduja sie cztery kule czerwone i trzy zielone, losujemy dwie

kule i wrzucamy do drugiego pudelka, w ktérym sa trzy kule czerwone i pigc zielonych. Losujemy
z niego jedna kulg. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze bedzie to kula zielona?

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZEN...

ROZWIAZANIE

; I pudetko
3
7 7
cz z
3 3 4 2
m 6 6
CZ i CZ z
Ez, 52 | I 4cz, 6z | 4cz, 62 3¢z, 7z | 1I pudetko

AN A A
10 10 10 10 10/ \10 10/ \10

cz A CcZ z
- 435 .43 6 34 6 32 7 2544343447 1041241247 _41
7610 7 6 10 7 6 10 7 6 10 70 B 70 70

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo, ze wyciagniemy z drugiego pudetka kule zielona, wynosi %

| ZADANIE 13

Ze zbioru liczb {0, 3, 5, 7} tworzymy liczbe trzycyfrowa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie
to liczba parzysta, a jakie, ze bedzie ona wigksza od 350, gdy cyfry: a) moga si¢ powtarzaé, b) nie
moga sie powtarzac?

ROZWIAZANIE

Ad a)
{0, 3, 5, 7} - moga sie powtarzaé

A?’\ cyfra setek
0/?\57 cyfra dziesiatek
003 5 7 cyfra jednosci
: ; 12 1
|Q[=3-4-4=48 A - otrzymana liczba jest parzysta [A]=3-4-1=12 P(A)= i

Odpowiedi: Prawdopodobienistwo, ze bedzie to liczba parzysta, gdy cyfry sie powtarzaja, wynosi 0,25.

193
Y
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S

B - liczba jest wigksza od 350

T

5 5 7

AN R 0/3&

35703 5 7
39
|Q]=3-4-4=48 |B|=2-4-4+1-1.441-1-3=32+4+3=39 P(B):E

cyfra setek

cyfra dziesiatek

cyfra jednosci

Odpowied#: Gdy cyfry mogg sie powtarza¢, prawdopodobienistwo, ze bedzie to liczba parzysta, wynosi

.. 39
0,25, a ze liczba jest wieksza od 350, ma wartos$¢ -

Adb)
{0, 3, 5, 7} - cyfry nie mogg si¢ powtarzac

e

3 5 7 cyfra setek
0/1\7 0 3 7 0 3 5 cyfra dziesiatek
5707053707 033505 03 cyfrajednos’ci
N 6 1
[Q]=3-3-2=18 A - otrzymamy liczbg¢ parzysty 4] =6 P(A)= =

B - otrzymamy liczbe wigksza od 350,
15 5
B|=15 P(B)= — = =
1B () 18 6
1 . :
Odpowiedz: Prawdopodobiefistwo otrzymania liczby parzystej ma wartos¢ T a ze bedzie to liczba

5
wigksza od 350, wynosi =

_ZADANIE 14

=) Rzucamy dwa razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania:
a) iloczynu oczek réwnego 6,
b) wartosci bezwzglednej réznicy liczb oczek réwnej 1.

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZEN...
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ROZWIAZANIE

1 2 3 4 5 6

1 |1 |12 53] L4 15 NS || = 36 |A| =4
2 121 122 IEER 24| 25| 26
3 |31 JGRN 33 | 343536 palal_2_ 1
[ 4 |41 ]42]43]44]45]46 |2 36 9
t 5 [ 51]52]53]54]655] 56
| 6 MEEMN 6.2 | 6.3 | 6,4 | 65 | 66
Odpowiedz: Prawdopodobieristwo, ze przy dwukrotnym rzucie kostka otrzymamy iloczyn oczek réw-
ny 6, wynosi %
b)
1 2 3 4 | s 6
L. 1,1 SN 13 | L4 | 15| 1,6 | |0=36 |B| = 10
PRI 2,2 BEER 2,4 | 2,5 | 2,6
7 50 A 3.3 B 5.5 | 36 pg)= 1BI_10_5
— * i -
Q] 36 18

51 | 52 | 53 ok 55
6,1 | 6,2 | 6,3 | 6,4 (NN 6,6

1
2

3 __ I

4 | 41 | 42 O8N 4,4 BHEE 46
: ‘

6

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze przy dwukrotnym rzucie kostka otrzymamy warto$¢ bezwzgled-

— : -
ng roznicy oczek réwna 1, wynosi P

| ZADANIE 15

3 Rzucamy cztery razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:
a) co najmniej jednego orla, b) liczby ortow wigkszej od liczby reszek.

ROZWIAZANIE

O/O\R O/R\R O/O\R O/R\R
ANANANAA

ROR ROR ROR OR OR

e}
e}
e
1O

Q=16
B - liczba orléw jest wieksza od liczby reszek [B| =5

A
14]_15 pg)<IBl_5
12| 16 Q] 16

B - ; G .15
Odpowiedz: Prawdopodobiefistwo otrzymania co najmniej jednego orla wynosi o a liczby ortow

A - otrzymujemy co najmniej jednego orfa |[A]=15

P(A)=

wickszej od liczby reszek %
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ZADANIE 16

:) Z pojemnika, w ktérym znajduja si¢ trzy kule biale, dwie czarne i cztery zielone, losujemy trzy kule,

Oblicz prawdopodobiefistwo otrzymania:
a) kul trzech koloréw, b) kul jednego koloru,
ROZWIAZANIE

oo
| w

A L R
AAAAAAAAA

cz bcz b zbczbczbczbcaz

o I

a) A - otrzymamy kule trzech kolorow

.
Odpowiedz: Prawdopodobieristwo wyciagnigcia kul trzech koloréw wynosi 5

Adb)
B - otrzymamy kule jednego koloru
2

9

R=R =)
| =

/N\/\,ﬂ\
AAA%A@W&&

7
czbcz czb z b c

(%}
| @

=1
~1
]

n\l\h-‘
~

~ e
L

115 5
:ll l+1 P A - P(B):i
37 84

g D
Odpowied#: Prawdopodobieristwo otrzymania kul jednego koloru wynosi v

¢) co najmniej jednej kuli bialej.

PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZEN...
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Ad <)
C - otrzymanie co najmniej jednej kuli bialej

P AN 3
A ST N TR

czbczbczbczb zbc¢czbczbczb

C' - brak kuli biatej
P(C)=1-P(C)=1— (313 fffff phisa e d 2222 3 2. 002
98 7

Qo | —

987987987987987987
gl Lpl b L 1 L L sl g L1,
97 97 37 97 37 37 37 97 3 7
11 11 11
e e B - S OF
37 37 )7 21 21 21

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo otrzymania co najmniej jednej biatej kuli wynosi E
21

ZADANIE 17

<) W salonie gier stoi pie¢ automatéw do gry. W dwdéch z nich mozna wygra¢ z prawdopodobieristwem

1
7 a w trzech pozostalych z prawdopodobienstwem i Oblicz prawdopodobienstwo wygrania.

ROZWIAZANIE

3
> 5 et BB, F
53 54 15 20 60 60
A A ; _
112 1 3 wybér P(W)=0,28
N Nautomatu
w p w p

Odpowiedé: Prawdopodobienistwo wygrania w losowo wybranym automacie wynosi 0,28.

| ZADANIE 18

podobienstwo wygrania przy jednokrotnym losowaniu?

o Wirdd dziesigciu losow jeden wygrywa, a trzy pozwalaja na ponowne losowanie. Jakie jest prawdo-
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S

ROZWIAZANIE

1 6
R
> 5 pmimtpd B R 1 11 100
L P 10 109 1098 10 103 10 3 4
L8 ER U N U C N S S (O
= 9 10 30 120 120 120 120 120
w L9 P P(W)=0,14
L 6
8 1™ %3
W L P

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo wygrania na loterii wynosi 0,14.

ZADANIE 19

< Wiedzac, ze P(A) = 0,5, P(B) = 0,4i P(A U B) = 0,6, oblicz P(A N B).

ROZWIAZANIE

P(AwB)=P(A) + P(B) - P(AN B) Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienistwo sumy

zdarzen.

P(A M B)=P(A) + P(B) — P(A U B) Wryliczamy P(A M B).

PANB)=05+04-0,6=03 Podstawiamy dane i znajdujemy poszukiwany wynik.

Odpowiedz: P(A " B) =0,3.

ZADANIE 20

:) Wiedzac, ze P(A") = 0,7, P(B’) = 0,6 i zdarzenia A oraz B wykluczajq sig, oblicz P(A U B).

ROZWIAZANIE
P(A U B) = P(A) + P(B)
P(A)=1-P(A)=1-0,7=0,3
P(B)=1-P(B)=1-06=04

Korzystamy ze wzoréw na prawdopodobiefistwo sunmy
zdarzen wykluczajacych sie (roztacznych) i na prawdo-
podobienstwo zdarzenia przeciwnego.

P(AUB)=03+404=07 Podstawiamy dane i obliczone wartoéci do wzoru.

Odpowiedz: P(A U B) =0,7.

POZIOM ROZSZERZONY



LICZBY RZECZYWISTE
| WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE,
WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

‘Wzory skréoconego mnozenia:
(a+bY’ =a’>+3-a° b+3-a-b*+b°
(a-b)=a’*-3.a*-b+3.a-b> -0’
@’ +b*=(a+b)-(a*—a-b+b?)

a*-b=(a-b)-(a*+a-b+b?)

I ZADANIE 1

< Zastosuj wzory skréconego mnozenia:

a) 2y-3)° b) Bx+1)* €27y +8 d % B E_Z

e) (2 +5)(4x* —10x+25) f) (3x—2y)(9x* +6xy +4y°)

ROZWIAZANIE
Ada) (a-b) =a®-3a’b+3ab’ —b
2y-3P=Q2y)-3-2y)*3+3-2y-3 -3 =8y’ —9-4y* +6y-9-27=
=8y +36y> +54y—27
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Adb) (a+b)=a’+3a’b+3ab* +1’
Bx+1? =Bx) +3-(3x)2-1433x P+ 12 =27x> +3.9x> + 9x -1 +1=
=27x7 +27x* +9x +1

Adc) a*+b' =(a+b)(a*—ab+b?)
279 +8=03y) +2° =(3y+2)((3y)* =3y 2+2%)=(By+2)(9y’ —6y +4)

Add) @*-b =(a—b)(a®+ab+b?)

1, 27 (1. (3Y (1. 3)(1.Y .1 3[3]24

—xt——=|=x| | = | =S ox—= ||| zx | tox-—+| = | |=

8 64 (2 4 27 4)l\2 27 4 \4

(1 3}(1 , 3 9)

P | s e

27 4f4” 8 16
Ade) (a+b)(a®—ab+b*)=a’+b’

(2% +5)(4x% —10x +25) = (2x+5)((2x)? = 2x-5+5%) = (2x)* + 5> =8x> +125
Adf) (a-b)@*+ab+b*)=a’-b’

(3x—29)(9x% +6xy + 4y*) = (3x —2y)((3x)* +3x-2y +(2y)*) =

=(3x)° —(2y)* =27x° -8y*

ZADANIE 2

2 Upros¢ podane wyrazenia, stosujac wzory skroconego mnozenia:

b) (x+1)(x®—x+1)—(x—1)(x* +x+1)=

a) (x 29 —(x+29) +(x+2y) = (x-2y)* =

ROZWIAZANIE

Ada)

[x3 —3x%-2y+3x-(2y) —(2)/)31—[3534—3;%2 -2y+3x-2y+(2y)3]+[x2 +2x-2y+(2y)2]—

—[x2 —2x-2y+(2y)2} =(x* —6x7y +12xy? —8y*) = (x® +6x7y +12xy” +8y° )+ (x* +4xy +4y*) —

(7 —dxy+4y") =% —6x y +12xy* —8y’ —x* —6x’y—12xy -8y + x* +dxy + 4y’ —x +dxy -4y’ =
=-12x*y -16y" + 8xy

Adb)

P+ - -1 =x+1-x*+1=2

<) Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci i oblicz jego wartos¢:

(~k-mP-(m-k) dla k=-2 i m=-3

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE, WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
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ROZWIAZANIE
(~k=m)’ —(m—k)* =[~(k+m)P —(m—k)’ ==(k+m)* —-(m—k)* =
=—(k® +32m + 3km® + m®) — (m® — 3Pk + 3mk? — k%) = —k° —3k2m —3km® —m® —m® + 3mPk —3mk* + kP =
==3k*m~3km® - 2m® + 3km® — 3k*m = —6k*m—2m°
Dla k=—2im=-3:
—6krm—2m® =—6-(=2)? - (=3)-2(-3)° =—6-4.(-3) -2-(-27)=72+54 =126

OdpowiedzZ: Wartoéé wyrazenia wynosi 126,

ZADANIE 4.

3 Rozloz na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia:

a) 1+15x +75x% +125x° b) (x-1)*-1

ROZWIAZANIE
Ad a) Zauwazamy wzdr na szeécian sumy:
1+ 15x + 7527 + 125%° = (1 + 5x)° (a+ by =a®+3a%h + 3ab® + b°.
AdDb)

Stosujemy wzor na roéznice szeScianow:

-1 -1=[x-D-1][x-D*+x-1D+1] = PP = bt ab ot )

=(x-2)(F—2x+1+x-1+1)=
=(x-2)(P-x+1)

< Stosujac odpowiednie wzory skréconego mnozenia, uzasadnij, ze liczba 5~ 1 jest podzielna
przez 31.

ROZWIAZANIE

Stosujemy najpierw wzér na réznice kwadratow:
a*-b*=(a-b)-(a+b). Do pierwszego czynnika sto-
sujemy najpierw wzor na réznice kwadratow: a* - b* =
(a - b) - (a + b), a nastepnie wzér na rdznice szedcia-
néw: @’ - > = (a~b)- (a®+ab + b?).

521=(5°-1)-(55+1) =
=(5°-1)-5°+1)-(5°+ 1) =
=(5-1)-(53*+5+1)-(5°+1)-(5°+1) =
=4-31-(5°+1)-(5°+1)

Odpowiedz: W otrzymanym iloczynie jednym z czynnikéw jest liczba 31, zatem liczba jest podzielna

przez 31.
ZADANIE 6

3 Usun niewymiernos¢ z mianownika nastepujacych utamkow:

1 3 25(3/2 +3)
a) - b) — Qe )
-1 1+35 Ya+332+9
ROZWIAZANIE

Przy usuwaniu niewymiernosci korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na roznice kwadratow. Jesli
w mianowniku wystepuje iloczyn liczby i pierwiastka z danej liczby, to licznik i mianownik utamka
wystarczy pomnoZzy¢ przez ten pierwiastek.
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Ad a)
1 @y +dz+1 @2y +i2+1 )

- 1=31+32+1
B B @ o) @y vy
Adb)
2 2.0-3+@6Y) _2.0-3E+@6 _-a- 5@ _ 1435 -GBY _
1+45  a+¥6)-a-¥5+@/5)%) 1+5 3 3
_-143-3s5
- 3
Adc)
532+3)  2532+3)@R2-3) _253/4-9) _25(/4-9)

~Rfa-9)=9-Y4

Ja1302+9 Ja+32+932-3) @2r-3 =25

WARTOSC BEZWZGLEDNA, ROWNANIA
I NIEROWNOSCI Z BEZWZGLEDNA WARTOSCIA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Wartosé¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:
| xdlax=0
e —xdlax<0

Liczba |x| jest to odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0. W szczegdlnosci:
x|z 0 N =|x|

Dla dowolnych liczb x, y mamy:

I-=x

s+l -sl<ldebl ol=l-l
Ponadto jesli y # 0, to |— ; i :
¥

Dla dowolnych liczb a oraz r > 0 mamy warunki rownowazne:
[x-a|<r oraz
|x-a|2r oraz

a-rsx<a+r
x<a-rlub xza+r

ZADANIE 1

= Korzystajac z definicji wartoéci bezwzglednej, uprosc wyrazenia i zapisz w postaci a+ e

25-7 i
a) 2J2++2]-3{1-+2| b) 1@—7“3“@ 9 '|1+f|1 ) z_&

ROZWIAZANIE

Uproszczenie powyzszych wyrazen polega na opuszczeniu wartosci bezwzglednej i w dalszej kolejnosci
redukeji wyrazéw podobnych oraz uwolnieniu od niewymiernosci mianownika.

T
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Opuszczanie wartosci bezwzglednej zawsze rozpoczynamy od zbadania znaku wyrazenia znajdujacego
si¢ pod wartoscia bezwzgledna.

Jezeli wyrazenie to jest ujemne, to symbol wartoéci bezwzglednej zamieniamy na nawias i przed tym
nawiasem zmieniamy znak.

Ada)

z-‘2+ﬁ|—3-‘1—JE|=2-(2+\/5)+3-(1—J5):4+2\E+3~3\E:7—\E

Adb)

‘JEJH%JE\:_(J§—7)-{3+J§}=(7—J§}-(3+J§):21+7J§—3J§~5:16+4J§

Adc)

sz 7‘ (25— N _7- 25 (7-25)-(1- \f) 7 74/5 ~ 2J§+10 7= 9J_ BY 9\/-
T I R N N O 18 4

Ad d)

3,\/5}_‘3—ﬂ|__(3_ JID _V11-3 _ (f11-3) (44411 _ 411+11-12-3V11

4-Jﬁ|7‘4-\/ﬁ|7 411 411 (a-D-(a+11) 16—11
71+\/_ _l 1
5

ZADANIE 2

3 Rozwigz rownania i nierownoéci:
a) |x| =5, |x| <0, |x|=-2, |x| 20, |x[>0, |x|<0
b) [x-2|=4, |x+1]|=0, [x-3|=-

o |Jx-1]<2, |x+3|>-3, |x+4]>3, |x-2|<-1, |3-x|=24

d) |1-3x|=5, |-5x-2|<8

e) Vax? +4x+1=2, V1-6x+9x* =3

ROZWIAZANIE

Ada)
|« =5 oo . -
xn=-5lubx:=5 -5 0 5 ¥

Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -5 oraz 5.

|x| < 0 - bezwzgledna wartoéé jest zawsze nieujemna, wiec ta nierdwnos¢ jest sprzeczna

|x| = -2 - analogicznie - réwnanie jest sprzeczne

|x] = 0 - bezwzgledna wartos¢ jest nieujemna, wiec ta nieréwnosc jest zawsze prawdziwa, x € R

|x] > 0 - ta nieréwnos¢ jest zawsze prawdziwa, z wyjatkiem x = 0, x € (-00, 0) W (0, o0)

|x| < 0 - bezwzgledna warto$¢ nie moze by¢ ujemna, ale moze mie¢ warto$¢ zero, czyli jedynym rozwig-
zaniem tej nierownosci jest x = 0.
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Ad b Zaznaczamy na osi liczbg 2 - liczbe, ktéra
|x-2|=4 ® ——+ ® - podstawiona w miejsce x powoduje, ze war-
x=-2lubx=6 -2 2 6 * to$¢ wyrazenia pod bezwzgledna wartoscig

wynosi 0. Szukamy liczb, ktére sa oddalone
od liczby 2 0 4 jednostki. Odlegtoé¢ od 2 do -2

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -2 oraz 6. ofaz.0d 2 do 6 wynosi 4.

[x+1]=0 lx-3|=-2
-1 * Odpowiedi: Rownanie sprzeczne, bezwzgledna
1 warto$¢ nie moze by¢ ujemna.
X=-

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania
jest liczba -1.

Adc) Postepujemy podobnie jak w rdwnaniach i do-
T | _ datkowo zaznaczamy obszar, w ktorym odle-
[x-1]<2 : —
1 1 3 x glos¢ od liczby 1 jest wigksza niz 2.

Odpowiedz: x € (-1, 3)

|x+3]>-3 Bezwzgledna wartos¢ jest nieujemna, wiec zawsze jest wigksza od -3.
Odpowiedz: Nierowno$¢ jest zawsze prawdziwa, x € R,

[x+4]>3
-7 -4 =1

Odpowiedz: x € {(~o, -7) U (-1, 0)}
[x-2]=-1 Bezwzgledna wartosc jest nieujemna.

Odpowiedz: Nierdwnos¢ sprzeczna.

3-x24 [e-3]=4 g i
Poniewaz bezwzgledna warto$¢ z liczby do-
] | datniej i ujemnej jest taka sama: |5| = 5 oraz
-1 3 7 x |-5] = 5, wiec nie ma znaczenia, czy obliczamy

bezwzgledng watrodé z rdznicy 3 - x, czy x - 3,

Odpowiedz: x € {(-o0, -1) U {7, «0)} wiec [3 -] = |x-3|.

Add)
|1-34 =5 |3x-1]=5 Aby rozwigzaé réwnanie graficzne, pod bez-
3|x - 1 |=5/3 x—l‘ _3 wzgledng wartoécig moze by¢ tylko wyrazenie
3 ’ 3l 3 x = 11ub x + 1, gdzie ] jest dowolng liczba. Przed
bezwzgledng wartoéé mozemy wylgczyc¢ liczbe
x— l’ =1= tak samo, jak przed nawias.
3
RN T
3 3

1
% =—1§ lub x,=2

1
Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania s liczby —15 lub2.
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|-5x-2|<8 [5x+2| <8

2
S5x+—-(<8 /:5 x+£s§

3 5

-‘[ -1 — -

1 x
) 1=
5
Odpowiedz: x e <2;1§>
Ade)
Vax? +4x+1=2 Stosujemy wzér skrdconego mnozenia.
V@x+17 =2 [2x+1|=2 Va? =
2)x+ : 2 52 . 1
X+—== ! X+—|=
2 A g + & —— -
2 _11 Ll l X
2 2 2
Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania jest liczba 1L oraz L
2 2

V1-6x+9x* >6 Vox®-6x+126
VBx-1) 26 Bx-1]>6

1 1 b - ¢ -
3x~—>6 /:3 gl 32 42 1 1 *

3 3 3 3 3

Odpowieds: x c {»oo;—l%) o (2&;00},

< Sprowad# dane wyraZenie do najprostszej postaci:
a) [5—xf+]x—-3|—|x+1|, x € (7,10
b) —|x+3|-|x+2|-|x+1|-7, xe(-5-3)

ROZWIAZANIE

Dla liczb z zaproponowanego przedziatu nalezy sprawdzi¢ znak wyrazen wystepujacych pod wartoscia
bezwzgledna.

Ada)

Zauwazmy najpierw, 7e |5 - x| = |x - 5|. Zatem wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci |x ~ 5[ + |x— 3] — |x + 1.
Lewy koniec przedziatu jest réwny 7 i jest to liczba wieksza od kazdej liczby wystepujacej pod wartoécig
bezwzgledna. Dla wszystkich liczb z danego przedziatu wyrazenia pod wartoscia bezwzgledna sa dodatnie.
lx =5+ |x=3] = |x+ 1| = (x=5) + (x—3) — (x + )=x-5+x-3-x-1=x-9

Odpowiedz: Najprostsza posta¢ wyrazenia to x - 9.

Adb)

Postepujemy analogicznie i zauwazamy, ze tym razem wszystkie wyrazenia pod wartoécig bezwzgledna
$3 ujemne.
—|x+3]ﬁ|x+2[f|x+1|—7:(x+3)+(x+2)+(x+1)—7=x+3+x+2+x+1—7:3x—1

Odpowiedz: Najprostsza posta¢ wyrazenia to 3x — 1.

207
it
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| ZADANIE 4
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1) xe(—e0;=1) np.x=-2
{(x-3)-(x+1)=6-x

2)xe(-1;3) np.x=0
—(x=3)+(x+1)=6—x

3)xe(3;00) np.x=4
(x=3)+(x+1)=6-x

= Rozwigz réwnania:
a)|4-2x|+|-x+3|=5

Q) |5-1xl=3

b) \/(x2 —6x+0+ R 2l =65

d2lx-1]-3|=7

ROZWIAZANIE

Ad a)

|4 - 2x| +|-x+3]=5

|2x- 4| + |x-3| =5

2|x-2|+|x-3]=5
x=2 x=3

1) 2) 3)

e
X

2 3

1) xe(-0;2) np.x=0

Aby skorzysta¢ z definicji wartoéci bezwzglednej,
trzeba ustali¢ znak wyrazenia pod bezwzgledna
wartoscig.

Rozpatrujemy trzy przypadki.

Jezeli wyrazenie pod bezwzgledng wartoscig jest
ujemne, opuszczajac bezwzgledng warto$¢, zmie-
niamy przed nig znak na przeciwny.

2) x€{2;3) np.x=2,5

“2(x-2)—(x—3)=5 2(x—-2)—(x-3)=5

2x+4—-x+3=5

“3x=-2 /:(-3) x=6

2
x= = Rozwigzanie nalezy do przedziatu.

3)xel3m) np.x=4
2x-2)+(x—3)=5
2x—44+x-3=5
3e=12 J:3

x=4 Rozwigzanie nalezy do przedziatu.

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby 2 lub 4.
3

Adb)
\/x276x+9+\/x2+2x+1:67x

Jix=3P +4J(x+1)? =6—x

|x731+\x+1l=6—x

x=3 x=-1

1) 2) 3)

2x—4—-x+3=5

Rozwiazanie nie nalezy do przedziatu,

—x+3—-x-1=6—x
—x=4 /{-1) x=2

x=—4

x=2 lub x=-2

Add)

[2]x-1]-3]=7
2|x-1]-3=7 lub
2x-1|=10 /2
[x-1]=5

x-1=5 lub x-1=-5
x=0 x=-4

—x+3+x+1=6—x

Ado)

I5 - |xll =3

5-|x]=3 lub 5-|x| =
x| =-2 [(-1) -l =-8
x| =2 |x| =8

lx-1}=

x-3+x+1=6-x

3x=8 /:3
x:§:22
3 3

Odpowiedi: Rozwigzaniem rownania sg liczby —4 lub 2.

Korzystamy z definicji bezwzglednej wartodci.
-3

[-(-1)

x=8 lub x=-8

Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -8, -2, 2 1ub 8.

2[x-1]-3=-7
2|x-1|=-4 /2
2

Ze by¢ ujemna.

OdpowiedZ: Rozwiagzaniem réwnania sg liczby —4 lub 6.

Rozwiazanie nie
nalezy do przedzialu.

Brak rozwigzania, bezwzgledna wartosé nie mo-

3 Rozwigz nieréwnosci:
a) |x-1|+[2x-5|<9
o|lx-3l-3|<2

Ada) |x-1|+2 <9

5
x—=
2

x=1 x=25
1) 2) 3)

1 2,5 ;
1) xe(—o;1) np.x=0
—(x-1)-2(x—2,5)<9
-x+1-2x+5<9
=3x<3 /:(-3)

x>-1

RN
R 7/ 77777
-1 1 %
xe(-11) Wspdlna cze$c zatozenia

i rozwigzania.

b) |2 -x|-222x+ |6+ 3x]
d)[jx-1]+2|=1

ROZWIAZANIE

2) xe{1;2,5) np.x=2
(x-1)-2(x—-2,5)<9
x—1-2x+5<9
—x<5 /(-1
x>-=5
g
-5 1

=¥

2,5

xe{1;2,5)
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3)x 6(2—;-;00) np.x=3

(x—=1)+2(x—2,5)<9
x—1+2x-5<9

3x<ls /33
x<5
1
xe(2—;5)
¢ 2
1) +2) +3)
7 o
e U )
-1 1 25 5 x

Odpowiedz: xe(—1;5)

Adb) |2 -x/-2=2x+ |6+ 3x|
[x-2|-3|x+2|=2x+2
x=2 x=-2

1) 2) 3)

-2 2

1)xe(-w0;-2) np.x=-3
“(x-2)+3(x+2)=22x+2
-X+2+3x+6=>2x+2
0=-6 xeR

x € (—0o0;-2)
2)xe{-2%2) np.x=0
—(x-2)-3(x+2)=2x+2
-X+2-3x-622x+2

Ostatecznym rozwigzaniem jest suma rozwigzas
wszystkich trzech przypadkéw.

Rozwigzaniem nieréwnoéci sg wszystkie liczby
rzeczywiste, ale jest ona prawdziwa tylko dla prze-
dziatu okreslonego w zatozeniu.

3)xe(2;0) np.x=3
(x-2)-3(x+2)=2x+2
x-2-3x-622x+2

-6x=>6 /:(-6) -4x =10 /:(-4)
x<s-1 x<-25
i) + o -

§ S, 7 _2.5 2 x brak rozwigzania

2 -1 2 7
x €{-2;-1)

1) +2) +3)
AT
-2 -1 =
Odpowiedi: x € (-o0; -1)
Adc)
[[x-3]-3]<2 |x-3-3<2 i |x-3]-3>-2 |x-3]<5 |x-3]>1
& . 2 —j— l— vI B
=3 3 8 x 2 3 4 *
xe(-2;8) w75 Al 7 x € {(- 00; 2) U (4; 00)}
-2 2 8 &

Odpowied#: x e {(-2;2) U (4; 8)}

OBLICZENIA LOGARYTMICZNE
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Ad d)

fle-11+2|=1

[x-1+2=1 lub [x-1]+2=-1
k-12-1 lx-1]<-3
xeR brak rozwigzania

OdpowiedZ: Rozwigzaniem tej nieréwnosci sg wszystkie liczby rzeczywiste.

OBLICZENIA LOGARYTMICZNE

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Zmiana podstawy logarytmu:

log,c
Jeslia>0,a+#1,6>0,b+# 1 orazc >0, to log,c= 084¢

log b

2 Oblicz:
a} log -3-log,36  b) 210g£3—3log25.

4

ROZWIAZANIE
Ad a)

3 2log,6 2log.6
log 53-1og,36 = 110g3\£ log,6” :O—gslzloi:‘i
08 log,62 510836
Adb)
log,3 2log,3 2log,3
2log,3-3log,5=2- 082 T log,5 = ¢ ngzuz —log,125= _zoogz —log,125=
. log, © 0g, %

” g (L1 Yoge |
=-log,3-log,125=1log,3™ +log,1257" =log, P _ng%

H e

3 Wykaz, ze: log,3 log.4-log,5-log.6-log,7 -log,8 jestliczba naturalna.

ROZWIAZANIE
1
5. log,6 log,7- 0g8 _
log,5 log,7

log, 4
log,3-log,4-log,5-log,6-log,7-log,8 =log,3- 1082 lo
08

4
2

log,8

].ngﬁ 6:10g28:]_0g223:310g22:3

=log,4-log,6-log,8=log,4- o, -10g68:10g26-1 :

Odpowiedi: Tloczyn logarytméw wynosi 3 i jest liczba naturalng.
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<> Oblicz:

a) log,9+log,81+log,135—log,5, gdy log,3=a; b) log,16, gdy log,,27=0.

ROZWIAZANIE

Ada)
4
log,9+log, 81+log,135~log,5=1log, 3* +10g_281+ log, L 2log,3+ 108232 +log,27 =
log, 4 5 ° log,2
4log,3 "
=2log,3+—>*~+log,3’ =2log,3+2log,3+3log,3=7log,3=7a
2log, 2
Adb)
log,,27=a Przeksztalcamy oba logarytmy tak, by pozostat
log,2.
log,27 B log,3> .
log,(4-3) log,4+log,3
3log,3 3
B3 g —=q
log,2* +1 2log,2+1

a(210g32+1):3 2alog,2+a=3

2alog;2=3-a /:2a

3—a
log,.2="—
83 2a

4 3-a 2(3—61) 2(3*a)
_log,16  log,2*  4log,2  dlog,2 T 5, i -

- log,6 - log, (2-3) B log,2+log,3 - log,2+1 -

3-a 3-a_ 2a 3-a+2a
2a 2a  2a 2a

log 16

B 2(3—a)_ 2a  4(3-a)
a 3+a 3+a

ZADANIE 4

1
amry, logg2—_log 15
< Ktora liczba jest wigksza, /18 czy x = [%J 2 ?

ROZWIAZANIE

1 logﬁz—%log‘fgs
xX=) =
6

1 logg 2—%1045_\[; 5
6

log x = logé(

5
log,.x = (logsz f%- logs Jlog6 67"

logﬁxfg

Logarytmujemy obie strony réwnania. (x > 0)

log.x=—|log.2~ IOL‘SSI

2log,62

OBLICZENIA LOGARYTMICZNE
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log.5
lﬂg(,x =-————1 86 —10362

5 -2log,6
log,x =log 5—log, 2

x=2
’125 ’ 5
= — =3 15—
4 8 8
{f1§>3’15§
8

18> x

|
W
—
oo | b
191

Odpowiedz: Y18 ma wigkszg warto$¢ niz x.

Jezeli po obu stronach réwnania jest logarytm
o tej samej podstawie, to logarytmowane wiel-
kosci muszg by¢ réwne.



FUNKCJE | ICH WEASNOSCI

PRZEKSZTALCANIE WYKRESU FUNKCJI

m UZYTECZNE WZORY | ICH INFORMACJE

Gdy mamy wykres funkgji y = f{x), rysujemy wykres funkgji y = |f(x)|, pamietajac, ze wykres w111l
¢wiartce, czyli tam, gdzie wartosci sg dodatnie, pozostaje bez zmian, a czg$¢ wykresu z ¢wiartki III

iIV jest odbita symetrycznie wzgledem osi odcigtych.

Funkgja y = |f (x)| przyjmuje tylko wartosci nieujemne.

=) Majac dany wykres funkeji y = f{x), wykonaj wykres funkgji y = |f (x)| i odczytaj jej whasnosci:

a)

b)

PRZEKSZTALCANIE WYKRESU FUNKCJI

ROZWIAZANIE

[\
¥

Punkt (¢; 3) nalezy do prostej, do ktérej nalezg punkey (-3; 0) oraz (-2; -2).
ax+tb=y
1(—Zva +b=0 /(-1

~2a+b=-2

3a—b=0

—2a+b=-2

a=-2 b=3a=3-(-2)=-6
Punkt (¢; 3) nalezy do prostej y = -2x - 6 ]
3=-2c-6 2c=-6-3 2c=-9 /2 c=— 5
Wilasnosci:

1
1) dziedzina: x e(—45;1>u{2} 2) zbidr wartoéci: y € (0; 3)

3) miejsce zerowe: x; = -3 4) punkt przeciecia z osia y: (0; 2)

5) funkcja jest rosngca dla x € (-3; -2), jest malejaca dla x e (ﬁ4%;—3) ,ajeststaladlax € (-2; 1).

Adb)

-4 X
. 2+
Wiasnosci:

1) dziedzina: x € {(-4; 6)
2) zbior wartoéci: y € (0; 3)
3) miejsca zerowe: x; = -2
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x; obliczam: (3; 3) 1 (55 -2)
{ 3a+b=3 /- (-1)

Sa+b=-2
—3a-b=-3
S5a+b=-2
2a=-5 /2
5 2 15 1

a=—= b=3-3a=3+
2 1

-E—3+——3+7w—10—
2 2 2

Punkt (x2; 0) nalezy do prostej y= —gx + 10l ;

2
5 21 5 21
O=——x+— —x,=—
2 2 2 2
5x2=21 /5
21 1
x2 =—= 44‘
5 5

1 P
x, =4- - drugie miejsce zerowe
5

4) punkt przeciecia z osig rzgdnych: (0; 2)
5) funkcja jest rosngcadlax € (-2; 1) oraz dlax e (4 i5)

malejaca dla x € (-4 -2),dla x € (3;4;) oraz dla x € (5; 6), a stata dla x € {1; 3).

FUNKCJA LINIOWA,
NIEROWNOSCI | UKEADY
ROWNAN LINIOWYCH

ZASTOSOWANIE ROWNAN NIEROWNOSCI
| UKLADOW ROWNAN

j zaoanie 1 I

o Naszkicuj wykres funkcji h i okresl jej wlasnosci:

—x-3, xe(-w,2)

h(x)=1-5, xe(2,5)
%x, x €¢5,40)

ROZWIAZANIE

Obliczenia do wykresu:

1
y=-x-3,xe(-0,2) = x €{5,00)

| 1
2 y 4
l)x:(); y:_3 i 2
2)y=0: 0=-x-3 x=-3
3)x:2; y:_2_3:_5
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P

Wiasnosci:

1) dziedzina: xeR,
2) zbi6r wartoéci: yeR,
3) miejsce zerowe: x = -3,
4) punkt przeciecia z osig OY: (0, -3),
5) monotonicznoéé: 1
- funkcja rosnaca - a= 5 dla xe(5, «),

- funkcja malejaca - a = -1, dla xe (-0, 2),
- funkcja stala, a = 0, dla xe(2, 5), +

6) funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie S .. A S SN
dla xe (-0, -3) (5, ), a ujemne dla xe(-3, 5),

'ZADANIE 2 |

<’ Wykonaj wykresy funkcji fi korzystajac z wykres6w, rozwiaz nieréwnosci f(x) 2 -3 oraz f{x) < 2, gdy:
a)fix)=|x+2|-4 b) fix)=-|x- 3]+ 1.

ROZWIAZANIE

Ada)fix)=|x+2| -4
Y’* Yi

fx)z-3 dla x & (-o0; -3) U (-1;0)
fix)<2 dla x e (-8;4)

flx)z2-3 dla x e (-1;7)
flx) <2 dla x € (~o0; 0)

=-|x-3]+1

—|x+2| dla xe(—oo;—l>
- Wykonaj wykres funkcji f(x) = 11 dla xe(-1;3)
7‘x*5|+3 dla xe(3;00)

ROWNANIA | NIEROWNOSCI LINIOWE
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ROZWIAZANIE

Wlasnosci:

1) dziedzina: x € (~o0; 3) L (3; 0) vk

2) zbi6r wartodci: y € (-o0; 3)

3) miejsca zerowe: x; = -2, x; = 8

4) punkt przeciecia z osig rzednych: (0; 1) i’ “/\

5) funkcja jest rosngca dla x € (-o0; -2) oraz il g -
x € (3; 5), jest malejgca dla x € {(-2; -1) oraz CoNt 3 5 8\ x
xe (5 o), ajeststaladlax e {-1;3),dlax=35
funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza, ktora wy-
nosi 3, ymax = f{5) = 3, wartosci najmniejszej nie
mozna okresli¢

6) funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie dla x € {(~1; 3) U (3; «)}, a wartosci ujemne dla x € {(~o0; -1) U

U (8; 00)}.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI LINIOWE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

- W zadaniu 1 i 2 korzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia:

(a+b)’=a*+2ab+ b (a+b)’=0a+3a°b + 3ab® + V°
(a-b)Y=a"-2ab+b? (a-bP’=a*-3a%+3ab*- 1
@-V=(a+bla-b) @+ b = (a+b)(a®-ab+b)

@-bV=(@-b@+ab+b)

ZADANIE 1

) Rozwigi réwnanie i sprawdz 2(1-2x)* — (3x +4) = —2(1+2x)* +12(1+ 4x?)

ROZWIAZANIE
2(1-2xP +2 (1 +2x)° =12 (1 + 4x) + (3x + 4)
2(1°-3-12 2x+3- 122 - (20)+2 (12 +3- 12 2x+3- 1 - (2 + (20)) = 12 + 485> + 3x + 4
2(1-6x+12-8x) +2 (1 +6x+12:° +8x°) = 12 + 48x° + 3x + 4
2-12+424x% - 16X + 2 + 12x + 24x% + 8%° = 16 + 48x° + 3x
“3x=12 /:(-3)
x=-4
Sprawdzenie:
L=2(1-2-(—4))-(3-(—4)+4)=2(1+8)> - (-8)=2-9° +8=2-729+ 8 =1458 + 8 =1466
P==2(1+2-(-4)) +12(1+4-(-4)") =—2(1-8)* +12(1+ 4-16) = —2(-7)* +12(1 + 64) =
=-2.(—343)+12-65=686+780=1466
L=p
Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania jest liczba -4.
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< Rozwigi réwnania i nier6wnosci:

a)3(x+1)°-(x-3)°=101-(x-4)° b) (x-2)" - (x-3)(" +3x+9) =7 -3¢ - 3x (x - 1)
(x+2)(x* —2x+4) < 2-x)(x2+2x+4)

c)1l-
) 2 2

ROZWIAZANIE

Ada)

3(x+1P+(x-4P%={(x-3)+101

30 +2x+ 1)+ -3x2-4+3x-42 -8 =x-3x"-3+3x-32 -3+ 101
3+ 6x+ 3 - 126 + 48x — 64 = -9x% + 27x - 27 + 101
54x - 27x =61 + 74

27x=135 [:27

=5

Odpowiedi: Rozwigzaniem rownania jest liczba 5.
Adb)

(-2 +3243x(x-1) =27+ (x-3)(*+3x+9)
X3 24322 -2 430 437 - 3x 2 T+ X - 27
-6x2+ 12x -8+ 6x" - 3x = - 20

9x=-12 /9

4
xX=——

/;/{/‘ T

_ 0 x

b
£
3

Odpowiedi: x € (‘-g;ao)
Ad¢)

12 (2—x)(4;—2x+x2)+ (x+2)(x22—2x+4)

2¢2-x+x+2°

/2

0 < 14 - nierdwno$c jest zawsze prawdziwa

Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnoéci sg wszystkie liczby rzeczywiste, x € R.

ZhpAniE

< Rozwigi réwnania o niewiadomej x i przedyskutuj iloé¢ rozwiazan w zaleZnosci od parametréw a,

b, c oraz m:

bym’x-m+1=x ) = -

a)alx-1)-b=x-a

ROZWIAZANIE

Ada)
ax-a-b=x-a
ax-x=b

x(@a-1)=b [:(a-1)

b
xX=—
a—1
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Gdy a = 1 i b # 0, réwnanie nie ma rozwigzania, gdy a = 1 i b = 0, réwnanie ma nieskoniczenie wiele
rozwigzan, a gdy a # 1, réwnanie ma jedno rozwigzanie x = =7
a—
Adb)
mx-x=m-1
s -1 =m-1 [(m-1)
m—1

b ——

(m+1)(m-1)

Gdy m = 1, réwnanie ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, gdy m = -1, réwnanie nie ma rozwigzania,

agdy m # -11im # 1, réwnanie ma jedno rozwigzanie x =

m+1
Adc)
g«-bx+x:cx—b /-c
c ¢
a-bxtex=cx-b
bx=-a-b [(-1)
bx=a+b b
_a+b
.
Gdy ¢ =01lub gdy b = 0,1 a # 0 réwnanie nie ma rozwiazania, gdy b = 0 i a = 0, réwnanie ma nieskofi-

- g ; ; : : . a+b
czenie wiele rozwigzan, a gdy b # 0, réwnanie ma jedno rozwigzanie x = =



FUNKCJA KWADRATOWA,
ROWNANIA | NIEROWNOSCI
KWADRATOWE

FUNKCJA KWADRATOWA, JEJ WYKRES

I WEASNOSCI
| zananie 1 |

<) Wykonaj wykres funkgji f, okresl jej wlasnosci oraz podaj liczbe rozwigzan flx) = m w zaleinosci
od wartosci parametru m. Przedstaw na wykresie zalezno$¢ miedzy iloscia rozwiazan a wartoécig
parametru m.

a) flx) = |x* - 5x - 6| b) fx) = x> - |5x + 6 c) flx) = |x* - 5x|- 6
ROZWIAZANIE
Ad a) : i
NS Wykonujemy wykres funkcji bez bezwzgled-
Y . nej wartosdci, obliczajgc charakterystyczne
A=(-5-4-1-(-6)=25+24=49 punkty: wierzcholek, miejsca zerowe i punkt
\/E _7 przeciecia z osig y.
W= (;b’ -4
2a 4a
_—
21 4:1
1 1 5~ 5+7
WI[ZA;H— x=——=-1 x,=——=6 z0Y:(0;-6)
2 -1 2-1
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e

. ykonujac wykres bezwzglednej wartoéci, pamigtamy, ze ta czes¢ wykresu, ktora jest pod osia x, odbija
sie symetrycznie wzgledem osi x.

Y

1 Wiasnoéci:

1) dziedzina: x € R
2) zbiér wartoéci: y € {0; o0)
3) miejsca zerowe: x; = -1, x; = 6
4) z OY: (0; 6)
5) funkcja jest rosnaca

1
dlax e (—1;25) oraz x € {6; oo)

amalejgca dla x € (-o0; -1)

oraz x e ( 2% ;6) , Najwiekszej wartosci

________________________________________

. nie mozna okresli¢, a najmniejsza wynosi
= ; 0, Ymin = -1 =f6) =0
. : 6) funkcja przyjmuje tylko wartoéci ujemne

7) prosta o réwnaniu X = 25 jest osig

symetrii.

1] NS
121 e
4

Aby okresli¢ iloé¢ rozwiazan réwnania flx) = m, przecinamy wykres funkcji prostymi y = m i obserwu-
jemy, ile jest punktw przecigcia tej prostej z wykresem funkcji.
Dla: m e (-o0;0) - 0 rozwigzan

m=0 - 2 rozwigzania
me [0;121] — 4 rozwigzania
4
1 ; ,
m= 12; - 3 rozwigzania
1 . .
me 121;00 — 2 rozwigzania
fim)
4 o)
3 ]
2 o——
t f ;;-
1 123

Adb)
fix) = 5 — |5x + 6| - wzér funkeji zalezy od znaku wyrazenia pod bezwzgledng wartoscig.

Gdy5x+62(},czylix2—g flx) = - (5x+ 6) =x* - 5x - 6,

agdy x<—g fx)=x>+(5x+6) =x>+5x+6.

x*—5x—6 dlaxe(fé;oc)
5

fo)= 6

x* +5x+6 dlaxe[—w;*J
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6
Dfix)=x*-5¢-6 dla xe (75;00) Korzystamy z wezeéniejszych obliczen.

1 1
A=49 JA=7 W=(25;—122J xi=-1 =6 2 OY: (0; - 6)

2)fix)=x"+5x+6 dla xe[-—m;gzj

A=5_4-1-6=25-24=1 JA=1
=5=x] —5+1
xl:T:_s X, = =
Dodatkowo obliczamy warto$¢ funkeji dla x= —% :

2
y f[-8 {_E YR - W
5 5 5 25 25 25

2) f(—g)-{g}z +5-(—g]+6:1;

Y Wiasnoéci:

=

1) dziedzina: x € R i
2) zbidr wartoéci: y € (_12;; )

3) miejsca zerowe: x1 = -3, X, =-2, x3=-1, X4 =6
4) punkt przecigcia z osia y: (0; - 6)

1 1 1
5) funkcja jest rosngca dla x € (—25; = lg) oraz x € (2? )

1
funkcja jest malejgca dla x € (—o0; —2%) oraz x € (—1;;25)
T iy ) 1 1 1
najmniejsza wartosc wynosi —12; fVin = f(Z EJ = —122
6) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x & (-00; -3) U
(=2; -1) W (6; ), a ujemne dlax € (-3; -2) U (-1 6).

Tlo§é rozwigzan rownania flx) = m: Ostatecznie otrzymujemy:

1
dla me(—oo;—12zj 50 0 dla me[éoo;—ui]
< 51 ¢ dli w2
4 4
1 1 3 11
me|-12—;——| >2 m=42 dla me| —12—;—— |U| 1—;
(1 4 4) flm) 4 4 25
m=—— -3
4 3 dla m—[l,lﬂ}
1 - 11 .
m= ——;1'— >4 1 11
4 25 4 dla me(——;l)
11 4 25
me=1— >3
25
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Sim)

Adc) flx)=|x"-5x| -6
Wzér funkeji zalezy od znaku wyrazenia x* - 5x.
¥-5x=0
x(x-5) =0
x=01ub x-5=0
x=5

x € (-00; 0) W {5; o)
f(x)={

x* = 5x—6dla x e (—oe;0) U (5; o0)
—x*+5x—-6dlaxe(0;5)

DAx)=x"-5x-6 dla x e (~00;0) (5 00).

Korzystamy z wezesniejszych obliczen.
1 1 . . ;
W:(ZE; 7121] - nie nalezy do dziedziny, x, = -1, x, =6, x1ix € {(-00; 0) W (5; 00)}.

— 52 . —
fi5)=5-5-5-6=25-25-6=-6 Wartoé¢ funkeji na koricach przedziatu.
2 fix)=-x"+5x-6 dla x e (0;5)

A=5"—4.(-1)-(-6)=25-24=1 JA=1

bo=AY Teb = 11 —5— -
W={—;g e B T S O T . O o
2a 4a 274 24 SR £ ug

(0;-6), i5)=-5"+5-5-6=-6

85’4! Wiasnosci:

x1ix € (0;5)

1) dziedzina: x € R

2) zbidr wartodci: y € (~6: o)

3) miejsca zerowe: xy = -1, x2=2, x3=3, x,=6

4) z osig y: (0; -6)

5) funkcja jest rosngca dla x € (0;2%) oraz x € (5; ),

amalejaca dla x €(—0;0) oraz x € (21; 5),
2

najmniejsza warto$¢ wynosi -6, ymi = f{0) = f{5) = -6
6) funkcja przyjmuje wartosci

dodatnie dla x € {(~o0; -1) U (2; 3) U (6; w0)},

aujemnedlax € (-1;2) U (3;6)

7) osig symetrii jest prosta x = 21.
2
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2)A<0 b - 4ac<0 m-4(m-1)-2<0

[lo$¢ rozwiazan rownania f(x) = m:
m?-8m+8<0

0 dla me(—w;—6)
; A, =(-87-418=64-32=32 JA_=\32=42

2 dla me| —;00 [W(-6)

[4 J : 8—42 2(4—2\/5) 2 0] 84442 2(4+2\5) 5

= = = =d- m, = = =4+22
Fo=0 L o2 2 2" g 2
4
) \/
4

4 dla me
fim) 4—2\5\/4+2«/5 m
4}

.
3le me(4—2\/5;4+2\/5)
- 2 A — warunek 1) i 2) s3 spelnione, gdy me (4 ~2v2;4+ 2\5)
1+ T, LAY
P } } - Gz 'b\\ X ﬁ\:\&% e 7777
&— 1 m 1 4-2V2 4422 m
4 Sprawdzamy, czy nieréwnos¢ bedzie réwniez prawdziwa, gdy a = 0, czyli gdy nieréwnosé nie bedzie

kwadratowa, tylko liniowa.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE e b il
Z PARAMETREM x+2>0, x>-2 - nie jest zawsze prawdziwa.

) Odpowiedz: Nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rze istej x, gd —24/2;
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE J e e ol

'ZADANIE 2

Rozwiazujac réwnania lub nieréwnosci kwadratowe z parametrem, zapisujemy je w sposob uporzad-

kowany, wypisujemy wartosci wspétczynnikow a, b i ¢, zapisujemy wszystkie warunki zadania, czesto = Wyznacz wartosci m, dla ktérych réwnanie 2ma2 + 3mx +m - 5 = 0 ma dwa rézne pierwiastki.

korzystajac ze wzordow Vietea x; +x, =—— 1 x,x, = = Rozwigzujemy kazdy warunek oddzielnie,
a q ROZWIAZANIE

Jesli dwa pierwiastki, to a # 0, a skoro rézne, to A > 0.

a=2m b=3m c=m-5 a=#0 2)A>0

D2m+#0 m=0

2) b* - 4ac> 0

(3m)*—4-2m(m-5)>0

9m® - 8m* + 40m > 0

a ostatecznym rozwigzaniem jest cze$¢ wspolna wszystkich warunkow.

ZABSIE 18

=) Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérych nieréwnos¢ (m - 1) &+ mx+2>0jest prawdziwadlax c R.

ROZWIAZANIE

0 A m* +40m > 0
(m-17 +mx+2>0 _ m (m+40) >0
a=m-1 b=m ¢=2 m=0 m=-40

Aby nieré6wno$¢ kwadratowa byla zawsze prawdziwa, ramiona paraboli musza by¢ skierowane do gory
i lezy ona nad osig odcigtych:

-40 0 m
QOznacza to, ze
Na>01i
> 2)A <. m € (~co; ~40) U (0; o) 1)i2) - ten sam przedziat
a>0 m-1>0 m>1 Odpowiedz: Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki dla m e (~c0; ~40) U (0; 00).
y & 7 7 o
0o 1 m
m & (1; )
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:) Dla jakiej wartosci m réwnanie (m + 1) &% - 4mx + 2m + 3 = 0 ma dwa réZne pierwiastki tego samego

znaku?

ROZWIAZANIE
1)az0-dwa 2)A>0 -réine 3)xx>0 -tegosamego znaku
a=m+1 b=-4m c=2m+3
Dm+l#0 m*-1
2) b’ -4ac>0

(-4m)® - 4(m+ 1)(2m +3) >0

16m* -4 (2m* +3m+2m+3)>0 /4
amt - (2m* +5m+3)>0

am? - 2m*-5m-3>0
2m*-5m-3>0

5-7 1 5+7
= = = == —=—— m,=——=3
A, =(-5P—42(-3)=25+24=49 JA=7 m R T
1
2
1
me| —oo;—— |\ (3;%0)
& [
Korzystamy ze wzoru Vietea XX, =—.
3) X1X%2 > 0 b 172 a
£
¢ Znak dzielenia i mnozenia dwoch wyrazen
ac >0 jest taki sam.

(m+1)2m+3)>0

2(m+1)[m+%]>0 fi2
(m+1)(m+]%]>0

1
m=-1 m=-1-
2

m e(w;—ll]U(liw)
2

NN \
PRSI,
1
S e
2 2

Odpowiedz: Rownanie ma dwa rézne pierwiastki tego samego znaku dla

me [400; —1%)u[1;—%)u(3;oo).

1) i.2)4 3)

\\\\\ NN \\ \\ ‘\\C\\\\ N \\4\
3 m
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ZADANIE 4

=) Wyznacz warto$¢ parametru sm, dla ktérych réwnanie 2x” — mx - m + 6 = 0 ma dwa pierwiastki
o roznych znakach.

ROZWIAZANIE
1) A >0 - dwa rdzne pierwiastki
2) x1x%2 < 0 - jedli réznych znakéw, to ich iloczyn musi by¢ mniejszy od zera, korzystamy ze wzoru
Vietea.
a=2 b=-m
1) b* - 4ac>0
m*+8m-48>0

A, =8"—4-1-(~48)=64+192=256 JA, =16

c=-m+6
(-m)*-4-2(-m+6)>0

—-8-16 —-8+16
m = =-12 = =4
1T n, 5
-12 4 b
me (- o0;—12) U (4; )
2) S<o
a
ac<0 i T — -
2(-m+6)<0 /2 :
. 0 6 m
-m< -6 /[(-1)
m>6 m € (6; ©0)
1)i2)
Ayl [NNNNNNANNNNNNNNY
SN 7777 A R
-12 4 6 "

Odpowied#: Réwnanie ma dwa pierwiastki o réznych znakach, gdy m e (6; o).

ZADANIE 5

< Dla jakich wartosci m réwnanie (m - 2) 2% - 2 (m + 3) x + m - 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki do-
datnie?

ROZWIAZANIE

2) A>0 - rdzne
4) x| + x > 0 - dodatnie

1) a #0 - dwa pierwiastki
3) x1xz > 0 - jednakowe znaki

a=m-2 b=-2(m+3) c=m-1
Dm-2+0 m# -2
)b —4dac>0

[2(m+3))-4(m-2)(m-1)>0
4m+3P2-4(m-2)m-1)>0 /4
m+em+9-(m-m-2m+2)>0
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M+ Em+9-m+3m-2>0

9m > -7 /-9
7
m<=g B A ATARRARRAT AN -
7 0 m
9
7
me| ——;0
9
b
i1 S g so
“ a
ac>0 -

(m-2)m-1)>0
m=2 m=1

2m+3)(m-2)>0 /2
(m+3)m-2)>0
m=-3 m=2

1 2 m \

-3 2

sy

me (=o9;1) (25 0)

m € (~00;-3) U (2;0)

1)i2)i3)i4)

e \ S \\~ LR AN g X
N &N\\\ N R /77, R X
o 7 1 2 m

9

OdpowiedZ: Rownanie ma dwa rézne pierwiastki dodatnie dla me (2;00) .

ZADANIE 6

3 Dla jakich wartoéci m réwnanie m-1Dx*-2(m+1)x+m-2=0ma dwa rozne pierwiastki

ujemne?

ROZWIAZANIE
2)A>0 -rézne
4) x1 + x2 < 0 - dwa ujemne

1) a # 0 - réwnanie kwadratowe
3) x1x2 > 0 - te same znaki

a=m-1 b=-2(m+1) c=m-2
PYm-1#0 m#1
2) b’ - 4ac>0

[—2(m+1}]2—4(m-1}(m—2)>0
AmP+2m+ 1) -4 -m-2m+2)>0 [4
mrr2m+l-m+3m-2>0

1
5m>1 m>—
)

I / =3

U | =

3

m
—
U\vl’)—-

8
S S
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3) Lol
a
ac>0

(m-1)m-2)>0
m=1 m=2

m e (—00; 1) U (2; @)

4):E<0
a
~ba <0
2(m+1)(m-1)<0 /2
(m+1)(m-1)<0
m=-1 m=1

h,

=1 1 m

me (-1;1)

Razem: 1) 1 2) i 3) i 4)

e

UL e SR - e
\\\\\\\\\xk i}gﬁ\x\xk s LSS L r,R R &

-1 L9 2 m

5

Y

Odpowiedz: Rownanie ma dwa rozne pierwiastki ujemne dla m € [1;1}.
3

ZADANIE 7

< Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie mx” + 3mx — m + 4 = 0 ma doktadnie jedno rozwiazanie?

ROZWIAZANIE

Réwnanie ax” + bx + ¢ = 0 ma jedno rozwigzanie, gdy jest rownaniem kwadratowym: a # 0i A =0 lub
gdy jest to réwnanie liniowe: a = 01 bx + ¢ = 0 jest rOwnaniem majgcym rozwigzanie.
DDa#0i2)A=0 Iub a=0

a=m b=3m c=-m+4
1)a+0 m=*=0
2) b ~4ac=0

Om* +4m? - 16m =0

13m(m—§J—0 /:13

(Bm)—dm(-m+4)=0
13m* - 16m=0

13
m(m—l6 =0
13
16

m=0 lub m= 5 zgodnie z zafozeniem m # 0
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Sprawdzam rozwigzanie réwnania liniowego, gdy m = 0:
02 +3:0-x-0+4=0
4=0 -rownanie sprzeczne, nie ma rozwigzania

16
Odpowiedz: Réwnanie ma doktadnie jedno rozwiazanie, gdy m=—.

13
ZADANIE 8

:> Podaj liczbe roinych pierwiastkéw réwnania (m - 5) x* + (m - 2) x - 1 = 0 w zaleznosci od parame-
tru m.

ROZWIAZANIE

a=m-5 b=m-2 c=-1
1) Réwnanie ma dwa rézne rozwigzania, gdy a # 01 A > 0.
m-5+0 m#£5

b —4ac>0 (m-2-4(m-5-(-1)>0

m?—dm+4+4m-20>0 m* - 16> 0
(m+4)im-4)>0
m=-4 m=4
-4 4 m
m € (—o0; —4) U (4; )

Razem:

7 g ST7ET7

-4 4 5 m

m € (-00;-4) U (4, 5) U (5; )

2) Rownanie ma jedno rozwigzanie, gdy a # 0 i A =0 lub gdy jest to rownanie liniowe:
a =0 - do sprawdzenia.

m#5 m=-4 m=4 Korzystamy z wezeéniejszych obliczen.

dlam=5
(5-2)x-1=0 3x-1=0 - jedno rozwigzanie
m=5

3) Réwnanie nie ma rozwigzania, gdy:a # 0 i A <0.
Korzystajac z wezedniejszych obliczen: m € (—4; 4)

Odpowiedi: Réwnanie ma dwa rozne rozwiazania, gdy m € (—oo; —4) U (4; 5) U (5; ©0), jedno rozwig-
zanie dla m = -4, m2 =4 i m3 =5 oraz nie ma rozwiazan, gdy m € (-4; 4).

ZADANIE 9

= Dlajakiej wartosci m suma odwrotnosci pierwiastkéw réwnania

®-(m-5)x+2(3-m)=0 jest ujemna.

ROZWIAZANIE

a=1 b=-(m-5) c¢=2(3-m) 11
1) A= 0 - dwa pierwiastki - rézne lub réwne  2) —+—<0 - suma odwrotnoéci ujemna

XX,
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1) ¥*—4dac=0
Fm-51-4-1-23-m) >0
mi-10m+25-24+8m=>0
m-2m+120

(m-17=20
m=1

Jest to wzdr skrdconego mnozenia.

1 m
me R
1 1
2) —+—<0
XX Sprowadzamy utamki do wspélnego mianow-
g 5 nika.
L+l
XXy XKy Dodajemy, zapisujac utamki na jednej kresce
+x ufamkowe;j.
e Bl B
XX
bl 2 Stosujemy wzory Viete'a.
40 Podstawiamy a = 1
C
a
——<0
¢
-bc<0

(m=-5)23-m)<0 /:2
-(m-5)(m-3)<0 /(-1
(m-5)(m-3)>0

m=5 m=3

\

3 5 m

me (-0;3) U (50) -razeml1) i 2)

Odpowiedi: Suma odwrotnosci pierwiastkéw jest ujemna dla m € (—o0; 3) U (5; o).

ZADANIE 10

< Wyznacz wartoé¢ parametru m, dla ktérych suma kwadratéow pierwiastkéw réwnania
mx® + 2(m + 1) x + m = 0 jest wigksza od ich sumy.

ROZWIAZANIE

a=m b=2(m+1) c=m
1) a#0 - réwnanie kwadratowe
2) A=0 - dwaréine lub réwne rozwigzania
3) .7C12 +)C22 > X1+ X2
xlz + 2x1% + x;_?' —2X1X > X1 + X2
(,X'1 + _‘?62)2 > (x; + X2) + 2){1)62

Musimy skorzystaé ze wzordéw Vietea.
Po lewej stronie dodajemy i odejmujemy
2x1%3, by otrzymad kwadrat sumy.
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2
(;bJ >_é+2.£
a a a
Z
b—+9>2i [-a®> (a#0)
a a a

b +ab > 2ac

1) m#0

2) b —4ac=0
Rm+1D)P-4m-m=0
AP +2m+1)-4m* =0 /4
mi+2m+1-m=0

2m=2-1 /2
1
2 ==
T T A T S 1
1 ' me(—=;x)
Tt O M 2
2
3) b* +ab > 2ac
Rim+DP+m-2(m+1)>2m-m
4 (m? +2m+ 1) +2m> + 2m > 2m* /2
2m*+2m+1)+m>0
2mi+4m+2+m>0
2m*+5m+2>0
=5=% —5+3 1
Am=5'-4-2+2=25-16=9 A, =3 =22 9 m,= =-=
" T 98 b

Razem: 1) i 2) i 3)

=) 71 Q m

2

Odpowiedz: Suma kwadratow pierwiastkow réwnania jest wieksza od ich sumy,

gdy me[—%;())u((];oo).

2 Dla jakich wartosci parametru m rownanie (m+1)x*-2x+m-1=0 madwaroine pierwiastki
nalezgce do przedziahu (0; 2)?

ROZWIAZANIE

Rozpatrzymy polozenie paraboli, ktére spefnia warunki zadania.
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I Ramiona paraboli skierowane do géry:

0x} 52 X
b Ramiona skierowane do gory.
a=m+1 b=-2 c=m-1 p=—— Réine pierwiastki.
. 2a
Warunki:

)a>0 m+1>0 m>-1
2D A>0 B -4dac>0

(-2 -4(m+Dim-1)>0
4-4m*+4>0

m*-2<0
()2} <0
ml:jﬁ mfﬁ
me(—2:2)

3) dlax=0
m+1)-0°-2:0+m-1>0
m>1
dla x = 2:
(m+1)-22-2:2+m-1>0
S5m>1 [:5

4-4(m-1)>0
§—4m*>0 /[:(-4)

\
—ﬁ\/ﬁ m

Dlax =0 oraz x = 2 warto$¢ wyrazenia jest
dodatnia.

dm+4-4+m-1>0

1
m>—

1
Razem:m>1im>g,czy1im>1

—b . b
4) —>0 i -——<2 Wierzchotek lezy pomiedzy liczbami 01 2.
2a 2a
2 1 2
> —_— e
2(m+1) m+1 1
1 1 2(m+1
——>0 2 28,
m+1 m+l  m+l
m+1>0 L=2{mAl) o
m+1
1-2m-2
m>-1 —<0
m+1

(-2m-1(m+1)<0 42[m+4;~}(m+1)<0/:(— 2)

[m+%](m+1)>{)

m me(‘w;‘l)u(-é;ﬂo]
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Razem:
\\ %Il’/ i '/;&
1 ! "

1
me| ——;m

Rozwigzaniem pierwszego przypadku, gdy ramiona paraboli sg skierowane do gory, jest czgs¢ wspdlna
wszystkich czterech warunkow.
Razem: 1) i 2) i 3)i4)

3 N
l\ N\ \m&% YMM’S(‘ R v\sll«
=y = 4 1 J200m

2

Y

me(l;ﬁ)

II Ramiona paraboli skierowane do dolu

JTN

Warunki:

Da<0 m<-1

2)A>0 me(fﬁ;\/i) 1
3dlax=0: m<1 dlax=2 m< =

4)—£>0 i —£<2 razem: me[——;w}
2a 2a 2

Okreslajac warunki w drugim przypadku, ko-
rzystamy z wczesniejszych obliczen.

1
Razem m< —

Rozwigzaniem drugiego przypadku, gdy ramiona sg skierowane do dotu, jest wspdlna czes¢ czterech
warunkow.
Razem: 1) i 2) i 3) i 4)

E I,
2 L V2o,

1
2 5

me {—ﬁ ;—1)
Ostatecznym rozwigzaniem zadania jest suma obu przypadkéw: I i IL
i 4 R PN

Y | 1 2™

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki nalezgce do przedziatu (0; 2) dla

me(—2;-1)u(142)

WIELOMIANY

DZIALANIA NA WIELOMIANACH, STOPIEN
| ROWNOSC WIELOMIANU

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Wielomianem stopnia n zmiennej x jest funkcja okreélana wzorem
Wed =ax+a, 1 x> Y Fmxt o,

gdzie n jest liczba naturalng i oznacza stopien wielomianu, a liczby ag, ay, ... a, sg wspolczynnikami
wielomianu i a, = 0.

Stopien wielomianu W(x) - najwyiszy wykladnik potegi zmiennej x.

Rownos¢ wielomianu - dwa wielomiany sg réwne, gdy sa tego samego stopnia i wspdlczynniki przy
tych samych potegach zmiennej maja taka sama wartoscé.

Dodajgc lub odejmujac wielomiany, mozemy wykona¢ dziatania tylko migdzy wyrazami o tym samym
wyktadniku potegi. Przy mnozeniu wielomianow pamigtamy, Ze mnozac potegi o tych samych podsta-
wach, wyktadniki dodajemy.

Aby obliczy¢ wyraz wolny wielomianu, obliczamy W(0), a gdy chcemy wyznaczy¢ sume wspélczynni-
kow wielomianu, to W(1).

Dzielenie wielomianow

Dla kazdych dwéch wielomianéw W oraz V (V # 0) istnieje wielomian Q, ktory jest wynikiem dzie-
lenia i R bedacy reszta z dzielenia.

%{*=Q+§, Wix) = Q(x) - V{x) + R(x) dlax € R.

Stopieft wielomianu R jest mniejszy od stopnia wielomianu V. Wielomian W jest podzielny przez
wielomian V, gdy R jest wielomianem zerowym.
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Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian x - a jest réwna W(a), gdzie a € R.

Liczba r jest pierwiastkiem wielomianu W, gdy W{(a) =0 czyli, gdy wielomian W jest podzielny przez
X-a.

ZADANIE 1.

<) Dane s3 wielomiany:
H(x) = -22x" + 2x° - 4x, Wx)= -2 +2-5x+7, G(x)=11x"+2% - x* - 52+ 10

Wrykonaj dzialanie G(x)-3W(x)+ > H(x) iokresl stopieni otrzymanego wielomianu.

ROZWIAZANIE

1 +2x° —x2 =5x+10=3-(—x* +2x" —5x+7)+ Podstawiamy dane wiclomiany.

1 Wykonujemy zaznaczone dzialania i reduku-
-4 (—22x% +2x° —4x) =11x* +2x* = x* - 5x +10+ jemy wyrazy podobne.
+3x3 —6x +15x—21—11x* + x> —2x =6x° —7x" +8x—11

Odpowiedz: Otrzymany wielomian jest stopnia trzeciego.

| ZADANIE 2

<) Dane sa wielomiany: W(x)=-2x"+3x-4 i R(x)=x*-2x’—2x.Oblicz sumg, réznice i iloczyn

wielomianow.

ROZWIAZANIE
Obliczamy sume:
W(x)+ R(x) = (=2 +3x — 4) + (x* - 2%° - 2x) = -2x° $3x—d+xt -2 2x=x'—4x*+x—4
Obliczamy obie réznice:
W(x)—R(x) = (2x" +3x—4) —(x* —2x° —2x) =—2x° +3x—d-x*+2x +2x=—x*+5x—4
R(x) - W (x)=(x* —2x° —2x) —(—2x° +3x —4) =x" —2x* - 2x +2x° —3x+4=x"-5x+4
Obliczamy iloczyn:
W(x)-R(x) = (~2x° + 3x —4) (x* —2x° - 2x) =—2x% - x* — 22°(-2%°) - 22° (-2x) + 3x xt

F3x(—2x%) + 3x(=2x) — 4x* + 8x” + 8x = —2x7 +4x° + 4x* + 3x° —6x* —6x2—4x* +8x> +8x=

— 227 +4x5 +3x° —6x* +8x° —6x7 +8x

EADANIE Y.

< Dobierz wartosci liczb a oraz b tak, aby dane wielomiany byly réwne:

W(x) = (2a-3b)x" + 7x* + 1
G(x) =55%" - (Ba+ b)x* + 7x* + 1

DZIALANIA NA WIELOMIANACH, STOPIEN | ROWNOSC WIELOMIANU

ROZWIAZANIE

Ada)
2a—3b=55 Wielomiany s3 réwne, jesli s3 tego samego stopnia
3a-b=0 i majg réwne wspélezynniki przy tych samych pote-
gach zmienne;j.
2a—-3b=55
b=-3a
2a+9a=>55
1la =55
a=5b=-15

Odpowiedz: Wielomiany sg réwne, gdya=51b=-15.

ZADANIE 4

3 Oblicz wyraz wolny oraz sume wspétczynnikéw wielomianu W{x) = (x? —1)(2x% +11x+13)(x® +5).

ROZWIAZANIE

Aby wyznaczy¢ wyraz wolny i sume wspétczynnikéw,

W(x)=(x? -1)(2x? +11x +13)(x* +5)
nie trzeba wielomianu porzadkowad.

a, =W(0)=(0> -1)(2-0* +11-0+13)(0° +5) =
=(-1)-13-5=—65
W) =(1-1)2-1*+11-1+13)(1* +5)=0

Odpowiedz: Wyraz wolny wynosi 65, a suma wspotczynnikow wielomianu 0.

9 Dany jest wielomian W(x) = ~x"+ 5x° - 4x - 10, Oblicz wartoé¢ wielomianu dla x = —/2 oraz W(-1).

ROZWIAZANIE
Aby obliczy¢ wartos¢ wielomianu, nalezy w miejsce x podstawié wskazang liczbe i wykona¢ obliczenia.

x:*\/i, Wi(x)=—x*+5x>-4x-10

%

L3
1-5.22 14 44/2-10=

1
2

W(—2) = —(—v2)* +5(—/2)* - 4(—/2) ~10 =—(22)* 75-(25)3 R OO |

3 1 1
3 | 1
=-22—522 442 -10=—-4-5-2 24442 -10=-14-5-2'2% + 42 =—14—-10v2 + 42 =—14—6+2
W=D =—(-1)*+5-(-1)° ~4-(-1)-10=-1-5+4-10=-12

| ZADANIE 6

< Sprawds, czy dana liczba a jest pierwiastkiem danego wiclomianu:

a) Wx)=2x"-2x*-9x -1, a=-2
b) Glx)=x" + 5" + 1+ x — 4, a=1

239
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ROZWIAZANIE
Ad a)
W(-2)=2-(-2P =2-(=2)*-9-(=2)-1=

=-16-8+18-1=-7

Nalezy sprawdzi¢, czy wartoé¢ wielomianu dla
zaznaczonej wartosci jest rowna zeru.

Odpowiedi: Liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu.

Adb)

G =1"+1"+15+1-4=0 Tak jak w poprzednim przykladzie.

Odpowied?: Liczba g jest pierwiastkiem wielomianu.

'ZADANIE 7

< Podziel wielomian W(x) = 2* + " — 2x° + x* — * + 1 przez dwumian D(x) =x - 1.

ROZWIAZANIE

Przypomnijmy, ze algorytm dzielenia wielomianéw przypomina algorytm dzielenia liczb catkowitych,
tj. ,dzielenia pisernnego’”, z ta rdznica, ze w wypadku dzielenia wielomianéw dzielimy najpierw sktadnik
najwyiszego stopnia w dzielnej przez sktadnik najwyzszego stopnia w dzielniku. Otrzymany ,.czg¢scio-
wy” iloraz wpisujemy nad tym skiadnikiem dzielnej, ktérego uzylismy do dzielenia, i mnozymy go przez
kolejne skladniki dzielnika, a tak otrzymane iloczyny, ale z przeciwnym znakiem, wpisujemy pod sktad-
niki tego samego stopnia w dzielnej. Nastepnie dodajemy ,,podpisany” wielomian do dzielnej i do otrzy-
manej sumy ,,spisujenty” z gory kolejny sktadnik dzielnej. Teraz powtarzamy powyZsze czynnosci, bio-
rgc otrzymang przed chwilg ,,uzupelniong” sume zamiast dzielnej. i tak az do wyczerpania wszystkich
skladnikéw dzielnej. Ostatnia otrzymana suma okazuje si¢ wielomianem stopnia nizszego niz dzielnik,
a wiec w tym wypadku stalg liczba, reszta z dzielenia. Nad dzielng odczytujemy iloraz. Jezeli ta reszta
wynosi 0, to znaczy, ze dzielna dzieli si¢ przez dzielnik bez reszty.

Przygotowujac dzielenie, musimy uwzgledni¢ w dzielnej skladniki wszystkich kolejnych stopni,
od najwyzszego az do wyrazu stalego. Jezeli skladnik ktérego$ stopnia nie wystepuje w dzielnej, to zna-
czy, ze wspoltczynnik przy potedze tego stopnia jest réwny 0 i nalezy to 0 wpisa¢ w odpowiednim miej-
scu. W ponizszym rozwigzaniu te dopisane 0 zostaly wytluszczone, podobnie, jak ,,spisywane” kolejne
skladniki dzielnej.

x +2x° +2x° +0x! +1x° +0:2 +0x 0
(12 +1x7 +0x° -2x +lx* —12 +0x* +0x +1) : (x-1)
—1x® +1x
= 2 +0x°
—2x +2x°
= +2x° —2x°
—2x° +2x°
= +0x° +1x*
—0x° +0x*
= +1x* -1
—1x* +1x°
= +0x° +0x*
—0x° +0x7
= +0x* +0x
—0x* +0x
= +0x +1
—0x +0

A zatem iloraz to wielomian x” + 2x° +2x° + x°, a reszta wynosi 1.
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ROZWIAZANIE INNA METODA

Jezeli dobrze przeanalizujemy powyzsze rozwigzanie, to zauwazymy, ze do wykonania wszystkich wy-
stepujacych tam dzialan wystarczy znajomo$¢ wspotczynnikéw dzielnej oraz liczby xo w dwumianie
x — %o (dzielniku). Obserwacj¢ te wykorzystano do opracowania tzw. algorytmu Hornera, stuzacego
do dzielenia wielomianu przez dwumian pierwszego stopnia. Odbywa sie to w tzw. tabeli Horne-
ra. W pierwszym wierszu tabeli wypisujemy wszystkie kolejne stopnie niewiadomej, od najwyzszego
(tj. od stopnia wielomianu-dzielnej) do stopnia 0. W drugim wierszu wypisujemy, pod odpowiednim
stopniem, wspotczynniki dzielnej. Jezeli sktadnik danego stopnia nie wystepuje w dzielnej, to znaczy, ze
wspolczynnik przy nim wynosi 0 i to wla$nie zero wpisujemy do odpowiedniego pola tabeli. na poczat-
ku trzeciego wiersza, na lewo od kolumny odpowiadajacej wspélczynnikowi kierunkowemu dzielnej,
wpisujemy liczbe xp z dziclnika, tj. dwumianu x — xo. W trzecim wierszu tabeli bedziemy wpisywaé ko-
lejne wspotczynniki ilorazu. Poniewaz dzielac wielomian stopnia n przez dwumian pierwszego stopnia,
otrzymujemy wielomian stopnia # — 1, w kolumnie stopnia wielomianu-dzielnej wpisujemy 0. A teraz
rozpoczynamy stosowanie algorytmu. Mnozymy xo przez liczbe ostatnio wpisang do trzeciego wiersza,
do iloczynu dodajemy stojacy nad ta liczbg wspétczynnik dzielnej, a tak otrzymang sume wpisujemy
do kolejnego wolnego pola trzeciego wiersza itd. na prawo od kolumny wyrazu wolnego znajduje sie
kolumna reszty. W tej kolumnie wpisujemy w trzecim wierszu ostatnig z sum otrzymanych w procesie
stosowania algorytmu Hornera. Jezeli wpisana liczba jest réwna 0, to znaczy, ze mieliémy do czynienia
z dzieleniem bez reszty, a kolejne liczby trzeciego wiersza podaja kolejne wspétczynniki ilorazu. Jezeli
wpisana liczba jest réina od zera, to jest ona reszty z wykonanego dzielenia. PrzesledZmy to na przykta-
dzie z zadania.

E 8 7 6 5 4 3 2 1 0 R
_;r_ ol | 1 0 -2 1 -1 0
I 1 0 1 2 b} 0 1 0 0 0 1

Q Wykonaj dzielenie:

a) (2 + 10x% + 22x - 15) : (x + 5) b) (28x° - 41x% + 63x - 36) : (4x - 3)

ROZWIAZANIE
Ada)
2
3 3+ 5x _23 Dzielimy x* przez x, zapisujemy wy-
(2 +10x* +22x - 15) : (x + 5) nik x* i sprawdzamy nasze dziele-
- -5x¢ nie, mnoigc x* przez x oraz przez 5
= 5¢422¢—_15 i zapisujemy wyniki z przeciwnymi znakami.
5% - 25x Wykonujemy odejmowanie i powtarzamy:
— 8w ar 56 :x =5x 5xx = 5x’, zmieniony znak -
5x%, 5x - 5 = 25x, zmieniamy znak — 25x, odej-
+3x+15 mujemy itd.
Adb)
7%t - 5x+12
(28x - 41x% + 63x - 36) : (4x - 3)
-28x° + 2147
= -20x +63x-36
20x* — 15%
= 48x - 36

- 48x + 36
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| ZADANIE 9

< Nie wykonujac dzielenia, sprawdz, czy dany wielomian jest podzielny przez podany obok dwumian:

a) W(x)=2x'—x* - 8>+ x + 6, D(x)=x-2
b) W(x) = 55"+ 3x° — 2x* + 5x* + 3x - 2, Dix)=x+2
ROZWIAZANIE

Ad a)

W(2)=2-2t-2°-8-22+2+6=32-8-32+8=0 Obliczamy wartosc wielomianu

w miejscu zerowym dwumianu.
Odpowiedz: Wielomian jest podzielny przez dany dwumian.
Adb)

W(-2)=5-(-2)°+3- (-2 -2-(-2)*+5-(-2)*~6-2=
=320-96-32+20-8=204

Tak jak w poprzednim przykiadzie.

Odpowiedz: Wielomian nie jest podzielny przez dany dwumian.

ZADANIE 10

= Nie wykonujac dzielenia, wykaz, ze wielomian W(x) = x° + 2x° - 5x* - 8x° + 4x% + 6x + 12 jest po-
dzielny przez dwumian V(x) =x + 2.

ROZWIAZANIE
Wix) =% +2x° - 5x* — 8x° + 4 + 6x + 12
Vix)=x+2
W(-2)=(-2)*+2(-2)° -5 (-2)* = 8- (-2 +4- (-2)*+6- (-2) + 12 =
—64-2-32-5-16+8-8+4-4-12+12=-80+64+16=0

Wielomian W{(x) jest podzielny przez
x+2,gdy W(-2)=0.

Odpowiedz: Wielomian W(x) jest podzielny przez V(x).

| ZADANIE 11

:) Znajdz warto$¢ wspolczynnika b, wiedzac, ze wielomian W(x) = 2x* — x — 6 jest podzielny przez
dwumian D(x) =x — b.

ROZWIAZANIE

2.0 -b-6=0 Warto$¢ wielomianu w miejscu zero-
wym dwumianu musi by¢ réwna zeru.
A=1+4-2:6=49,VA =7,
1-7 3 8
by=—-=—=, bz:f:Q.
! 2 <+

Odpowiedi: be {ﬁg, 2}.
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Rozkladajac wielomian na czynniki, korzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia oraz wylacze-
nia wspélnego czynnika przed nawias oraz wymiernych pierwiastkéw wielomianu o wspélczyn-
nikach catkowitych.

Kazdy wielomian stopnia wyzszego niz dwa mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw, ktére
sg wielomianami stopnia co najmniej drugiego.

Powtarzajgcy si¢ czynnik zapisujemy za pomoca potegi, na przyktad zamiast x - x - x piszemy x°.
We wzorach skréconego mnozenia a® - b* = (a - b)(a® + ab + b*) oraz a® + b° = (a + b)(a® - ab + b?)
czynniki a* + ab + ¥ i @" - ab + b? s3 zawsze dodatnie, wigc nie mozna ich roztozy¢ na czynniki
liniowe.

Wymierne pierwiastki wielomianu o wspolczynnikach catkowitych.
Jezeli wspoiczynniki wielomianu sg calkowite, a metoda wylaczania czynnika przed nawias lub za-
stosowanie wzordw skroconego mnozenia jest niemozliwa, korzystamy z twierdzefi méwigcych, ze:
- jesli liczba catkowita jest pierwiastkiem wielomianu, to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego tego
wielomianu,
lub
/7

- jesli ufamek nieskracalny ~ jest pierwiastkiem wielomianu, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego,
q

a g jest dzielnikiem an - wspélczynnika przy najwyzszej potedze x.

| ZADANIE 1

2 Rozl6i wielomiany na czynniki:
a) W(x)=-8x"—6x*—2x° b) W(x)=x®—-x*—x+1
) Wix)=—x*+2x°-8x+16 d) Wx)=x*-13x+12

ROZWIAZANIE

Ada) W(x)=-8x"—6x"-2x> =—2x*(4x> +3x—1)
4x® +3x -1 - trojmian kwadratowy
=i B=Bpe=«<]

A=b*—4ac=3-4.4.(-1)=9+16=25 JA=5
il ~b+A
xl: x2:
2a 2a
B5 B 345 2 1
X=—=—=-1 X, = ===
24 8 24 8 4

Tréjmian kwadratowy 4x” + 3x ~ 1 zapisujemy w postaci iloczynowej
1
alx—x ) (x—x,): 4(x+1)[x—z}

Wi(x)=-2x" 4(x+ 1)(x - i} =-8x}(x+ 1)(;5 - i} - wielomian zostal rozlozony na czynniki,
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Mozna przeksztalci¢ posta¢ iloczynowy tak, by w nawiasie nie byfo utamka oraz znak minus nie wyste.
powat przed wyrazeniem:

8. L .1 wtls_ L
Wi(x)=-8x (x+l)[x 4} 2-4x (x+l)(x 4} 2x°(x+1) 4(X 4}

=2 (x+D(@x -1 =25 (x+ (-1 (dx - 1) =2x* (x + D(-4dx + 1) =22 (x + 1)(1 - 4x)

Odpowied#: Kaida z postaci W(x)=-8x(x+ 1)[x - i-}, Wi(x)=-2x*(x+1)(4x—1) oraz

W (x)=2x"(x+1)(1-4x) przedstawia prawidtowo rozlozony na czynniki wielomian.

Adb) W(x)=x>-x*—x+1 Wielomian sklada si¢ z czterech wyrazdw. Przy parzystej liczbie wyrazéw
W(x)=x2(x-1)—(x-1) z kazdej pary wylaczamy wspolny czynnik. Otrzymalismy dwa sktadniki,

w ktorych wspolne jest wyrazenie (x — 1), wyrazenie to wylaczamy przed na-
Wix)=(x-1(x*-1) wias. W drugim nawiasie zapisujemy wszystko po ,,zabraniu” (x - 1), pamie-

tajac, ze jedli , zabieramy” wszystko, to pozostaje liczba 1. W drugim nawiasie
stosujemy wzor skréconego mnozenia.

W(x)=(x-D(x* -1*)={x-D(x+D{x -1 =(x-1>(x+1)

Odpowiedi: Wielomian roziozony na czynniki ma postaé W(x) = (x - 1)* (x + 1),

Ad¢)
Wix)=—x"+2x" —8x+16=—x*(x—2)—8(x—2) = (x = 2)(—x* —8) =
=A{x -2 +8) =—(x -2’ +27) =—(x—2)(x + 2)(x* —2x + 4)

Odpowiedi: Posta¢ iloczynowa wielomianu to: W(x)=—(x—2)(x +2)(x* —2x +4)

Add) W(x)=x*-13x+12

Jezeli wielomian skiada si¢ z trzech wyrazow, w ktorych jeden ze wspolczynnikow jest suma (nie
patrzac na znaki) dwoch pozostalych (13 =1 + 12), to mozemy ten wyraz ,,rozbi¢” tak, by z kazdej
pary wylaczy¢ wspolny czynnik przed nawias.

W) =x"—x—12x+12=x(x> 1) -12(x — D) =x(x +D){x - 1) -12(x —1) =

=(x=1)[x(x+1)-12 |=(x-1)(x* + x - 12)

x* +x - 12 - obliczamy ,, delte”
a=1 b=1 c=-12

A=b*—dac=12—4.1-(-12)=1+48 = 49 JA =19 =7
—b—/A ~b+A
pET Ty
2a 2a
_- ~1+7
X =——=-4 X, = & =3
a1 ]

x*+x-12=(x+4)(x-3)
Odpowiedi: W(x) = (x - 1)(x + 4)(x - 3) - posta¢ iloczynowa.

ROZKEAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI
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ZADANIE 2

) Rozloi dany wielomian na czynniki, korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia:
a) Wix) =285 — 142 + 7x* b) Wx)=x"-x+8 -8

ROZWIAZANIE
Ad a)
Wix)=7x%(4x* —2x* +1)
W(x)=7x*(4x* —2x* +1+6x* —6x°) =

Wrylaczamy wspélny czynnik przed nawias.

=7x! -[(4x4 +4x? +1) —6952] = Zauwazmy, ze wielomian w nawiasie moz-
na uzupelnic tak, aby otrzymac réznice kwa-
=7x* '[(2352 +1)? *6352}: dratow.

=7x% - (2%2 —JBx+1)-(2x* + 63 +1)

Adb)
Wix)=x"-(x*-1)+8(x*-1)= Grupujemy wyrazy podobne i rozkladamy
) s wielomiany, ktére powstaly w nawiasach,
=(x*=1)-(x" +8)= korzystajac ze wzordw skréconego mnoze-
nia.

=(x+1)-(x—-1)-(x+2)-(x* -2x+4)

3 Rozléz wielomian W(x) na czynniki W(x) = 4x - 4x° - 234% -x - 6.

ROZWIAZANIE

Wix) =4x* -4’ - 2387 - x -6 Szukamy pierwiastka wéréd dzielnikéw licz-
W(l)=4-4-23-1-6%0 by 6.

W(-1)=4+4-23+1-6%#0

W(2)=4-2"-4-2°-23-22_2-6+#0 Jezeli jest oczywiste, ze wartos¢ wielomianu
W(-2)=4-(-2) -4 (-2)*-23- (_2)2 +2_6= jest rozna od zera, to nie musimy tej warto-

$ci obliczaé.

=4:16+4-8-23-4-4=64+32-92-4=96-96=0
x = -2 - pierwiastek wielomianu

42 - 12x% +x-3

(dx* —4x° - 237 - x—-6) : (x + 2)

Dzielimy wielomian przez x + 2.

- 4x* - 8x°
=125~ 2852
12x° + 24x°
-x
-x*-2x
-3x-6
dx+6
W(x) = (x + 2)(dx° - 126 + x - 3) = e et i e
=(x+2)[4x (x - 3) + (x - 3)]= Wyrazenie 417 + 1 jest zawsze dodatnie i nie
=(x+2)(x-3)(4x%+ 1) mozna juz go roztozy¢.

Odpowiedz: Wielomian rozlozony na czynniki ma postaé W(x) = (x + 2)(x - 3)(4«% + 1).
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ROWNANIA WIELOMIANOWE
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnania wielomianowe rozwigzujemy poprzez grupowanie wyrazow, wytaczanie wspolnego czyn-
nika przed nawias, stosowanie wzoréw skrdconego mnozenia lub szukanie rozwigzania catkowitego

P

wérod dzielnikéw wyrazu wolnego albo wymiernego £, gdzie p jest dzielnikiem wyrazu wolnego,
q

a g dzielnikiem wspolczynnika przy najwyzszej potedze x.

ZADANIE 1

< Rozwigz réwnania:

b) x* +21=7x"+3x
e)x’-7x+6=0

a) (2x* —3x)(x® +3) (x> —6x+9)(x* -3x+10)=0
c) x*—5x° +x2—5=0 d) -4 + 1222 +x-3=0

ROZWIAZANIE

Ada) 2x* —3x)(x* +3)(x* —6x+9)(x* —3x+10)=0
2x-3x=0 /:2 lub x*+3=0

3 , . . .
1) x% - Ex =0 2) ¥ + 3 - wyrazenie zawsze dodatnie, réwnanie nie ma rozwigzania.
3
x(x—=)=0
2
3 3
x=0 lub x-=-=0 X, ==
2 2

3) x*-6x+9=0
(x—3)2:0 X3=3
4) ¥*-3x+10=0 a=1 b=-3 c=10

A=b —4ac=(-3)*—4.1.10=9-40 = — réwnanie nie ma rozwiazania.

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby {},% lub 3.

Adb) x*+21=7x%+3x

X —=7x*=3x+21=0

Hx—7)-3(x-7)=0

(x—7)x>—-3)=0

x-7=0 lub x*-3=0

% =7 =3 =0
(x+3)(x=3)=0
x=—v3x, =3

Réwnanie wielomianowe nalezy uporzadkowac.
Réwnanie sktada sie z 4 skladnikéw. Z kazdej pa-
ry wylaczamy wspolny czynnik przed nawias.
Otrzymali$my dwa wyrazenia, w ktérych powta-
rza sie (x —7), i ponownie wylaczamy wspolny czyn-
nik, ktorym jest (x—7). Piszemy go na poczatku,
aw drugim nawiasie zapisujemy wszystko, co pozosta-
to w réwnaniu po ,,zabraniu” (x —7).

Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sg liczby —/3,4/3 ub 7.

ROWNANIA WIELOMIANOWE
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Adc) x° -5 +x*—5=0
(x5 +(x*=5)=0
(x* =5)(x*+1)=0

x*-5=0 lub X +1=0
x2 _(\/5)2 =0 x3 =1
(x++/3)(x-/5)=0 x=(-1)

x++5=0 lub xA\/g:[} x,=—1

xlz—\/g xzz\/g

Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania sg liczby -Jg, ~1lub /5.

Add) -4 + 12> + x-3=0 /. (-1)
45’ - 12x% -x+3=0
4 (x-3)-(x-3)=0

(x-3)4 -1 =0
(x-3)2x+1D2x-1)=0
x-3=0 lub 2x+1=0 lub 2x-1=0
K= 2x=-1 /2 2x=1 J2
X2=*— x3:1
2 2

L 1
Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sg liczby: “g'n lub 3.

Ade) X’ -7x+6=0
X-x-6x+6=0
x(x+D(x-1)-6(x-1)=0
(x-D*+x-6)=0
x-1=0 lub F+x-6=0 a=1 b=1 c¢c=-6

x=1 A=W -dac=1>-4.1-(-6)=1+24=25 JA =5
:—b—\/Z:—175:ﬂ_6:_3 LobtVA 145 4
2a 21 2 2w 20 2

x(xX*-1)-6(x-1)=0
(x-Dx(x+1)-6]=0

)

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -3, 1 lub 2.

) Dany jest wielomian W(x) = 4x* — 49x* - 56x — 16.

a) Rozt6z wielomian na czynniki liniowe.
b) Rozwiaz réwnanie W(x) = 0.
€) Wskaz niewymierne pierwiastki wielomianu Wi(x).

ROZWIAZANIE
Ad a)

W(x)=4x* —49x* —56x —16=
=4x" —(49x" +56x +16) = 4x* —(Fx +4)? =
= [2x2 Tt 4)} [2x2 +(7x+4)]

nego mnozenia:

Aby rozlozy¢ dany wielomian na czynniki liniowe,
stosujemy grupowanie wyrazow i wzory skréco-
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2x*=7x-4: a=2, b=-7, ¢=—4 Rozwiazujemy dwa réwnania kwadratowe.

A=b?—dac=(-7-4-2-(-4)=49+32=81 JA=9

I e Y e B L obtA 749 16
' 2a 22

2 " 2a 22 4
1

postac iloczynowa: 2{:: + Ej(x —4)

2% +7x+4: a=2, b=7, ¢=4

A=b—4ac=7—4.2.4=49-32=17 JA =17

_bAE_ T e

X
! 2a 4 2 4

- -7 =17
postaé iloczynowa: 2| x— 4 X

_—7+x/ﬁJ

4

W(x)—4-(x+%)(x—4)-[x————7_4 17].[,(‘7"'\/5}

4

Adb)
kW —7-N17 =747

2’ 4 4

Rozwigzania rownania.

Ado)
. - ; a7

4 4

Niewymierne pierwiastki to:

< Rozwigi réwnania:
a)x - 3x -5 +15x% +4x - 12=0
€) 12x" - 26x° + 54x* - 91x + 42 =0

b)3x* +6x° - 2%° + 14x-21=0

ROZWIAZANIE

Ad a)
-3 -5 + 1552 +4x - 12 =0
W) =1-3-5+15+4-12=20-20=0
x =1 - rozwiazanie rownania
-2 -7 +8x+ 12
( -3x' -5 + 157 + 4x - 12) 1 (x - 1)
-+ x!
—2x* - 5x°
2%t - 2%
-7x% + 15x°
7x - 75
8x% + 4x
-8x2+ 8§

12x-12 Ponownie szukamy rozwigzan.
=12x+12

ROWNANIA WIELOMIANOWE
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20 -7 +8x+12=0
W1)=1-2-7+8+12%0
W(-1)=1+2-7-8+12=15-15=0
x=-1 - kolejne rozwigzanie réwnania
-3 —dx+12
(" -2 -7 +8x+12) : (x + 1)
—xt- i
-3 - 722
3%+ 3x°
—4x* + 8x
45* + 4x
12%412
-12x-12

Y -3 -4x+12=0

F(x-3)-4(x-3)=0

(x-3)x*-4)=0

(x-3)x+D(x-2)=0

x=3 x=-2 x=2 - dalsze rozwiazania réwnania.

Mozna ponownie szukal rozwigzan, ale
szybciej jest wylgczy¢ czynnik przed nawias.

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -2, -1, 1, 2 lub 3.

AdDb)
3+ 6x° - 2x% 4+ 14x - 21 =0
W(l)=3+6-2+14-21=23-23=0
3% + 9x% + 7x + 21
(Bx'+6x° - 2%+ 14x - 21) 1 (x = 1)
—3x" + 3%°
9x> — 252
9% + 952
7% + 1dx
7+ 7x
21x - 21
~21x+ 21

x=1 -rozwigzanie réwnania

33+ 93%+7x+21=0
3 (x+3)+7(x+3)=0

(x+3)3%+7)=0

x+3=0 lub 3x+7=0 - brak rozwigzania
X =-3 - rozwigzanie rdwnania

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg liczby -3 lub 1.

Adc)

12x* - 26x° + 546> - 91x + 42 =0
W(1)=12-26+54-91+42=108 - 117 # 0
W-1)=12+26+54+91 +42 %0

W[IJ_E~i—26-1+%~l—ﬂ-l+42_2—E+£—2+42:~§—32+42¢0

116 1 8 1 4 1 2 4 4 2 2

Zadna liczba catkowita nie jest rozwiaza-
niem réwnania. Szukamy wsrod utamkow.

2

W[%} — 3 jest dzielnikiem 42, a 2 dzielnikiem 12
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2, 116 1 8 14 12 4 4

4 4 2 2

208 281 208 A1 s MOB engn me qmyasog

3 . . )
xX= 5 — rozwigzanie rownania

(12x" - 26x° + 54x” - 91x + 42) :
—-12x* + 18x°
-8x> + 54x*
8x° - 12x°
42x% - 91x
-42%" + 63x
—28x +42
28x - 42

12x° - 8x% + 42x - 28 [
x__J

12x° - 8> + 42x - 28 =0

48’ (3x-2)+14(3x-2)=0

(Bx-2)(4x* +14) = 0

3x-2=0 lub 4x’+14=0 - brak rozwigzania
3x=2 /3

2 w ;
X :E — rOZwWigzanie rownania

Odpowiedi: Rozwigzaniem réwnania sa liczby % lub %

LEADANIG D

. ; s 2
[é]:g'm 26 27+54.9 913+42:3 81 13 27+27 9_L3+42_

:) Wyznacz m i n oraz trzeci pierwiastek réwnania 2x* + mx* - 13x + n = 0, gdy liczby 2 i 3 sg pierwiast-

kami tego réwnania.

ROZWIAZANIE
W(2)=0i W(3)=0

Jesli liczby 2 i 3 sa pierwiastkami réwnania, to:
W(2)=2-2+m-22-13:2+n=0

16 +4m-26+n=20 4m+n=10
W3)=2-3+m-3¥-13-3+n=0
54+9m-39+n=40 9m+n=-15
{9m+n——15

4m+n=10 /-(-1)
9m+n=-15
—4m—-n=-10

Sm=-25 /5 m=-5
4-(-5)+n=10 -20+mn=10 n=30
Réwnanie ma postaé: 2x° - 557 - 13x + 30 =0

Rozwigzujemy ukiad réwnan i wyznacza-
my min.
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Poniewaz liczby 2 1 3 s3 pierwiastkami, wiec
mozemy wielomian podzielié przez x — 2 lub
X=3

28 -x-15
(2 - 5x% - 132+ 30) : (x - 2)
-2x° + 4x°

-x* - 13x

X - 2x

-15x + 30
15x - 30

2x?-x-15=0
A=(-1)*—4-2.(-15)=1+120=121 A =11
1-11_ 5 141112

X = e Xy = ==
P kg 2 220 4

i . J
Odpowiedz: Trzeci pierwiastek réwnania wynosi Tym= -5,an=30.

NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Nier6wnosci wielomianowe rozwiazujemy tak, jak réwnania.

~ Doprowadzamy nieréwno$¢ do najprostszej postaci: wspdtczynniki powinny by¢ catkowite, a znak
wspdlczynnika przy najwyzszej potedze dodatni.

- Szukamy miejsc zerowych taka metoda, jaka rozwigzywaliémy réwnanie wielomianowe.

- na osi liczbowej zaznaczamy miejsca zerowe i rysujemy krzywa od prawej strony od géry, pamietajac,
ze gdy miejsce zerowe wystepuje parzysta iloé¢ razy, to krzywa pozostaje po tej samej stronie osi.

ZADANIE 1

3 Rozwiaz nieréwnosci:

a)x (2x-Dx+2)2 -1 +22)>0 b) X (4-2)°(2-x)' (x+6)(x-7)°<0

)t (x* - 16)(27-xN) =0

ROZWIAZANIE

Ad a)
X(2x-1)(x+2)(2-x)(1+2x) >0

x-2[x~%}(x+2)(1)(x—2)-2[x+%}>0
-4x[x%](x+2)(x2)[x+%]>0 1:(-4)
(x+2)[x+é}x(xﬁéj(x—2)<0

_ 1 1
X =-2 xzz—g x, =0 x4:5x5=2

Odpowieds: 4 c {(m; r Z)U[J;O]U(lﬂ}_
27 )72

W kazdym nawiasie powinno byé wyraze-
nie: x * liczba.

Obliczamy miejsca zerowe.

| e
o
|
B | =
(=1}
b | =
(o]
*
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A

Adb)
HU-C-0x+6)(x-7 <0

- x-4P [ x-2)] (x+6)(x -7V <0
(=D -4 x-2)"(x+6)(x-7P <0 /(-1)
(x+6)x° (x-2) (x-4)° (x-7)* =0

X1=-6 =0 x=2 x=4 x=7

puja parzysty ilos¢ razy.

-6 0 2 4 7 X

Odpowiedz: x € {(-6;4) W (7; )}
Adc)
2 -16)27-x) =0
P+ - -27) 20 /(-1)
PP+ )+ 2)(x-2)(x-3)(P +3x+9) <0 [1(xF+ (2 +3x+9)
x* +4 orazx’ +3x+9 - wyraZenia s zawsze dodatnie, wicc nieréwno$¢ mozna przez nie podzieli¢
Plx+2)x-2)(x-3)<0
X2 = 0 X1 = -2 X3= 2 5

B o 9 .

Odpowiedi: x € {(-o0; - 2> U <2; 3> W {0} }

b) ¥’ -21x-20<0
AP -x2-+xf<0

X4 =

< Rozwiaz nieréwnosci:
)+ -8x-8>0
c) 3x* - 6x° = 19x% - 10x-40> 0

ROZWIAZANIE

Ada)

X+ -8x-8>0

Lx+1)-8(x+1)>0

(x+1)(x*-8)>0

(x+1D)(x-2)(oF+2x+4) >0 /:(x* + 2x + 4) - zawsze dodatnie
(x+1Dx-2)>0

x1=-1 x=2

Odpowiedi: x € {(- oc; - 1) U (2; o)}

Adb)

% -21x-20<0

X -x-20x-20<0
x(-1)-20(x-1)<0
x(x+1D{x-1)-20(x-1)<0
(x-D[x(x+1)-20]<0

Podkreslamy miejsca zerowe, ktore wyste-

NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE

(x—- 1D +x-20) <0
=1 A=12-4-1-(-20)=1+80=81 A=9

—-1+9
= =4

-1-9
= =3 *2

2

Odpowiedi: x € {(-o0; -5) U (1; 4)}

Ad¢)
3 -6 - 1922 - 10x - 40> 0
W(1)=3-6-19-10-40+0 W) =3+6-19+10-40#0
W(-2)=3-(-2)"-6-(-2)*-19-(-2)* - 10 (-2) - 40 =
=3-16+6-8-19-4+20-40=48+48-76-20=96-96=0 x=-2 - miejsce zerowe
3x° - 126° + 5x - 20
(3x" - 6x* - 1957 — 10x — 40) : (x + 2)
- 3x'—6x°
—12x° - 1947
12x° + 2422
5x* - 10x
- 55— 10x
- 20x - 40
20x + 40

(x+2)(3x° - 12%* + 5% - 20) > 0

(x+ 2B (x-4)+5(x-4)]>0

(x+2)(x -4)(3x* +5) >0 /:(3x2%+5) - zawsze dodatnie
x+2)(x-4)>0

M- -2(x-1)<0
(-1 -x5 <0
Flx-1DE-1)<0
Ble-Dx+1)(x-1)<0
(x+1)x*(x-1%<0
x=-1 x=0 x=1

Odpowiedi: x € {(-o0; -1) U {0; 1}}
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Adb) el
. To wyrazenie jest zawsze dodatnie,
3x°+1%0 i jest 1oz
czyli zawsze jest rézne od zera.

~ OdpowiedZ: Wyrazenie ma zawsze sens; ma sens dla wszystkich liczb rzeczywistych; ma sens,
gdy x€(-00; 0); ma sens dla xeR. (Wybieramy jedno sformutowanie.)

L ZADRRIE '

3 Okresl, kiedy wyrazenie traci sens:

ROWNANIA WIELOMIANOWE | .,
b el i

Odpowiedz: Wyrazenie traci sens dla liczby -2 lub 2.

DZIEDZINA | WARTOSC WYRAZENIA -
WYMIERNEGO x*+1=0 - wyrazenie zawsze dodatnie

Odpowiedi: Wyrazenie ma zawsze sens liczbowy.

Wyrazenie wymierne — jest zapisane za pomocg ulamka zwyklego, w ktérym w mianowniku znaj- m

7 4  4-3x 3 x—4 3x—6
Bop : Okresl dziedzing wyrazenia wymiernego: - + —- 3
x+2 x4 X B P iext9 Pixit2x

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

duje sie niewiadoma, najczgéciej x, np.

Poniewaz w mianowniku ulamka wystepuje niewiadoma, a mianownik ufamka musi by¢ rézny
od zera, kazde wyrazenia wymierne wymaga zafozenia - mianownik rézny od zera. RIS
Wartoéé wyrazenia wymiernego obliczamy, podstawiajac w miejsce niewiadomej wskazang wartosc. A
L +6x+9%0 it

o e Rt 3 P 3 SETREIT Najpierw okreslamy dziedzing pierwszego mia-
Dziedzina wyrazenia wymiernego — wszystkie liczby, dla ktérych wyrazenie istnieje. (redF20 #e 3 il

308
4xt+2x#0
ZADANIE 1 Nastepnie dziedzine drugiego mianownika.

2 (xP+x4+2)#0

2 Okredl, kiedy wyrazenie ma sens:
5 9x—1 x#20 1 2 +x+2#0
a) — =~ b) 22
3x—x 3x7 +1 A=1"-4.1-2=-7
ROZWIAZANIE xeR
Ads) 3 xe R\{-3,0} Dziedzing jest czes¢ wspdlna dziedzin poszczegdl-
3x—x#0 [(-1) nych wyrazen wymiernych.
x*=3x 20 AP .
x(x—3)%0 Odpowiedi: Dziedzing sq wszystkie liczby rzeczywiste z wyjatkiem liczb -31 0.
x=0 i x-3#0 x#3

Odpowiedi: Wyrazenie ma sens dla wszystkich liczb z wyjatkiem 01 3.
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P
SApANIES

xy—x’ b) X-7x-6
x* -y x4 xt—dx—4

= Skré¢ wyrazenie:  a)

Zadanie wykonujemy w trzech krokach:

1) Rozktadamy licznik i mianownik na czynniki.
2) Robimy zalozenie: mianownik rézny od zera.
3) Skracamy wyrazenie.

ROZWIAZANIE

- 2 Zalozenie:
xXy—x x(y-x)  —x(x—-y) o -
T A s . x+y# i ox-
Z=y? (x+x-y) (x+p)x—y) el o
—x(x—y) _ =X
(x+y)(x-y) x+y

= )
Odpowiedz: Wyrazenie po skréceniu ma postac >y gdyx=-yix=y.
Adb)
x*-7x-6 X —x—6x—6 7x(xz—l)—6(x+1):x(x+1)(x—1)—6(x+1):
i —dx—4 xA(x+1)—4(x+1)  (x+D(x*-4) (x+1)(x>-2%)

(x4 [x(x-1)-6] _ (x+1)(x*—x—6)
TxDx+2)(x-2) (x+D(x+2)(x-2)

Zalozenie:

x+1=20 i x+2#0 i x-2#0
x#-1 x# -2 x#2

£ - x - 6 — trojmian kwadratowy przedstawiamy w postaci iloczynowej
a=1,b=-1, c=-6

A=b —dac=(-12—4-1-(-6)=1+24=25 JA =5
X :7b_\/z=1;=_—4:~2 X :—b+\/E:I+ :E=3 K -x-6=(x+2)(x-3)
! 2a 21 2 : 2a 1 2

(x+1)(x*—x-6) :(x+1){x+2)(x—3):£3
(x+D(x+2)(x—2) (x+D{x+2)(x-2) x-2

3
OdpowiedZ: Warto$¢ wyrazenia po skréceniu ma postad . dlax#-1,x#-2,x#2

(3x+ ) —(x—3y) J3

1
dla == y:ilg-
Wzxt Wiy 2 2

= Oblicz wartoéé wyrazenia

257

ROZWIAZANIE

Zalozenie:
V2x+y#0 i V2x—y=0
yi—\/ix y#ﬁx

[(ﬁx)z +2\/§x}’+5’2]*{x2 _ZX.\E)W(‘E)’)Z}

Doprowadzamy wyrazenie do najprost-
szej postaci.

2
()
. 3% +2\/§x}’+yzﬁx2 +2\/§xy*3y2 C2x? +4\/§xy—2y2
b 27— 2 20—y
2
Z(H?J +4£%‘(_1%)g2.(_1%)2 %E_QE—ZE Obliczamy warto$¢ wyrazenia
k4 12 1.4 = 3
’ 23 9
V3 1 239
24— | —(-1=)*
(2] 1) 14 4
3 5.9
2~ 3 93 -2 124
39 69 3 13
2 4 4 4 4

OdpowiedZ: Warto$¢ wyrazenia wynosi 16,

DZIALANIA NA WYRAZENIACH WYMIERNYCH

® UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Drzialania na wyrazeniach wymiernych wykonujemy tak, jak dziatania na ulamkach. Mianowniki
ulamkéw zapisujemy w postaci iloczynowej, stosujac wzér skréconego mnozenia, wylaczajac wspol-
ny czynnik przed nawias lub obliczajac miejsca zerowe tréjmianu kwadratowego. Przy dodawaniu
1odejmowaniu sprowadzamy wyrazenia do najmniejszego wspolnego mianownika. Pamigtamy o za-
lozeniach, ktére okreslamy przed skracaniem utamkéw.

ZADANIE 1

3 Wykonaj dzialania:

. 2
x"-2 x=2 3

) b Z 4 f:[1-2
9x"—4 9x*-12x+4 x+1 1-x7

ROZWIAZANIE

Ad a)
®-2x  x-2 _ x(x-2) _(33:)1—2-3x-2+22 o x(x-2) (3x—2)%
9x°—4 ' 9x*—12x+4 (3x)-2? x—2 (Bx+2)(3x-2) x-2

x(3x—2) 3x*-2x

3x+42 3x+2
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AL

A=81-64=17, A= V17 Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe i spraw-
Zaloienie: dzamy, czy jego pierwiastki nalezg do dzie-
3x+2%0 i 3x-2%0 i x-220 Przy dzieleniu ulamkéw zatozenie ro- i = i“_\/l_? _ MZ_ dziny.
5 bimy do obu mianownikéw przed 1 2 2 3
3x#-2 /3 xed 43 X wykonaniem dzielenia oraz do mia- g \/ﬁ 0 \/ﬁ
N ye 2 nownika po odwréceniu utamka. Odpowiedé: Dla x # -5 i x # -5 rozwigzaniem rownania sa liczby > i .
3 3
L 3xt-2x
Odpowiedi: Dla x = 2 , X# z ix# 2 wynikiem dzielenia jest L Adc)
3 3 3x+2 Zak x—2£0 xx2 oy s o
Adb) Najpierw wypisujemy zalozenia.
5 5 (il B x+320 x=-3
2 = +x+1 1-x"—3x
[iﬂ}[l— 3x2J_[L+1(x+1)]{1(1 xz), 3"2sz "1 e 2, 4x+4_2Ax+3)+(x-2)-(4x+4)
— - — + —X _— = =
x+1 1—-x x+1  x+1 1-x 1-x X T ek (x-2)(x+3) o ' ’
Wyrazenia po lewej stronie sprowadzamy
2541 —4x’+1_2x+1 —(4x’-1) 2x+1 2x+D)(2x-1) 2x+1 (x+D)(x-1) _x-l _2x+6+4x’ +4x—8x-8  4x?-2x-2 do wspélnego mianownika.
Txtl 241 x4l —(F-1) x4l (x+D)(x=1) x+1 (x+D)Qx-1) 2x-1 (x=2)-(x+3) (x—2)-(x+3)
senia: 4x*-2x-2 1
Zalozenia: ——‘x g = g Korzystamy z wlasnoéci proporcji. Rozwigzu-
. ~ ; . P Tk ) jemy réwnanie kwadratowe i sprawdzamy, czy
Ll ! x-120 ! et 1 ¥ A * 122° —6x—6=x+x—-6 jego pierwiastki nalezq do dziedziny.
x#-1 rzl 2x#=-1 [:2 2x#1 /2 1x? —7x =0
1 1
— X~ 2-(11x-7)=0
e 2 W=7}
7
1 1 st w3 | x=0 lub x="
Odpowiedz: Dlax # -1, x # - X# 5 ix# 1 wynikiem dzielenia jest wyrazenie i 11
x—
7
Odpowiedz: Dla x # -3 i x # 2 rozwiazaniem réwnania sg liczby 0 lub n
ROWNANIA WYMIERNE ZADANIE 2
®m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE ™ Rozwia# réwnania:
Réwnanie wymierne staramy sie zapisaé w postaci proporcji. Pamietamy o zalozeniach. a) 2 1 1 b) 2x-2  x-1  x-2

+x x* 6x x*-36 x'+6x x’—6x

zaoaie | R T S

x275x+6_x2—4x+3ﬁx2—3x+2 x*—x—6

= Rozwigi réwnania:

1 x+3 2 4x+4 1 ROZWIAZANIE
a) 2———=2"° b) —+ ==
X+3 x+5 x-2 x43 3 Ada)
2 1 1
ROZWIAZANIE Lyl ol szl Bz

Ada) x(x+1) 6x «x
Zak x+3#0 x=-3 Najpierw wypisujemy zalozenia. 2 F 5 6 2 x+46

x+5#0 x#-5 x(x+1) 6x>  6x? x(x+1)  6x°
5 1 2(x+3) 1  2x+6-1 2x+5 12 =x (x + 1)(x + 6) /i (x #0)

x+3  x+3  x+3 x+3 x+3 Wyrazenie po lewej stronie sprowadzamy 12x=(x+ 1)(x + 6)
2%+5 k43 do wspélnego mianownika. R2x=x+6x+x+6
s B ¥-5x+6=0 8 B
¥E3 o 5 Otrzymang réwno§é wymnazamy ,,na krzyz” A=(-50-4-1-6=25-24=1 A=1 x=—=2 X,=——=3
(2x+5) (x+5)=(x+3) 2
2x* +10x+5x+25= x>+ 6x+9 Odpowiedi: Rozwiazaniem réwnania sa liczby 2 lub 3.

¥ +9x+16=0




<
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Adb)
pe = i - . gak x# -6, x+0. x£6
(x+6)(x76) x(x—6) x{x+6) = ’ '
26-2 _ (x-2)(x+6) = (x-1)(x-6)
(x+6)(x76)_x(x—6)(x+6) x(x—6)(x+6)
2x-2 ¥’ +6x-2x—12+x"—6x—x+6
(x+6)(x—6) x(x+6)(x—6) fE Il

x(2x-2)=24*-3x-6
2 -2x=24-3x-6
x=-6 —zal. x* -6

Odpowiedi: Réwnanie nie ma rozwigzania.

Adc)

1 1 5 1
2 T ) = 3 = 2
¥ —5x+6 x*-x—6 x*-3x+2 x*—4x+3
zat:
X -5x+6#0 A=(-5"-4'1-6=25-24=1 A=l x,:—5;172 =213
Bex-620 A=(C 1P-dr1:(-6)=1+20=25 A= 5=1"2-_o 5 -1¥3_4

2 2
#-3x+2#0 A=(-30-4-1-2=9-8=1 A=l x1:‘3;1’=1 xZ:_3;Ll:2
4-2 442

K-dx+3#0 A=(-4P-4-1:3=16-12=4 JA=2 q="—"=1 x=—==3
zak: x eR-{-2,1,2,3}

1 1 2 1

—2)(x-3) (x+2)x-3) (x-Dx-2) (x-1)x—3)
(x-2)

(x+2)+(x-2)  2(x-3)+(x-2)
(x+2)(x—2)(x—3)7(xfl)(x—z)(x—?;)

2x 2x—6+x-2

) (e-2) =3 (-a-2)r—3) | CrAEDE-DE-D
2x(x-1)=(B3x-8){x+2)
2 - 2x=3x+6x-8x - 16
- +16=0 /(-1)

ne w postaci iloczynowej.

x¥-16=0
(x+4)x-4)=0
X1=—4 x2:4

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania sg liczby -4 lub 4,

Mianowniki ulamkow zostaly zapisa-

NIEROWNOSC! WYMIERNE
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NIEROWNOSCI WYMIERNE

s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Aby sprawnie i bezblednie rozwigzaé nieréwno$¢ wymierng, mozemy postepowaé zgodnie z zapro-

ponowanymi krokami:

— wszystkie wyrazenia przenosimy na lewg strong, réwnoczesnie zapisujac mianowniki w postaci
iloczynowej,

— zatozenia — mianowniki rézne od zera,

— sprowadzamy wszystkie ulamki do wspélnego mianownika, a wyrazenia w licznikach zapisujemy
w nawiasach, by unikna¢ bledéw rachunkowych,

- zapisujemy cale wyrazenie na jednej kresce ulamkowej,

- wykonujemy dzialania w liczniku, doprowadzajac go do najprostszej postaci,

- gdy wyrazenie zapisane jest w postaci jednego utamka, korzystamy z faktu, ze znak dzielenia
dwoch wyrazen jest taki sam, jak znak mnozenia - zamieniamy dzielenie na mnozenie i dalej
rozwigzujemy poznang wczesniej nieréwnosé wielomianows.

| ZADANIE 1

3 Rozwiaz nieréwnoéci:

‘-5 1-4x* | 3 1+ 1-2
dxg B s @&l -z,
x*—4 2x42 x 2(x+1) 2x+1  x+1

ROZWIAZANIA
Ada)

Znak dzielenia dwdch wyrazen jest taki sam,

2 . A28
x°=5x S0 GE BRI EET jak znak mnozenia.
(x+2)(x-2)

x(x-5)(x+2)(x-2)=0
JCQ:O X4:5 X1:—2 X3:2

Nierownosc nie jest ostra, wigc wszystkie
kotka powinny by¢ zamalowane, ale z zato-

Odpowiedz: x € (- 1;-2) U <0; 2) U <5; o) Zenia przy -2 1 2 muszg by¢ otwarte.

Adb)

42

= 72:5-20 zal: x # -1
2x+1) 1

1-4x*  2x-2(x+1) : Na jedna strong.

2x+1) 2(x+1)

(1—4x2)—4x{x+1)
A (RIS SR

2(x+1)
1ﬁ4x2—4x2—4x>

2(x+1)
(—8274x+1)-2(x+1)20 52

Do wspolnego mianownika.
Na jedng kreske.
Dziatania w liczniku.

—(8x% +4x—1) (x + 1) >0 /[:(-1) Zamiana dzielenia na mnozenie.
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SIS

(x+D(x+1) +(2x~1)(2x+1)+(2x+1)(x+1) .

8x% +4x—1)(x+1)<0 N
(8x° +4x—1)(x+1) D+ (2x+1)(x+1)  (2x+1)(x+1)

| 8 +4x-1=0 lub x+1=0
ofd o gt o e e
! AEE =4 -U=IgB- 1 ==l ) x2+x+x+1+4x2—1+2x2+2x+x+1>0

Ja=18=1163=43 i (2x+1)(x+1) -
I I e R N CaY |

b2 16 4 7 4 72 +5x+ D(2x + 1)(x+1) =0

_1-3 13 7 +5x+1=0 lub 2x+1=0 lub x+1=0
Miejsca zerowe na osi to: -1, =~0,7, =0,2 v 1
4 4 A=25-4-7-1=25-28=-3 brak miejsc zerowych Y x=-1
LJ—I—\E “1+43 *
4 4
Odpowiedi: x e {(oo- -Nu (-l ooJ}
Odpowiedz: xe{(—oo;—l)u<:l;—3;_iz\/§>} 2
Adc)
1

3 +-—l<0 zak x#-1ix#0

20x+1) 1 «x
2

3x +2x(x+l)_ 2(x+1) - 3x +(2x +2x)7 (2x+2) £

2x(x+1) 2x(x+1) 2x(x+1) 2x(x+1)  2x(x+1) 2x(x+1)

3x+(2x2+2x)—(2x+2)< 3x+2x2+2x—2x—2
2x(x+1) a 2x(x+1)

@ +3x-2) 2x(x+ 1)<0 /2
2 +3x-2) x(x+1)<0

<0

2P +3x-2=0 lub x=0 lub x=-1
A=3"-4.2.2=9+16=25 A=5

—3-5 -3+45 1
xlz—u—;:72 , = =—

2-2 4 2

?

ol

Odpowied: x e {(—2;— 1) (0; %)}

Add)

+1  —(2x- 1
L GE-D Loy b e 150§ sied
2+l x4l 1

£l 2x-
ik B N
2041 x+l 2




PROPORCJONALNOSC
ODWROTNA,
FUNKCJA WYKEADNICZA

FUNKCJA LOGARYTMICZNA, JEJ WYKRES
I WEASNOSCI

®m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Funkcja logarytmiczna to funkcja postaci: flx) = log.x, x > 0 dla pewnej ustalonej liczby
a € (0, 1) U (1, +), zwanej podstawg funkcji logarytmicznej.
Wrykres funkcji logarytmicznej:

a)ae(0,1) b) a € (1, +o)
by ‘PY

i
| ZADANIE 1|

= Narysuj w jednym ukladzie wspblrzednych wykresy funkcji f (x) =log,x oraz g(x) =log,x
i okresl ich whasnosci. 3

s ¥
\H
>
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S

ROZWIAZANIE

glx) = log, x
3
2l s | o] B L[] |35]s
. 3 | | 9 3
<10 ] 1] 2| g | 2| 20| ] =2
flx) = log,x
Wiasnosci:

\ 1) dziedzina: x e (0; o)
Y 2) zbior wartoéci: y € R
N y 3) miejsce zerowe: x = 1

| R _ 3 9 X 4) funkcja f(x) jest rosngca,
14 i gdy a € (1; ) — podstawa
PR logarytmu jest wieksza od 1,
2 s 2
it funkcja g(x) jest malejaca,
glx) =logx gdya e (0;1).
3

3 Naszkicuj wykres funkcji o wzorze: f(x) = log,x, a nastepnie:

a) przesun jej wykres o wektor 4 = [0, 2], tj. o dwie jednostki w gére wzdhuz osi OY,
b) znajdz jej obraz w symetrii wzgledem osi OX,
¢) naszkicuj wykres funkeji g(x) = |f (x)].

ROZWIAZANIE

fix) = logox
Er 1 2 4
i |4 2 x ;
e 1 T
flx) | 2| -1/ 0 1 | 4

ROZWIAZANIE

Adb) Adc)
A A
y=log,x+2 Y 3
g T1
l’y = ]‘OgZ X
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ZADANIE 3

+2
) Okresl dziedzing funkeji: f (x) =log, , x—+f
%

ROZWIAZANIE

- i x-1%1
Dae<1>0 & x=1% Podstawa logarytmu jest dodatnia i réina

x>1 x#2 sl
& et o
1 2 *
xe (1;2)U(2; o)
2) Logarytmowana wielko$¢ jest dodatnia,
x+2 Znak dzielenia jest taki sam, jak znak mno-
x+1 28 zenia.
x+2D)x+1)>0 x=-2 x=-1
x € {(~005 -2) W (=1; 00)}
1)i2)
N NN R et
-2 -1 1 2 x

Odpowiedz: Dziedzing funkcji f{x) jest x € {(1;2) U (2; )}

ZASTOSOWANIE FUNKCJI LOGARYTMICZNYCH

= Poziom natezenia hatasu wewnatrz cigzar6wki wynosi 70 dB. Gdy kierowca wlgczyl radioodbior-
nik, poziom hatasu wzrést o 8 dB. Ile razy glosniej zrobilo si¢ w cigZardwcee?

ROZWIAZANIE

L(I)=10log L. Rozwigzujac to zadanie, wykorzystujemy wzor wy-
I razajgcy poziom natezenia dzwieku (L(I)) w zalez-

1 noéci od natezenia dZwigku (halasu) oznaczonego

H= I'Z symbolem I. We wzorze tym Iy oznacza tzw. prog

1 styszalnosci.
UE) -1y =8 W zadaniu oznaczamy poczatkowy poziom na-
tezenia L(I;); odpowiada on poczatkowemu
natezeniu I; (hatasowi przed wlyczeniem radio-
odbiornika). Koficowy poziom oznaczamy L(L);
odpowiada on koficowemu natgzeniu I, (halasowi
po wiaczeniu radioodbiornika).

I
1010g1—271010g—1:8
Iy Iy
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b L —0.8=— W zadaniu pytamy o iloraz x = I : I1. Aby go obli-
g I, ’ czy¢, dzielimy réwnanie stronami przez 10 i korzy-
3 stamy ze wzoru na logarytm ilorazu.
L _105 =%f10*
1
x =631

Odpowiedi: Hatas wzrést okolo 6,3 razy.

ZADANIE 2

2 W laboratorium badano wraenia smakowe. Otrzymano zaleinos¢ S(I) = 0,8 - log I, gdzie I jest
natezeniem bodzca.

a) Jaka zmiana bodzZca wywolata dwukrotny wzrost sity wrazen §¢
b) O ile zmieni sie sita wrazen, jedli sita bodZca zwigkszy sie trzykrotnie?

ROZWIAZANIE

Ada) Jezeli pierwotne natgzenie bodZca wynosito I,
0,8logl,=2-08logl a po zmianie I, to otrzymujemy wzor:
logh=2logl
log I = log I,
L=1I
Odpowiedz: Dwukrotny wzrost sity wrazen zostal wywolany przez zmiane natezenia bodzca I) do jego
kwadratu.

Zapisujemy rownanie wyrazajace roznicg pomie-
Adb) dzy sita wrazen po trzykrotnym zwiekszeniu sity
x=08log3I-08logl= bodica i przed tym zwigkszeniem.
=0,8-(log3+logI-logl)=08log3~0,3817

Odpowiedi: Sita wrazen wzroénie o okoto 0,38.

3 Dla jakiej wartosci parametru m rozwiazaniem réwnania x’log’m - 3x’logm - 6x - 2logm = 0 jest
liczba -1.

ROZWIAZANIE
W(-1)=0
(-1log’m - 3+ (~1)*logm - 6 - (1) - 2logm =0
-log’m - 3logm - 2logm + 6 =0 /«(-1)
log*m + Slogm -6 =0
logim=t,m>0

Niewiadomg w tym réwnaniu jest logm, dla ula-
twienia podstawiamy logm = t.

2+5t-6=0
A= B e Tl =542 =49 A =7
i e M W .4 4

2 3
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logm = -6
m=10"°

logm =1
m=10'=10

Odpowiedi: Rozwigzaniem rownania jest liczba ~1 dla m = 10 lub m = 10.

ZADANIE 4

= Chory przyjal 60 mg leku. Po czterech godzinach organizm usuwa 40% leku. Mase leku pozostaly

po czasie t okresla zalezno$é M(t) = a - b'.
Kolejng dawke leku chory powinien przyja¢, gdy w organizmie jest mniej niz 11 mg leku. Po jakim czasie
(po ilu godzinach) nalezy ja podac?

ROZWIAZANIE
5 L
60 0,88° =11 Sprébujmy ustali¢, po jakim czasie w organi-

0,88 = 1 zmie chorego pozostanie 11 mg leku.

11 logll-log60

—= ~13,27
60 log 0,88

t=10g g

Poniewaz wspotczynnik b lezy w przedziale (0, 1), funkcja M jest malejaca, dlatego jej warto$é bedzie
mniejsza niz 11 po uptywie 13,27 godz.

Odpowiedz: Kolejng dawke leku nalezy podaé po 14 godzinach.

TRYGONOMETRIA

MIARA LtUKOWA KATA.
FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
DOWOLNEGO KATA

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Miara kata
Jednostka miary fukowej kata jest radian.
o s}
Toad— 360 L 360 ~57°
27014 6,28

Aby zmieni¢ miare stopniowa kata na tukowa nalezy miare stopniowa pomnozy¢ przez %
Aby zmieni¢ miare tukowa - radiany na stopnie nalezy pomnozy¢ je przez ——

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
Dowolny kat to kat ostry, rozwarty, z trzeciej lub czwartej éwiartki uktadu wspétrzednych oraz kazdy
kat przekraczajacy miarg kata petnego. Aby wyznaczy¢ wartos$¢ funkeji trygonometrycznych tego
kata, trzeba jego miare zredukowa¢ do miary kata ostrego.
Pamietamy, ze wielokrotno$c¢ kata 360° nie zmienia wartodci funkcji trygonometrycznych:

sin (o + k - 360°) = sina

cos (o + k - 360°) = cosal

tg (o + k- 180°) = tga

ctg (o + k - 180°) = ctga, gdzie k jest dowolng liczbg calkowita.
Drzieki tej zaleznosci kazdy kat mozemy sprowadzi¢ do miary z przedziatu (0% 360°). Wartosci funk-
gji trygonometrycznych dla katéw z drugiej, trzeciej i czwartej cwiartki wyznaczamy, korzystajac
z definicji i odpowiednich zaleznosci w ukladzie wspélrzednych.
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| s

ZADANIE 1

I ¢wiartka (0°%; 90°)

A
Y| M st tgo = F %) Zamien miarg stopniowg na tukowa lub tukowg na stopniowa:
: r x i
‘ " , a) 25° b)70° ¢)150° d) E‘n €) §TE f) 2 rad.
’ 4 coso == ctgo == 4 5
| ! ROZWIAZANIE
L : :
‘ : Ade) 250=2 T _3, Adb) 700=L. T _ 7,
| oy /o) _ 1 180° 36 1 180° 18
x e o (]
* & ado) 15020 T D, 3, Add) D1 se
1 180° 18 6 4 4 n
1T éwiartka (90°, 180°) o o o 0
P ade) 3787 189 _ap Adf) Bra= 200 SO0 60 s
ﬁ\ Sin(IBO“ —a)=—=sm0c 5 5 @ 1 =« T 3,14
M=(-xy) r —— i
! z ; £, ZADANIE 2
; cos(lSO" —a):f=mcosa e
! 4 3 Rowerzysta jedzie z predkoscig 12 km/h. Jaka jest predko$c katowa kota roweru, jezeli srednica kota
¥ r 180° - o tg (1800 - a) - —tga ma dlugos¢ 1 m?
: —x
; & > o e ROZWIAZANIE
=2 = ctg(180°—a) = 7 =—ctga A
=1y 12km 12000m 10 m &0 i
== =l2—=———=—— tes wyznaczymy z predkosci liniowej.
et (180° 270° 2 h 3600 s 3 s e
I S ol ) 27 rad 2nr 2nr v 10 20 rad
YA —y o=—— v=—- stad T=—— o=21-— o=—2=——
' sin(180° + ) =—L =—sinat T s T v 2mr 3773 s
180° + o i
% 20 rad
o K COS(ISOO i (1) iR Odpowiedz: Predkos¢ katowa kola roweru wynosi = =,
- s
| a X tg(180° + o) =L =tga | ZADANIE 3
v o 3 pid
r ctg(180°+a) = s ctgo 3 Oblicz: 1 ;
: =y a)sin 850°  b)tg680°  ¢)sin(-30°) d)cos(-210°) e)tg(-620°) f) sinzn g) cos En.
5 ¥ ROZWIAZANIE
M= (-x, -
( 7 Ada) Wielokrotnoé¢ 360° nie wplywa na wartos¢ funk-
sin 850° = sin (2 - 360° + 130°) = ¢ji. 130° to kat z II ¢wiartki. sina= y/r, y > 0. Od-
IV ¢wiartka (270° 360°) = sin 130° = sin (180° - 50°) = czytujemy z tablic.
v4A =sin 50° = 0,7660
sin(360°—a) = —= =sina Adb) 320° - IV éwiartka
2 tg 680° = tg (360° + 320°) = bl s
X X - cos(360°—a) =2~ cosa = tg 320° = tg (360° - 40°) = x
X a ; X L = - tg 40°= - 0,8391
i ol
Ly tg(360" o ‘1) T tga Adc) 4 Dodajgc 360°, otrzymujemy dodatnia miare kata.
360° - o f ; sin (- 30°) = - sin 30° = _E —_— el s e i,
r : ctg(360° —a) = — = —ctgo. r
; ok
71 M= (x, )
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Add)
cos (-210°) = cos (150° - 360°) = cos 150° =

V3

=cos (180° - 30°) = —cos 30° = e

Ade)

tg (-620°) = tg (-620° + 2 - 360°) =
=tg 100° = tg (180° - 80°) =

=-tg 80° = - 5,6713

Adf)
11

sin—ﬂ::sin2i75:sin 2n+2n =
4 4 4

31 180°

3
:sinzn=sin——- =sinl135° =

V2

=sin(180° —45° ) =sin45° = -

T

Adg)

7 180°

7
COS*H:CDS*Z—- =c0s630° =

T
= cos (360° + 270°) = cos 270°= 0

YA

270°

/X P c0s270° = . 0
\ X f

M= (0; -y)
r=|yl|

ZADANIE 4

W II ¢wiartce cosinus jest ujemny, x < 0.

W III ¢wiartce tangens jest ujemny, x < 0, y > 0,
tg(-a) = - tgo.

Wielokrotnos¢ 2m (360°) nie zmienia wartoéci
funkcji. W II ¢wiartce sinus jest dodatni.

Miarg tukowg kata mozna od razu zamie-
ni¢ na stopniows.

Kat 270° jest katem granicznym i warto-
$ci funkcji najlepiej zobaczy¢ w ukladzie
wspotrzednych.

= Oblicz wartosci brakujacych funkcji trygonometrycznych:

2
a) sina—3,ae[;,n], b) tga=- Z,ae(%n,hc}

3 3
€) cosa=—-=,0€| =T
4 2

ROZWIAZANIE

Ada)

sin®o+cos’ o =1

. .
— | +cos*a=1
3

cosfou=—

4
—+cos?a=1
9

wlu

5 5
cosoo=——— lub cosa=——
3 3

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej.
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Kat nalezy do drugiej ¢wiartki, dlatego
cosinus ma warto$¢ ujemna.
Wartos¢ funkeji tangens obliczamy

u)sina_Z.(mﬁJZ‘{ 3 Jf 2 _2'\/5 Ze WZOru:
3

oo S0 o s 55
R BT 10 2

N 2[5 NG

Odpowiedz: o=——;tgo =———; ctga = ——.
P cos S 5 ="
Adb)

tgo = i 9 7\6 Korzystamy z definicji tangensa i ze wzo-
cosal ru jedynkowego.

sinol=—v2-cosa

sin o +cos’a=1
(—v2-cosa)? +costa =1
2.cos’ o+ costa=1
3-cosfo=1

1
coslo=—

W

V3

3
coso=——— lub coso=—
3 3

3 . 3 6
cosoL=— sina=—2- £ = —£ Wybieramy dodatnig warto$¢ cosinusa
3 3 3 (kat w czwartej ¢wiartce).
gL 2
£ NG 2
P F 2
Odpowiedi: coso = ?; sing, = 7T6; ctga = 7£_
Ad¢)

3
cosa = —Z, ae III ¢wiartki

2
3

sinfa+| -=| =1
4

9
sinfo+—=1 sinzazl
16 16
: i 7
singg=——— lub sina=—
4 4 7
i 7 _sina 4 7 4 7 W III ¢wiartce sinus jest ujemny, a tan-
sing=—— too = - _NE = ML ] _
4 cosol 5 4 3 3 gens jest dodatni.
4

_cosat 3 N

sin 77

ctgol

7 W7

7
Odpowiedz: W III ¢wiartce sina = =i tgo = 3 ctgo = R
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WYKRESY | WEASNOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

275

ZADANIE 5 Ad o)
5
1 = = —5, =13
< Skonstruuj kat a, gdy: sina=-—2 y r
3 ~ 5 2y =r
a) cosa=—¢ b) tgo: =2 6 SIS L+(-5%=13  £+25=169 =144
= 1% lub seild Otrzymujemy dwa katy, druga wspélrzedna jest
ROZWIAZANIE L : wjemna w IIT1 IV éwiartce.
M = (-12,-5) M, =(12,-5)
Ada)
3
COS(X.Z*E, r=51ix=-3 Obliczamy y.
el e
2 _c2 _ _ Otrzymujemy dwa katy, poniewaz odcieta ma war-
(-3 +y*=5 9+y'=125 ph=16 toé¢ ujemna w drugiej i trzeciej ¢wiartce,
y=-4 lub y=4
My =(-3;-4) My =(-3;4)
YJ\
M, 4
! WYKRESY | WEASNOSCI FUNKCJI
N TRYGONOMETRYCZNYCH
= & m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
We wzorach maturalnych s3 wykonane wykresy funkeji trygonometrycznych, a miary katéw na osi
M, : —4 odcietych podane s3 w mierze lukowej, wiec wykonujemy wykresy réwniez z takimi samymi ozna-
' czeniami. Odpowiednikami miary stopniowej katow potrzebnych do wykonania wykresu sa: 360°
Adb) =2m, 180° =7, 90° = l; 60° :g, 45° :5.30" = g Aby w miare dokladnie wykona¢ wykres, najle-
2
tga=2= T tga = < piej na osi y zaznaczy¢ 1 po 4 kratkach, a na osi x po 6 kratkach g
x
x=1liy=2 My=(1,2)
lubx=-1i1y=-2 M,=(-1,-2) m
v Otrzymujemy dwa katy — w I ¢wiartce obie wspol-
rzedne s3 dodatnie, a w IIT ujemne. < Wykonaj wykresy funkji: a) f{x) = sin x, b) fix) = cos x, ¢) fix) = tg x i okresl ich whasnosci.
. M, ROZWIAZANIE
Ada) flx) = sinx Wykresem funkeji f{x) = sin x jest sinusoida.
-1 X Z7'|: : En
i 5 : X
- 5
M 2
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L

Wiasnosci: - 2
Miejsca zerowe to: 0, 7, 21, 37, ale rownie;

-7, ~27 - jest ich nieskoniczenie wiele i pq-
wtarzajg si¢ co 7.

1) dziedzina: x eR 2) zbidr wartosci: y € (-1; 1)
3) miejsca zerowe: x = kx, keC

4) punkt przeciecia z osig y: (0; 0)

5) funkgcja jest rosnaca np. dla

Poczatek kolejnego przedziatu, gdzie funk.

T T e g o
Xe {—E; E} , czyli ogolnie: x e {—g +2km; g +2kﬁ] cja zaczyna rosngé, pojawia sie co 27
g% : T3
funkcja jest malejgca np. dla x e [—; 3 TC],
2
gt s [ 3
ogdlnie dla x E(E+2kn; 5 T+ an], keC.

6) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie np. dla x & (0; n), czyli
dlax € (0 + 2km; 7 + 2kn), a ujemne dla x € (r; 27), czyli
dla x € (% + 2km; 27 + 2km)

7) funkeja jest okresowa, Jezeli funkcja jest okresowa, to flx) = f(x + T),

gdzie T jest okresem.
okresem zasadniczym funkeji jest 2kn, podstawowym 27,

Wykresem funkgji fix) = cos x jest cosinu-
Adb) flx) = cos x soida.

Wiasnosci:

1) dziedzina: x € R 2) zbi6r wartosci: y € {-1; 1}
3) miejsca zerowe: x = g +km,keC 4) punkt przecigcia z osia y: (0; 1)

5) funkcja jest rosngca dla x € (m +2km; 21 + 2kn), a malejgca dla x € (0 + 2krm; 7 + 2km)
6) funkeja przyjmuje wartosci dodatnie

dla x e[§+2kn;g+2kn} a yjemne dla xe(2+2kn;;n+2kn}kec

7) funkcja jest okresowa, okresem zasadniczym funkgji jest 2k, podstawowym 27

WYKRESY | WEASNOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
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Ad c) flx) = tgxi ctgx

ImmE 21
ImEE
[ W
HoE o
2T
| -1t
Wtasnosci funkcji tgx:

1) dziedzina: x € R\ {gk}, keC dlax=—;x= %n asymptoty pionowe

s
2
2) zbidr wartosci: y € R

3) dla x € R funkcja zawsze rosngca

4) nieparzysta: tg(-x)=-tgx (wykres funkcji posiada srodek symetrii i jest nim punkt (0, 0))
5) miejsca zerowe: x = kit .

6) funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie dla x {0 +km, —+ knJ,

aujemne dla x E[—g+kn;0+kn} keC.

7) funkgja jest okresowa, okresem zasadniczym jest km, okres podstawowy: .

Wiasnosci funkcji ctgx:

1) dziedzina: x e R\ {kn} dla x = m; x =27 itd. funkcja posiada asymptoty pionowe

2) zbidr wartoéci: y € R
3) dla x € R funkcja zawsze malejaca
4) nieparzysta: ctg(-x)=—ctgx (wykres funkcji posiada érodek symetrii i jest nim punkt (0, 0))

5) miejsca zerowe: x :g-k, keC
6) funkgcja przyjmuje wartoéci dodatnie dla x € (0 +km;n+ krc),

auemnedla xe 72 +k1‘£;0+k7‘[j, keC.

7) funkcja jest okresowa, okresem zasadniczym jest krt, okres podstawowy: m.
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ZADANIE 2

<) Naszkicuj w jednym uldadzie wspélrzednych wykresy funkeji: flx) = cos 2x, x € (-2m, 2m), oraz
g(x) = cos x, x € {(—2m, 2m). Wyznacz te katy, dla ktorych:

a) f(x)=glx)
b) f(x)z1

ROZWIAZANIE
Y g(x) = cosx

ANWANVANA L/
—IZTC 7% —In _'E 0 E n zvn ﬁn
2 A 2 2% 2
S =1 S

flx) = cos2x

< ¥

Ada)
X€ —ln,—én,—gﬂ,ﬂ,%n,én,h :
3 3 33

Adb)
x € {~2n, —m, 0, m, 27t}

WZORY TRYGONOMETRYCZNE | ICH
ZASTOSOWANIE

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Zwigzki miedzy funkcjami tego samego kata:

sinal T ;
sina+cosfa=litga=—F—dlaa# e km, k jestliczbg dodatnia.
cosa

Sinus i cosinus sumy i réznicy dowolnych katow o i f:
sin (o + B) = sinacosp + cosasinf sin (o - B) = sinocosp — cosasinP
cos (o + B) = cosacosP - sin sin cos (o - B) = cosacosP + sinasinf

W szczegblnosci funkeje trygonometryczne podwojonego kata:
sin2a. = 2sinolcosol cos 20t = cos’o. - sinoL = 2cos’a — 1 = 1 - 2sin’a.

Suma i réznica sinusow oraz cosinusow:

o+ O L L e o+
sina +sinf = 2sin IScos~-—2—E sina —sinf3 =2sin ZBCOSMEE

o+ o— Lonf o=
cosa+cosP=2cos 2Bcos—2E cosa —cosP = ~2sin 5 sm——-z—

WZORY TRYGONOMETRYCZNE | ICH ZASTOSOWANIE

|ZADANIE 1

3 Oblicz doktadng warto$¢ tangensa kata: a)15° b)) 75°

ROZWIAZANIE
Doktadng wartos¢ mozemy obliczy¢, korzystajac z wartosci funkgji trygonometrycznych katéw 30°, 45°, 60°.

Ada)

(]

i 1E0 . o _ano 40 o 020 15° to roznica 45°
_ sinl5°  sin(45° —30°) sin45°cos30° —cos45°sin30 _ L b

Mozemy wybrac
dowolng réznice.

cosl5®  cos(60° —45°) " c0860°c0s45° + sin60°sin45°

=7.7773=T_T=JE_\E. . :(Jg_\/i)(\/g_ 2): Korzystamy z si-
_1__2+££ £+£ 4 V6 ++2 (\/E+\/2_} (\/g—\ﬁ) nusa i cosinu-
2 2 2 2 4 4 sa roznicy katow

= i odczytujemy
=6_\/€_212+2:8k244’3:874\6:27\6 wartosci z tabeli.

Usuwamy niewy-
miernos¢ 7z mia-

Odpowiedi: Tangens 15° wynosi 2 B,

nownika.
Adb)
V23 21 6 2
o SiN75°  sin(45°+30°) sin45°cos30°+cos45%sin30° 5 2 2 2 4 4
c0s75° cos(45°+30") c0s45°c0s30° —sin45%sin30° 2 V3 V2 1 6 2

+ Jo-2 (Vo-\2) (Vo+2) 6-2 4

V6+v2 4 7(\/6+\/§) (\r6+‘5)76+\ﬁ+ 124'2:8*‘2‘/5:84’4\/§=2+\/5
4

Odpowied:: Tangens 75° wynosi 2+ V3.

|ZADANIE 2.

9 Majac dane katy ostre o i B takie, Zze sina = %, sinf :% , oblicz sin (o + B).

ROZWIAZANIE

S5 {0+ B) = SUCEORR -+ Soseslap Wybieramy tylko wartosci dodatnie, bo kat

1 :
sino =— sinf= 1 jest ostry.
3 4
sin*oL + cosor = 1 sin’B + cos’p =1
1
cos’a=1-— 6032[3=1—i
? 16
15
costg =2 cos’B=—
9 16
242
COS“:TJ cosﬁ:i‘/E
4
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A

ROWNANIA TRYGONOMETRYCZNE

Siner [l simerwos{i-tcono sinfiz= Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katéw,

nastepnie obliczamy brakujace wartoéci funk- .
=%-cosﬁ+i-cosa %% i{ S i e e s UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
o il_i 22 - 22 +15 Rozwigzujac rownania trygonometryczne dowolnego kata, pamietajmy, ze:
B4 12 Sinus i cosinus majg dwa rozwiazania, do ktorych dodajemy wielokrotno$¢ okresu, czyli 2k, gdzie
: Odpowiadi siilarBi= 242 +4/15 . k jest liczbg catkowitg.
ANIE 3 W przypadku sinusa drugie rozwiazanie otrzymujemy, odejmujac od m obliczony kat, a w przypadku
; .ZAD £ cosinusa drugie rozwiazanie ma znak przeciwny.
< Wykaz, 7e jezeli o i B sa katami ostrymi, przy czym tgo = %, tgf= %, to o + = 45°. Tangens ma tylko jedno rozwigzanie, do ktérego dodajemy kr, ale rozwigzywanie rownania rozpo-
ROZWIAZANIE czynamy od zatozenia: kat rozny od g +km.

2
Jezelio + B=45%totg (@ +P)=1 lub sin(a+p) = £
2 Wisrod funkcji trygonometrycznych tylko cosx jest funkcjg parzysta cos(-x) = cos x, pozostale funk-

cje 53 nieparzyste: sin(-x) = —cos &, tg(-x) = -tg x, ctg(-x) = -ctg x.

> 1 1
t tgo.= 2 . P -3 Jezeli funkeja trygonometryczna podniesiona jest do kwadratu, to mozemy zapisac tylko dodatnie
) - rozwigzanie, ale dodac okres o polowe mniejszy.
2k 3k
£ = (1k)? + (2k) =52 X = (1k)? + (3k)? =10k Jezeli w koncowym wyniku otrzymamy kat ujemny, mozemy dodaé okres, podstawiajgc

k=1, i zapisa¢ dodatnig wartos¢ kata.

x=kv5 x=k\10

ZADANIE 1

sincc——T T

|a e

sm[iu—\/:
J_

‘ 2k 3 \/g 3 Rozwiagz rownania:
‘ == - =" cosf = 2
cosa kJ5 5 \/— a)sin3x=0 b) cos (2x7§)=0 <) tg§x=0.
5 in(oc+5) B g5 310 25 V10 _3V50 2450 5\/5 SJE V2
o+pB)=sinacosp+cosasinf=—-——+—- = =——=—
o ' 5 10 5 10 50 50 50 10 2 ROZWIAZANIE
sin(ot 1 B) — sin45° W kazdym przypadku sa to miejsca zerowe funkeji.
sods o A,d 2) knt Miejsca zerowe funkcji sinus wystepujg dla
Odpowiedz: o + f =45 sin3x =0 3x=kn /3 x:?,kec B
T
Odpowiedi: Rozwiazaniem réwnania sa wielokrotnosci — .
FA L Adb) 3
= Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie: sin7a-sinSa cos [2x — g} =0 Miejsca zerowe funkcji cosinus wystepuja dla
" sin70+ sin5a o= ngk:n:.
ROZWIAZANIE L L P B e o
. Jo—50  7a+50 3 2 23
sin7ol —sin5a 2ol #oR _sinacosbo cos6a 1 tgo
: . - +25 - 25 =tgo— = =tga- e x==—m+-—n+kn 2x==n+kn /:2
sin7o. +sin5a T o eos a—50  sin6acoso sinoo fgba  tgoa
. X= . T+ b
tga 12 2

Odpowiedz: Najprostsza postaé wyrazenia to
goa - . _— . ; B kn
Odpowiedi: Rozwigzanie réwnania ma postac 1—2—71 + 5 keC.
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iy
a9 [ 2s0amie
2 2 b 2
tg—x=0 zal: —x#—+kn /:— Rozwiaz réwnania:
5 3 3 2 3 o t 3
5 2 3w 3kn a) dcos’x —8sinx +1=0 b) tg’x———=-3.
—x=kn [:— X#E—+— cosx
3 4 2
3 ROZWIAZANIE
x=km- o 14 )
Aby w réwnaniu byla tylko jedna funkcja, korzy-
2 : _ 2. .2 ) yia tylko jedna funkcja, korzy
3 Acos'x N Eismx 1= cos'x=1-sin'x stamy ze wzoru jedynkowego i wyznaczamy cos’x.
x=5k1t 4 (1 -sin’x) - 8sinx +1 =0
4 4 - 4sin’x — 8sinx + 1 =0
Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania jest —km, keC . —4sin’*x - 8sinx + 5=0 /-(-1) Dla ufatwienia obliczen stosujemy podstawienie,
2 4sin’x + 8sinx — 5 =10 pamietajac, Ze sinus moze przyjmowac wartosci
ZADANIE 2 sinx=t, t e (-1;1) z przedziatu {-1;1).
S 47 +8t-5=0
> Rozwiaz réwnania: A=8"-4-4-(-5)=64+80=144 VA=12
—8-12 20 5
a) cos7x = —ﬂ b) tg8x= - t= =——=—— — nie spetnia zalozenia
2 24 8 2
-8+12 4 1
ROZWIAZANIE t,= =—=- — wracamy do wczesniejszego podstawienia
Ada) 2-4 8§ 2
i 1 ’ LT
s T 3w smx = — sinx =sin—
cos7x = ﬁcosZ cosVx = COS(TE _ZJ cos7x = cos? 2 6

5
7x:§ﬁ+2kn [:7 lub P B x:g+2kfn lub x:ﬂ—g+2kn:gn+2kn
4 4

3 2kn 3 Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania sg: T t2kn lub E7r+2k1't.
X=—mn+—0 7x=2n——n+2kn 6 6
28 7 4 Adb)
5
7x==m+2kn [:7 £ s =—3 zah cosx =0 x#Zkn
4 CcOsX 2
x:iTH_Zk_n sinx 3 5
28 7 o =-3 /[-cos"x
; it : 5 cos’ X cCosx
Odpowiedz: Rozwigzaniami s3: £R+Tﬁ oraz E’H-_?E’ keC. sin?x — 3cosx = — 3cosix
sin’x = 1 - cos’x - zjedynki trygonometrycznej
Adb) 1 - cos®x — 3cosx + 3cos’x =0
thx:_Jg sk weeBybn fik 2cos®x - 3cosx+1=10 cosx=t, te{-1;1)
2 20-3t+1=0 A=(-3’-4-2-1-9-8=1 Ja=1
thx:—th Jc¢—£+£1£ t =E:3:l t :3+1:E:1
3 16 8 a5 A4 9 273, 4
P 1
tg8x = tg {__J cosx =— lub cosx =1
3 2
1 T
8x=——+kn Sx:ﬂ—§+kn cosx:cosg cosx = cos0
2 21 kn
8x=5n+kﬂ: /:8 x=-3—-gn+— x=E+2kn lub x=—£+2kn x=0+2kn =2kn
8 3 3
x:£+k_” x=2m-Z+2kn x:ETCJer?t
12 8 3 3

Odpowiedz: Rozwigzanie réwnania ma postaé £+ k_“’ e Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania s3: §+ 2km, §n+2k7t lub 2km.
12 8
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£
ZADANIE 4 jcos’x=2 /:3
cos’x ==
i <’ Rozwigz réwnanie: ’
; Q) sl o= ) i =1 - ]2 Do rozwigzania dodany bedzie okres
| coSX = g o polowe mniejszy. Korzystamy z tablic
| 1 wartoéci stopniowych, przyblizonych.
| . . ROZWIAZANIE eoses D1ES
! A a) 5 x=35"+k-180° lub x=-35°+k-180°
| S%nxjcosx— /1 cosx cosx # 0 Tk x = 1807357+ k- 180°
51.nx——cosx H S, > x;t2 ¥ x=145°+ k- 180°
S1nx -1 . . .
cose Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sg katy 35° + k- 180° lub 145° + k- 180°, k € C.
tgx=-1 Adb)
t t 2 t t s sin E-Hc +sin n—x ..
gx=-18 4 gx=1g Z 6 6 2
3
x=—"+kn x=m-~+kn x==n+kn (E+x]+[5—x Lo || By
3 4 4 D 6 6 6 1
3 2sin % cos == [:2
OdpowiedZ: Rozwigzaniem réwnania jest 9 n+kn, keC. 1 2 2
in—cosx =—
Adb) i 4
sinx —cosx =1 Korzystamy ze wzoru jedynkowego, k’té- L 1 /s 1 cosx— 1 TS, .
sin? +cos’x =1 ry dopisujemy i rozwigzujemy ukiad row- 2 4 2 2 3
) nan. T L i 5
sinx =1+ cosx x:§+2k7r lub x= —§+2kﬂ? = 2n—§+zkn = gn-s-zkn
(1+cosx)® +cos’x =1 i 5
X X Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania sa katy —+2kn lub =m+2kn keC.
2) 1+ 2cosx +cosx+cosx=1 Szukamy katéw, ktore réwnoczesnie spel- 3 3
2cosx + 2cosx =0 /:2 niaja oba réwnania.
cos’x + cosx =0 (cosx+1)=0 = -
e fon 10 NIEROWNOSCI TRYGONOMETRYCZNE
cosx = -1 3
1) sinx=1+0=1 sink=1-1=0 ® UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
{cosx =0 {cosx =-1
sinx=1 lub sinx =0 Nieréwnosci trygonometryczne rozwiazujemy tak, jak réwnania. Obliczamy katy, zaznaczamy je
na wykresie danej funkcji trygonometrycznej i odczytujemy z wykresu przedzialy, ktdre s3 rozwia-
=l Lok i ok zaniem. Najczeéciej nieréwnos¢ rozwigzujemy w podanym przedziale. Gdyby przedziat nie byt po-
dany, do poczatku i kofica kazdego przedzialu dodajemy wielokrotno$¢ okresu.
T
Odpowied#: Rozwigzaniem réwnania jest 5 +2kn lub m+2km, keC. m
ZADANIE 5 L
------- —— =) Rozwigz nierdwnoéé, gdy x € (0; 2r):
= Rozwigi réwnania: . x i % i V2 b) cosx> ﬁ
a) 2cos2x - cos’x = 0 b) sin 2 H [Fin| ——¥ |==, B =75 "
ROZWIAZANIE RRENISEAE
Ad a) Ada)
I R = Korzystarny ze Wzoru na cosinus podwo- Sinx < \/;_T (0:2m)
cos2x = 2cosx ~ 1 Jonega ita, g TR
2 e .
iéj;?csﬁx;}zoszc;i; i sinx:iz- sinx =sin x=" lub x:n—E:En
2 4 4 4 4
N
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g

Wykonujemy wykres funkeji f(x) = sinx i zaznaczamy obliczone katy.

ftgx=—\/§ tgx=~tg§ tgx:tg(—g}
T

By =——

3
T
- Zostawiamy kat ujemny, poniewaz wykres rysujemy w przedziale [—? E}

Odpowiedz: x (0; E) v (% m32m),
Adb)

Cosx = —g, xe€{0;21)

3
COSX =——
2
b T 3
COSXZ—COSE COSX = €08 '.rr—g cosxzcosETC
5 5 5 7 Dodajemy 2n, poniewaz chcemy otrzy-
x=—n lub x=—"—m+2n=2n-m=-T1 mac dodatnie rozwiazanie.
6 6

Yi
. 5 . F 14 i
OdpowiedZ: x e (0; g‘n:) w (g m2T). :
EE e 2] N I
o 20 4 4 2
- Rozwigi nieréwnoscidla x € [_E’E) il ‘
a)tgxs—\/g b) tgx > -1
ROZWIAZANIE : :
Ada) Odpowiedi: x e [~E; g]
i 3 4

tgx < —Jg, xe -E;E
22

B
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S

ZADANIE 3 Adb)
il S LGRS £
| 3cosx
| +_+1 .
= Rozwiaz nieréwnosci, gdy x € (0; 2n): cos2% 3 >0 xe(0;2m)
3 3cosx
25 — 3sinx + = 3
a) cos'x 351nx+4£0 b) cos2x + \E +1>0. ® si—Li cosx+1>0 2c052x+3cosx>0 /.\/3
| NS 5
ROZWIAZANIE 24/3cos?x +cosx >0 cosx(Z\/?_,cosx+3)>0
Ada) g Funkeja f{x) = sinx moze przyjmowaé tyl. cosx =0 lub 23cosx+3=0 lub cosx=0
cos’x —3sinx + =<0 cos’x =1 - sin’x ko wartosci z przedziatu (~1; 1) . S B [3_ _ _ﬁ
) 3 3 23 V3 2
1—sin’x — 3sinx + 7 <0 —sin®x — 3sinx + 11 <0 /(-1
5 : 7
sin“x +3sinx ——=0
N o 3 0 1 cosx
sink=1 te<-1;1> -
2
t2+3t ol 0 e
N 3
2 . cosx €{—1; —7)U(0;]>
A=3? 74-1.(7}9”:16 Ja=4
3
-3-4 -7 1 “3+4 1 cosx < ——— lub cosx > 0
h=——=—=-3— t,= = 2
2 2 2 2 2

T
COSX =—COs— cosx=0 x= lub x:in:
6 2 2
| o TE
: ; : ; cosx = cos(fwg]
_35 5
5
COSX =COS—TC
[

1 1
tel —o;—3—)(=; i te(-Ll
e( oo 2} (2 00) i tel-LD)

5 5 5 12 7
T x:gn lub x=—gr:+27c:f-6-n+?n=gn
/ ISy oe, {
7777, L/,u,u./mg » =
Y
1 1
-3— -1 — 1 i 1
2 2 1
. =
fE(—,l) I 2
2 Funkcja sinus przyjmuje wartosci nie 1
32% i <1 wigksze od 1. E
) R
SianE i sinx<l1 2
Ed b 5. 3
sinx = L S Odpowiedi: x e [0; —J v [f = ;rtJ u[— 27T
2 6 2 6 6 2
5
P, T Y L . P
6 6
Y
1
1
= -7
2 I + -
1| = R X n 5
2T 6 2 6 T o Odpowiedz: x € <E; gﬁ)
-1




CIAGI LICZBOWE

WYZNACZANIE WYRAZOW CIAGU
OKRESLONEGO WZOREM REKURENCYJNYM

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Ciag okreslony rekurencyjnie jest zdefiniowany za pomocy wzoru rekurencyjnego zapisanego
w nawiasie ldamrowym, tak jak zapisuje si¢ uktad réwnaf. We wzorze rekurencyjnym zawsze po-
dana jest wartos¢ pierwszego wyrazu ciagu, czyli a;, oraz zaleznosci migdzy wyrazem a i @u., czyli
podany jest wzor pozwalajacy obliczy¢ wyraz nastepny.

= Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagéw okreslonych wzorem rekurencyjnym:

a,=3 ==
a){ —2 b) 0 —a _n(n+2)
n+l n n+l 1]
ROZWIAZANIE
Ada)
m=3 tner = 2
=il a1+1=2a1 ﬁ2:2'3:6
=2 a2+1=2a2 ﬁ3=2‘6:12
=3y a3+1=2a3 a4=2-12:24

Odpowiedi: a1 =3, a2 =6, as =12, a: = 24.

Adb)

n+1
1-(1+2)

n=1 a, =a- 1+1)

GRANICA CIAGU
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2(2+2)
n=2: a,,,=da,: a,=-3.—=-8
I A 3 3
3(3+2) 15
n=3 a a,- Ap=—ifiZs 0
3+1 3 341 4 4

Odpowiedz: a; = -2, a, = -3, as = -8, ays=-30.

3 Dane sg ciggi (a.) i (ba). Ciag (as) okreslony jest wzorem ogdlnym a, = —’1%, a (b,) wzorem reku-
n+

b =1
rencyjnym: n Y .Oblicz a;- bs.
bm-]: e 'bn
n+l
ROZWIAZANIE
il Dla ci bli
T a ciggu (a,) obliczamy as.
_3+1_j4__3
343 6 3
n OV
b =1 bm—[mJ b, Dla ciggu (b,) obliczamy kolejno b; i bs.
2
1 1 1
boo=| = | < B i
ot [1+1J ; P44
2
2 41 1
b,=|—| ‘b by=—-2==
et [2+1] € 94 9
et L8 1 8
739 9 9 9

Odpowiedi: Roinica trzecich wyrazéw ciggdw wynosi & ;
3

GRANICA CIAGU

® UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Ciagi zbiezne do zera to na przyklad ciagi dane wzorami: a, =l, b, = = . W kazdym takim przy-
n n
padku, gdy rosnie 1, to warto$¢ utamka maleje i zbliza si¢ do zera. Podobnie do zera zbiezne sg ciggi:

1 4
<, = g d, H Dla kazdego z tych ciaggéw granica, gdy # dazy do nieskoriczonosci, wynosi 0.
Symbolicznie: lima, =0

n—w



292
Y

CIAGI LICZBOWE - POZIOM ROZSZERZONY

Liczba g jest granic ciagu (a.), gdy ciag (4. - g) jest zbiezny do zera, czyli:

lima,=g wtedyitylkowtedy, gdy lima,—g=0

H=3»00 7n—0
Warto pamietad, ze granica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggow jest réwna odpowiednio sumie,
réznicy, iloczynowi i ilorazowi granic, o ile ciagi te s zbiezne.

Jedli lima, =ailimb, =b, to:
lim(a,+b,)=lima,+limb =a+b lim(a, —b,)=lima, —limb, =a—b

H=—>0 H=rC A—20 n—0 n—rx n—00

lim(a,b,)=lima, -limb, = ab

n—x n—>%
lim(a, :b,)=(lima,):(imb,)=a:b ,0gdyba #0 1 b*0.

Jesli ciag jest rozbiezny, to lima, =+

n—ra

Przy obliczaniu granic przydatne beda wartosci najczgscie] wystepujacych granic:

*lim2=0,aeR *lim—t—]—=[),pER+,aeR

n—>%0 ﬂ rl%wn
*limc=c,ceR *limn=co *lim(-n)=—o0
Nn—poo H=»xC n—an
*lim (k-n) = —o0, gdy k<0 *lim(k-n) = o0, gdy k>0

*lim (—1)" — granica nie istnieje  * limnf =00, peR,.

n—w n—o

Symbole: L o0 - 00,0 00, 0°% %, 1°° nie majg okreslonej wartoéci — s3 to wyrazenia nieoznaczone.
o0
Gdy otrzymamy takie wyrazenie, aby obliczy¢ granice, trzeba wzor przeksztalcic.

Gdy obliczamy granice wyrazenia wymiernego, pamigtamy, ze:

~ Jedli licznik i mianownik utamka jest wielomianem tego samego stopnia, to granicg jest iloraz
wspoltczynnikéw przy najwyzszych potegach n.

- Jeéli mianownik jest wielomianem wyzszego stopnia niz licznik, to granicg jest zero.

— Jesli licznik jest wielomianem wyzszego stopnia, to granica jest nieskonczonosc, tylko trzeba usta-

li¢ jej znak.

:} Wykatz z definicji, Ze granica ciggu (an) jest liczba g:

5 3-8n 8
a) a,= , g=0 b) b = ,
3n-7 £ " Sn+4 £ 5

ROZWIAZANIE
Ada)

5 5 5 5.1
lim(an—g):]im > —-0=lim =lim =lim—==lim—=0
n—w n—w\ 3n—7 nou3p—-7 now n(?) 72} n—wol3y 3Jnowop

n

Odpowiedz: Poniewaz granica {a, — ) jest réwna zero, wigc liczba 0 jest granicg ciagu a, = oy
1

GRANICA CIAGU
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Adb)
; . [3-8n 8 5(3-8n) 8(5n+4 i
hm(bn—g):hm( +_J_hm ( )+ (5n+4) _ jipg 15400+ 40n+32 _
n—0 n—oo\ Gu+4 5§ H—30 5(5n+4) 5(5n+4) n—soo 5(5?’1"}'4)
47
. 47 : 47 ae
=lim = lim :limﬂzlimﬁzo
n—o 251+ 20 n—)m( 20] n=sw 251 now pn
n| 25+—
n

Odpowiedz: Granica (b, - g) jest réwna 0, wigc vg jest granicg b,

ZADANIE 2

2> Oblicz granice:

a) lim (—4n° + 5n—21°) b) lim 4 ¢) lim —

n—ra n—o n—®p 41

; 2 3n+8 20’ =3n+71 8—5n°

d)hm(577} S f) lim =————— li

s 3-8n ¢ rlxl—r>ralo n+7n—-13 nsw Tnt—n 8 e n* —3n

ROZWIAZANIE

Ada)

Granica zostala formalnie obliczona - za-
wsze wylaczamy przed nawias najwyzsza

. i an* 5
lim (—Zns —4n’ +5n): lim »° —2-15+-g =
n—>oo n—w n n potege n. Bez obliczenia od razu wia-

4 5 domo, ze granica jest ,—” — patrzymy
= lim n° (_2__2_'__4 = lim(-21°) = oo tylko na wspolczynnik przy najwyzszej
n—y n " H—r POt@dZE.

Adb)lim4=4 Granica z liczby, z ciagu stalego jest ta sa-
Ao ma liczba.
Adc)
g =d -2 -
lim ——=0 lim :lim—g:(}
n—se 141

n—oo ( 1 J n—sw p
n| 1+—
L W mianowniku jest wyZsza potega n niz
Ad d) w liczniku. Jesli obliczamy, to wylaczamy
n przed nawias w mianowniku.

. 2
11m{5— ):IimS—lim 4 =5—lim—2—:
] —8n n—sw  now 3-8y nswo {3

n

Bl B [l = =5~ =5
n—w —8y n—w 4p
Ade)

3n+8 Potega w mianowniku jest wyisza niz

P—I:?o—__nz T =0 w liczniku.

nz(é_*_i]
2
i 3n+8 — i n n

3 = lim =im— =
n—won® +7n—13 nawnz[ 7 13J n— §1 (1+0f0) 1

I+—=—
n nt
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Adf)
% 3 Zawsze wylaczamy w liczniku 1 mianow-
: lim M - % niku najwyzsza potege # Z mianownika,

now Tnd-n 7

3 5
3
2——+—
_2m°-3n+5 [ n? nﬁj (2-0+0) 2
lim =lim = lim —; ==
o TH —1 n—yw0 n3 _L nae 177 (7-0) 7
o
Adg)
3
i 8-5n __
n—w ? — 30
8
n*| ——>5n
8-50° n? . n*0-51) . -5n
lim — = lim = 1m =lim—=-—w
n—op” —3In now 2( 3} n—»o n (1- 0) no ]
nll—-—
n

SZEREG GEOMETRYCZNY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Jezeli ciag geometryczny jest nieskoriczony i |g] < 1, to jest to szereg geometryczny, ktérego sume

a,
obliczamy ze wzoru: § = -i; ;
=

=) Oblicz sume szeregu geometrycznego:

)0,3 + 0,03 + 0,003 L LT
a) 0,3+ 0,03 +0,003 + ... —_—t——
22 8
ROZWIAZANIE
Ada)
0,3 + 0,03 + 0,003 + ...
a,=0,3 q=ta 081 0,1]=0,1<1
a, 03 30 10
g, B3 08 3 1
1-g 1-01 09 9 3

;
Odpowiedz: Suma tego szeregu geometrycznego wynosi —.

Adb)

11 1 wol gl L1 ‘_1‘ 1
AP TR & 2
q 1 1 LB 221 -
Szl—qzl L2, "2+l 2+l N2-1 (\/5)2_12 oo e

o f 2

Odpowiedz: Suma tego szeregu geometrycznego wynosi 2— V2.

1+ +—

SZEREG GEOMETRYCZNY
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9 Zamien ulamek okresowy dziesi¢tny na ulamek zwykly: a) 0,(72)
Ada)

0,(72) = 0,727272... = 0,72 + 0,0072 + 0,000072 + ...
4 _ 0,0072 72

a,=72 q= ——=—=0,01 [0;01=0,01<1
a, 0,72 7200 100
o & _ 072 072 72 8
1-q 1-0,01 0,9 99 11
Odpowiedi: 0,(72)=H
Adb)
0,24(7) = 0,24 + 0,007 + 0,0007 + 0,00007 + ...
szereg geomelryczny
a, 00007 7 1
2,=0,007 g=-t= =—=01 [0,]=0,1<1

a, 0,007 70 10
g @ _ 0,007 0,007 _ 7
1-q 1-0,1 0,9 900

223

0,24(7):0,24+L:24 7 216 7

+
900 100 900 900 900

Odpowiedi: 0, 24(7)

ZADANIE 3

b) 0,24(7).

_223
900

< Wykonaj dziatanie 2,5(2) - 0,(3) i wynik zapisz w postaci ulamka zwyklego.

ROZWIAZANIE

=2,5+0,02 + 0,002 + 0,0002 + ...
szereg geometryczny

@ 0,002 2 1

2,5(2) = 2,5222 ...

H=R0 g= == —=0,1 ,1|=0,1<1
a 0,02 20 10
o B 0,02 002 2 1
l1-qg 1-01 09 90 45
25(2)=2,54t=pl Lo 25,2 ¥
45 "2 45 T90 90 90
0,(3) = 0,333 ... = 0,3+ 0,03 + 0,003 + ...
=03 ¢=2-28_3_ 1 ¢, 01
a, 330 1
e Bt Bt 38 gy 2
l1-g 1-0,1 0,9 9 3 3
T g N

90 3 90 90 90

Odpowiedz: Wynik dziatania to 2;{5 .
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Z
ZADANIE 4 1
gl <1 —{<1
2 2 x Warunek zbieznosci ciggu.
<) Wyznacz x, dla ktorych ciag geometryczny x°, ,———= ... jest zbieiny.
x—2 (x—-2) 1) i 2)
ROZWIAZANIE 1 o Lo 4
x x
3B 2 ! : 5
%2, .. ¥ Ciag geometryczny jest zbiezny, gdy [g] < 1. 1 1
x-2 (x-2) -1l Z 4130
% x
2 2
_a xXT . X 1 1 1 x 1
‘J‘j:xiz-"‘ Tr 2 x 2 x#0 Aby cigg istnial, mianownik utamka musi by¢ ———<0 Eglng
. i r6zny od zera x # 2. Aby obliczy¢ g, x # 0. x & * X
1 1-x
lg| <1 ’—— <1 —=<0 HJM)
—~2 x X
1) 2) (I1-x)x<0 (1+x)x>0
1 “(x-1Dx<0 /(-1 (x+1)x>0
o — (x-1)x>0 x1=-1 x=0
x-2 %2 n=1 x=0
L_1<0 L+1>0 y > 5 S
x=2 x—2 0 1 X -1 0 X
1 _x=2 _, 1 %25 Razem 112
x-2 x- x=2 x-2 RIS 77777777] ErrRere
1—(x—2)<0 1+.Jc—2>0 =1 0 1 5%
x=2 x=2
; T Aby cigg byt zbiezny x € (~oo; -1) W (1; o).
| = <0 (x-Dx-2)>0 xm=1 x=2 o b 1 _ 1 1 x
g \ l-g 3 1 2 1 x-1 %-1
—<0
x=2 1 2 < X x x x
o 250 Odpowiedi: Dla x € (~0; -1) U (1; ) suma szeregu geometrycznego wynosi &
-x)x-2)< Lo (s fie x—
—(x-3)(x-2)<0 /(-1) 2 : ZADANIE 6
(x=-3)x-2)>0 xn=3 x=2 '
2 3
3 Rozwiaz rownanie: x+ &% 3 2 o 2
3 9 x
2 o ROZWIAZANIE
2K
x € (=005 2) U (3; ) g T g Tk R
Razem:1)i2) oraz x# 0 _ 5 Dy 2xt 1 2x
al‘x g=—== X=——=—
N RO O 1~ R R RRTIR 3 ¥ 2 3
0 1 2 3 x
Zalozenie, by ciag byt zbiezny.
Odpowiedz: Ciagg geometryczny jest zbiezny, gdy x € (—o; 0) L (05 1) W (3; ).
lql <1 —x|<1
| ZADANIE 5. 2.2
_— et <2
< Oblicz sume szeregu geometrycznego I+—+—+.... 2
X x
&= iz & »
ROZWIAZANIE B 0 3 X xe[——,_J
1 1
a =1, q—a—z——:1=—, x#0 ! 2
4 x %
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S

Sl 4 Obliczamy lewa strone réwnania, ktéra
"1 q jest sumg szeregu geometrycznego.
_x _ x _ x _x 3  3x
T 2x 3 2x 3-2x 1 3-2x 3-2x

3 F 3 3
3x _3
3-2x  x Rozwigzujemy réwnanie.
3x2=3(3-2x) /:3 x'=3-2x x*+2x-3=0
§=22_4.1.(-3)=4+12=16 +fS=4
-2-4 -6 —2+4
xl R — xz = =1
2 2 2

Odpowied#: Rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.

Tylko liczba 1 spelnia warunek |g] < 1.

ZADANIE 7

x=1 \x—1 x—1

2 3
2 2x 2x
“*) Rozwigi nieréwnofci: —— + [—] + {—} .2

ROZWIAZANIE

2x (2 (2x Y
S | | | +...<2 x#1
x-1 x—1 x=-1

2 2
- 2
PR W N N R
x—1 a \x-1 x=1) (x-1 2x x-1
2
lg] <1 S ey
| A1
2x
2 <1 i —— =1
| x-1 x~1
\ 2% e IE i
x=1 x—1
2x __x—l< 2x +x71>0
x-1 x-I x—1 x-1
2x—(x—l)<0 2;vc+x—1>O
x—1 x—=1
st W) Gx-1)(x-1)>0
x—1

3 x—l x—=L)50 73
S

xe(-1,1)

SZEREG GEOMETRYCZNY 299

Razem1i2:
— N A -
=) b 5 x
3
1
xe| =L -
3
2x X 2x
fetoex=l =l o x-l 2% -l 2 2 2
a-q ;_ 2x  x-1 2x  x-1-2x x-1 -x-1 -x-1 —(x+1) x+1
x—1 x-1 x~1 x-1
2x 2
w2t gy pefy PR gy
x£1 x+1 e
2x 2(x+1 2
i (x )>0 x+2(x+1)>0 2x+2x+2>
x+1 x+1 x+1 x+1
(4x+2)(x+1)>0 4(x+%](x+1)>0 /:4
1
(x+-—)(x+1)>0 SO
2 2
. . o s g ]
Czgé¢ wspolna zalozenia i rozwigzania: - = SRR -

1) | 1 =i, 4 1 *
xX€e —1,—3— i xe(oo;—l)u(—z;m} 2 3

Odpowied#: Rozwigzaniem nieréwnosci jest x € (gl- 1] .
23

ZADANIE 8

< W kwadracie o boku dlugosci a polaczono $rodki kolejnych bokéw. W nowo powstalym kwadracie
postapiono tak samo i w nastgpnych réwniez. Okazalo sie, ze dlugos$¢ bokéw kolejnych kwadratéw
tworzg nieskornczony ciag geometryczny. Oblicz sume obwodéw tych kwadratéw,

ROZWIAZANIE

a

b i V2

b=—av2=0—"—
2

c—lb«ﬁ—bﬁ—aﬂ-@:a{ﬁjz
2 2 2

2

1%
5

c2=c

d=

M| =

2
2 2
a .
2 2

V2_ (Y
2—:1

..itd.
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Obserwujac rysunek i obliczenia, widzimy, e kazdy kolejny bok kwadratu jest przekatng kwadra-
tu o boku dlugosci potowie boku poprzedniego. Jezeli boki tworzg nieskoriczony cigg geometryczny,
to réwniez ich obwody tworza taki cigg. Sprawdzimy jego zbieznosci.

2
2
Ob, =4a ObZ:4b:4-a:/§:2\/5a Ob3:4c:4~a[i2_—] =a

a, 2\/_
q:—:

ay

4 2
——=2a
1 4

Tloraz przy obliczaniu obwoddw jest taki
sam, jak iloraz dtugoéci bokéw kwadratu.

v |5

2a
4a

Tloraz jest mniejszy od 1, wigc ciag jest
zbiezny.

q < 1 - ciag zbiezny

NP S 2 I LR

g | 2 2 2 22 12 (22) [2+42) 472

ol SR

2 2 2 2

Odpowiedi: Suma obwoddw tych kwadratéw wynosi 4 (2 2 ) a.

PLANIMETRIA

CZWOROKATY WPISANE | OPISANE NA OKREGU

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag, gdy sumy W czworokat mozna wpisa¢ okrag, gdy sumy
miar jego przeciwleglych katéw wewnetrznych  dhugoéci jego przeciwleglych bokow sa réwne.
sg réwne 180°.

‘ o+y=B+8

®
b

R

a+c=b+d

3 Na kole opisano trapez prostokgtny. Odleglos¢ srodka kola od koricéw jednego z ramion s réwne
10 cm i 20 cm. Oblicz pole trapezu.

ROZWIAZANIE

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
oraz z faktu, ze czworokat jest opisany
na okregu.

2r]

2r

q‘\
s ~
—
<
o
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1) P+(a-r?=20°

2) P+ (b -1t =10?

3) 21+ (a-b)P=¢

4) 2r+c=a+b c=a+b-2r

3) 2P Ha-bY=(a+b-2n(a+b-27)

Z czwartej zaleznodci wyznaczamy
¢iwstawiamy do trzeciej.

4 + a® - 2ab + b* = a’ + ab - 2ar + ab + b* - 2br - 2ar — 2br + 47

dar + 4br=4ab [:4 ar+ br=ab r(a+b)=ab

ab
a+b

1) 7+ (a-r)?=400

2 2
[“—b) +[a—ﬂJ =400
a+b a+b
a’b? y (a(a +b)—ab)2
(a+b)+ (a+b)?

a*b? + (a* + ab - ab)* = 400 (a + b)?
a® (@ + b%) = 400 (a + b)?
2) P+ (b-rY¥=100

2 2
gLl +(b— b 1 100
a+b a+b
@’b* + (ab + b* - ab)® = 100 {(a + b)*
b* (a* + b*) = 100 (a + b)*
a*(a* +b*)=400(a+b)’
b*(a® +b*)=100(a + b)* *

r=

=400 /-(a+b)*

a* b+ a* =400 (a + b)?

a’b* + b* =100 (a + b)*

a*(a®+b?) _ 400(a+b)

b +b*)  100(a+b)’

2

a ey
=
@ =4p?
a=2b

b* (a® + %) =100 (a + b)**
B [(2b)* + b*] = 100 (2b + b)?
b .56 =100-96° [:5b%

B*=180=36-5 b=65 a=125
b)h i
_(a+b)h_(a+b) Y _arbyr
)
ab
r=—
a+b ab
P=(a+b)-——=ab
a+b

P=ab=125-6/5=72-5=360[cm?]

Odpowiedi: Pole trapezu wynosi 360 cm®.

Wyznaczamy 7 i podstawiamy do 1) i 2)
réwnania.

Podobnie jak w réwnaniu 1).

Obie zalezno§ci zapisujemy w posta-
ci ukladu réwnar. Ten uklad najlatwiej
rozwigzac, dzielac réwnania przez siebie.

Dlugosci bokéw sg dodatnie. Podstawia-
my do réwnania *.

Przeksztalcamy wzor na pole trapezu.

Obliczamy pole trapezu.

CZWOROKATY WPISANE | OPISANE NA OKREGU
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‘ZADANIE 2 |

:} Oblicz pole trapezu réwnoramiennego o ramieniu ¢, opisanego na kole o promieniu r.

ROZWIAZANIE
a
- M Trapez jest opisany na okregu, wiec su-
c 2r - 2 my przeciwleglych bokéw sa takie same,
fese a wysoko$¢ trapezu wynosi 2r.
a+b=2c
b
(a+b)h 2c2r

P= =2cr

2

Odpowied#: Pole trapezu wynosi 2cr.

ZADANIE 3

:) W okrag wpisano trapez tak, ze jedna z jego podstaw jest $rednica okregu. Stosunek sumy dlugosci

2
podstaw trapezu do dlugosci jego obwodu wynosi 5 Oblicz cosinus kata rozwartego trapezu.

ROZWIAZANIE

p= 120_ ; o sy Kat oparty na pétokregu jest prosty.
X=— =
. 2 Przeksztalcamy dang zaleznosé.
at+b 2
a+b+2c 3
3(a+b)=2(a+b+20c)
3a+3b=2a+2b+4c
a+b=4c 2r+ b=4c b=dc-2r Dlugos¢ boku musi by¢ dodatnia, wiec
b>0 4c-2r>0 4c> 2r c> lr zapisujemy zatozenie.
2
2r—b 2r—(4c-2r) 4r—4c . ; -
x= 5 = 5 = > =2r-2c Mozemy wyznaczy¢ dhugosc x.
cosﬂzi _2r-2c Wyznaczamy cosinus kata B w dwdch
¢ c trojkatach prostokatnych.
¢
cosp =—
p 2F
2r= ¢
cosp
& oz
cosf 95 Fe
c
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£

ccosB:Lfk /-cosB /:ic
cos

cos’B =1 - 2cosP

cos’p + 2cosf-1=0

A=22-4.1-(-1)=4+4=38

c055=#=—1—ﬁ lub

cos|3=—l+\/z

cosP = cos (180° - o) = - cosa

cosoL =—cos[3=—(—l+ \/—2_):1—\/5

Va=\s=212
cosB:—l+x6

Kat B jest ostry, wigc cosinus kata musi by¢
dodatni i mniejszy od jeden.

Obliczamy cosinus kata rozwartego o, kto-
ry jest ujemny.

Odpowiedz: Cosinus kata rozwartego w trapezie ma warto$¢ 1— V2.

ZADANIE 4

< Dlugoéci trzech kolejnych bokéw czworokata opisanego na okregu s3 w stosunku 2 : 3 : 5. Oblicz

dlugosé bokéw czworokata, gdy jego obwéd wynosi 84 cm.

ROZWIAZANIE

2% Boki czworokata oznaczamy 2x, 3x, 5x. Su-
my przeciwleglych bokéw sg takie same.
4x 3x
Bok lezgcy naprzeciwko boku 3x ma diu-
Sy gos¢ 4x.

2x+3x+5x+4x = 14x

14x=84 /.14 x=6 2:6=12, 3:6=18, 4-6=24, 5-6=30

Odpowiedi: Boki czworokata majg dlugosé 12 cm, 18 cm, 24 cm i 30 cm.

TWIERDZENIE TALESA, FIGURY PODOBNE

= UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Twierdzenie Talesa

OA| |OB
Jezeli proste AA” i BB’ przecinajg dwie proste, ktdre przecinajg sie w punkcie O, to 1041 = Hos)

[oA'| |OB|
B A
A o @
0 A\
A’\ B’\ X

TWIERDZENIE TALESA, FIGURY PODOBNE

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
Jezeli proste AA’ i BB’ przecinajg dwie proste, ktére przecinaja si¢ w punkcie O oraz il-gAill _—_% :
to proste AA’ i BB’ s3 rownolegte.

Bl z20aNiE 1

2 Dluisze ramie szlabanu kolejowego ma 4 m, a krétsze 0,8 m. O ile wzniesie sie dluzsze ramie szla-

banu, gdy krétsze opusci sie 0 0,5 m?

%xm

O,5m1’7{[

,0 M

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

= _0> 0.8x=2 #=25 ;/e\v; :ozwigzaniu zadania korzystamy z twierdzenia Ta-
x ;

Odpowiedz: Diuzsze ramie szlabanu podniesie sie 0 2,5 m.

| zapanic 2

< Oblicz brakujace dtugosci odcinkéw, gdy proste kil s3 réwnolegle:

ROZWIAZANIE
Korzystamy z tw. Talesa.

3+x 6+8 6+8 6
36 y 3
6(3+x)=3-14 /:3 6y=3-14 /3
2B3+x)=14 2y=14 /2
6+2x=14 y=7

2x=8 x=4

Odpowiedz: Brakujgce dtugosci odcinkéw wynosza odpowiednio x = 4 oraz y = 7.

ZADANIE 3

3 Oblicz brakujgce dtugosci odcinkdéw, gdy proste k, I, m s3 réwnolegle,

Pl

X y/z/
3 / m

k

305
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Z
ROZWIAZANIE

Y _ y+2

2 2%2,5

45y=2(y+2) 45y =2y +4 2,5y=4 y:4:2,5:£-£:§:1E:1,6

15 5 5

A

2 3

1,6 =x

2 :g 2x=3-1,6 /2 =308 x=24

Odpowiedi: Brakujace odcinki majg odpowiednio dlugodcix =2,4iy = 1,6.

ZADANIE 4

< Ramiona kata, ktérego wierzcholkiem jest punkt O, przecigto prostymi AB i CD. Sprawd, czy pro-
ste te sa rownolegle, jesli:

a) |OA| =4, AC=7, OB=5, BD=8

b) |[OA| =8, AC=12, OB=6, BD=9

ROZWIAZANIE

Ad a)

Jesli proste sa réwnolegle, to zgodnie z tw.
Talesa stosunek diugosci odpowiednich
odcinkdw musi by¢ taki sam.

Zapisujemy jedng z proporcji i sprawdza-

0OA OB my, czy jest ona prawdziwa.
oc oD
b KL H el B L#P
OoC 4+7 11 OD 5+8 13
Odpowiedz: Te proste nie sg réwnolegle.
Adb)
OA OB
OB OD
L_OA__8 8 2
OC 8+12 20 5
p0B_8 8.2 .

“OD 649 15 5
Odpowiedz: Proste sg rownolegte.

JEDNOKLADNOSG
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ZADANIE 5

3 W trapezie ABCD przedluzono ramiona BC i AD, az do ich przeciecia si¢ w punkcie P. Oblicz |BP),
jedli |AD| = 8 cm, |DP| = 5 cm, |BC| = s% con.

ROZWIAZANIE

P
x
5/ |h,
D b \ ¢
8 hl 8%
3
B
A y a
5
& 5 e i 7 = Z twierdzenia Talesa obliczamy x.
x+8—- e X+8— 13
3 3
26
l3x=5(X+—J 185=5m4 120 fe=lL g LY.
3 3 3 3 8 1 12

2 § .8 . 18 1
[BP|=8=+x=8—+5—=13"=14-—
3 12 712 12 12

Odpowiedz: Dlugos¢ odcinka BP wynosi 14% '

JEDNOKEADNOSCG

®m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Jednokladnos¢ to przeksztalcenie, ktére pozwala znalezé obraz figury, ktéra ma katy tej samej miary,
a boki majg dlugosé¢ odpowiednio do skali wiekszg lub mniejsza. Figury jednoktadne s3 podobne.
W jednokladnosci zawsze podany jest punkt, ktory jest srodkiem jednokladnosci, oraz skala. Jesli
skala jest dodatnia, figura i jej obraz leza po tej samej stronie §rodka jednokladnosci, a jeéli ujemna,
to po przeciwne;j.

Zadania z jednokladnosci w uktadzie wspolrzednych pojawia sie w dziale: Geometria analityczna.

HACANIE 3

< Znajdz obraz dowolnego trojkata w jednoktadnosci o $rodku O i skali s, ktora wynosi:

1 2
a)3 b) -2 <) ) d) 5
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ROZWIAZANIE

Ada)
s=3

s=3

Zaznaczamy punkt O, ktory jest érodkiem jednokltadnoéci. Rysujemy tréjkat ABC. Poniewzili_s =3i obra‘z
figury bedzie trzykrotnie wiekszy, wiec rysujemy trojkat dosé blisko érodka jednok{?dn’c—)sm. PI'D\A'JadZ.l-.
my proste od érodka jednoktadnoéci przechodzace odpowiednio przez wierzchoﬂql trojkata. Na]leplg
przy pomocy cyrkla odmierzamy odlegto$é OC i na tej pélprostej odmierzamy jg jeszcze c,i.wukr?tfn,e
|0C| = 3|OC|. Podobnie otrzymujemy wierzcholki A’ i B, Laczymy punkty i otrzymujeny tréjkat AB'C,
ktéry jest obrazem trojkata w jednoktadnosci o srodku O i skali s = 3.

W ten sam sposob wykonujemy pozostate rysunki.

Adb)

§=-2 . %
Figura i jej obraz beda lezaly po przeciwnej stronie $rodka jednoktadnadci i obraz figury bedzie dwu-
krotnie wiekszy.

Adc) s=—l
2

Figura i jej obraz bedg lezaly po przeciwnej stronie $rodka jednoktadnosci i obraz figury bedzie dwu-
krotnie mniejszy. N .
Odcinki |OA|, |0B|,1|OC| musimy podzieli¢ na pol. Nalezy to zrobi¢ konstrukeyjnie, konstruujac syme-
tralne odcinkéw, na przyklad odcinka |OB.

JEDNOKEADNOSG
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Ad d)

Figura i jej obraz bedg lezaly po tej samej stronie $rodka jednokfadnoéci. Kazdy z odcinkow |OA, |OB|
1|OC] trzeba bedzie podzieli¢ na trzy czgsci, korzystajac z tw. Talesa, i odmierzy¢ dwie jego czesci.

Rysujemy odcinek |OA|. Dorysowujemy dowolng pélprosta o poczatku w punkcie O. Na niej odmie-
rzamy cyrklem trzy odcinki o dowolnej jednakowej dtugodci. Przez otrzymany koticowy punkt A pro-
wadzimy prosta. Kreélimy prosta réwnoleghy do niej przechodzacy przez punkt oddalony od punktu
0 o dwie dlugosci odmierzonego odcinka, np.

! |

@] B’ B

S Dane s dwa réine punkty O i A. Znajdz $rodek jednolktadnosci, w ktérej obrazem punktu A jest

3
=2 b) s=——.
a)s ) s 7

punkt 4’, jesli skala jednoktadnosci wynosi:

ROZWIAZANIE

Ada) Gdy s = 2, to |OA| = 2|OA| oraz punkty
5.: 2 A i A'lezq po tej samej stronie punktu O.
______________ S Punkt A znajdujemy, dzielgc |OA] na pot,
o A A’ czyli konstruujac symetralng odcinka tak,
jak w zad Ic).
Adb)

Punkty A 1 A’ lezg po przeciwnej stronie
punktu O.
Odcinek OA’ dzielimy na trzy 3 czeéci.

s=-2 |oa]=2loa] 1.3
4 4 4

4 .
|0a]=— 04 loa|=[oa]+ 04|
L SnE T LT DT frmmmm p---- 3 g
A o A’ Konstrukcja tak, jak w zad 1d).
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P
ZADANIE 3

=’ Majgc dane dwa réine punkty A i A’ znajdz rodek jednoktadnoséci, w ktorej obrazem punktu A jest

punkt A’, jedli skala jednokladno$ci wynosi -3.

ROZWIAZANIE

Punkt O bedzie lezat pomiedzy punk-
tem A i A\ Gdy odcinek AA’ podzieli-
my na 4 jednostkowe odcinki, to punkt
O zaznaczymy tak, by |OA| mial diugosé
jednego odcinka jednostkowego, a |0A]
trzech takich odcinkéw. Konstrukeja tak
jak w zadaniu 1a).

ZADANIE 4

= Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Wyznacz $rodek i skale jednoktadnosci odwzorowu-
jacej dluzszg podstawe na krotsza.

ROZWIAZANIE
A2 jas)> (el | -
Obrazem odcinka |AB| ma by¢ odcinek
e |DC|. Mozliwe sa dwa przypadki. Sro-
/ o C dek jednoldadnosci moze by¢ punktem
B T przeciecia przedtuzonych ramion trape-
o zu ~ Oy lub jego przekatnych O,. Oblicza-
T my skale.

1. érodek jednoktadnoéci O; - skala dodatnia

|DC| = s|AB|
_|Dpc
| AB|
: ; g ; |DC|
2. §rodek jednoktadnoéci O; - skala ujemna: 5= 7|TB—| .
o o _— ; i |DC| , |DC|
Odpowiedi: Otrzymujemy $rodek jednokladnosci O i skalg @ oraz Oy iskale: — m ;

TWIERDZENIE SINUSOW | COSINUSOW
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TWIERDZENIE SINUSOW | COSINUSOW

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Twierdzenie sinuséw
W dowolnym tréjkacie stosunki diugosci bokéw do sinuséw przeciwlegtych katéw

b a sg takie same i s3 réwne érednicy okregu opisanego na tréjkacie.
it _._._b e g gdzie R to promien okrggu opisanego na tréjkacie.
o, sina  sinf3 siny
[3

Twierdzenie cosinusow
W dowolnym tréjkacie kwadrat dlugosci wybranego boku jest réwny sumie kwadratéw dwoch pozostatych bo-
kéw pomniejszonej o podwéjny iloczyn tych bokéw i cosinusa kgta zawartego migdzy nimi.

a’ = b + ¢ - 2bccosa, b =a® + ¢ - 2accosp

2 Korzystajac z oznaczen na rysunku rozwiaz tréjkat, czyli wyznacz brakujace dlugosci bokéw i mia-
ry katéw, gdy:
a)b=10, a=30° B=135°

& =a’+ b - 2abcosy

b) [AC|=36 , |AB| =9, < BAC=120°  c)a=2, b=2\3, c=4

ROZWIAZANIE

Ada)
b=10, a=30° B=135"
y=180° - 135° - 30° = 15°

Obliczamy brakujacy kat y.

a b
sinot  sinf
a 10

_ Obliczamy bok a.

sin30°  sinl35°
sin (180° - 45°) a = 10sin30°

sin45"a=10-l
2

V2

761:5 /2
\Ea=10 /'\E
2a=10v2 /:2

a:S\E
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Y

c b Obliczamy bok c. 163 coso =24 /:16

siny sinfp ﬁcosa:gﬁ
c 10 16

! sin45° sinl135°
i ¢ - sind5° = 10sin15°

= 3
\/3C050t:5 /3 3cosa:¥ /[:3 cosu:? o = 30°

{| ¥ = 180° - 60° - 30° = 90°
I £C=10.0,25gg /.2 V2c=2-2,588 /2 o
2 Odpowiedz: Jest to trojkat prostokatny, w ktérym katy maja miary 30°% 60° i 90°.

A 20=2-2,5882 /:2 c=2,588\2 2,62
i || ZADANIE 2

e |
| Odpowiedz: Brakujacy kgt ma miare 15° a boki maja dtugos¢ 5212672 . , By
| adb) 2 Sprawds, czy tréjkat o bokach 10, 11 i 4 jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny.
| o
i | |AC| = 3Jg |AB| =9 £BAC=120 Kiedy znamy dtugoé¢ dwéch bokéw i kat 10 ROZWIAZANIE
| ' miedzy nimi zawarty, to korzystamy 4 it siain it S
:f | b= 3\/6 > €=9, a=120° z twierdzenia cosinusow. g wu;ksgq IIIICI'.ZE ZI‘].aI e i za-
i | s 1o wsze naprzeciwko najdiuzszego boku,
| E a* = b + ¢ — 2bccoso, 11 wigc obliczamy cosinus kata o lezacego
, 112= 102 + 42~ 2. 10 - 4coso. naprzeciwko boku o dtugoéci 11 z twier-
L - 2 o __ - :
4= (3‘/6) Ho —2 3\£ *9:c0s120° = Cosinus w drugiej ¢wiartce jest ujemny. 121 = 100 + 16 — 80coso. dzenia cosinusa.
i =9-6+81- 54\/8 cos(lSO” ~60° ) =54+81— 54\/6 -(—cos60?) = 80cosa.=-5 /.80 Jesli cosinus jest ujemny, to kat jest z 11
ii 1 —— _S_ 5 1 lub I ¢éwiartki uktadu wspdlrzednych,
i =135+54I-5:135+27\/g*-135+662201 780 cosa——%—ﬁg czyli rozwarty, a zatem tréjkat rozwar-
e i tokatny.
\ A
| a=142 Odpowiedz: Tréjkat jest rozwartokatny.
¢ a 9 14,2 Znajac dlugoéé wszystkich bokéw, mozna
siny " sina siny " sin120° brakujgcy kat obliczy¢ 2 twierdzenia co- m
sinuséw lub wykorzysta¢ dwa boki i kat
. . o 4 S ’ 4 : - . . . .
14,2sin v = 9sin (180" - 60°) 14,2sin 'y = 9sin60 lizz:a:;fﬁ:g:ﬁi iesfﬁfg‘; nich i za- ) Nill stoku narciarskim o kacie nachylenia 10° ustawiono slup o wysokosci 14 m. W polowie wysoko-
‘. ] 14 26inv=9 3 /14,2 ‘ éci stupa zaczepiono odciagi, ktére zostaly przymocowane do ziemi w dwéch punktach odleglych
li ,2siny = = 4 0 6 m od podstawy stupa. Oblicz, jakiej dlugosci sa odciagi.
(e 9 1,73 1557 1557
| siny=—- = ~———~(0,5482 ROZWIAZANIE

2 14,2 28,40 2840

fitl | y=3%° 7

B =180°-120°-33°=27° Rysujgc odcinek réwnolegly do podsta-

wy z punktu A oraz przedluzajac odci-
nek przedstawiajgcy stup, otrzymujemy

Odpowiedz: Brakujacy bok ma dlugosc 14,2 a katy 33°127°
tréjkat prostokgtny o przyprostokatnych

I Adc) Gdy znamy dlugosé trzech bokéw, kat a1b, przeciwprostokatnej 6 i kgcie ostrym
' a=2b= 2J§ ,c=4 mozemy obliczy¢ tylko z twierdzenia co- 10°. Obliczamy dhugo$c bokéw a i b.
sinusow.

b? = a’ + ¢* - 2accosp

2
(2\/3) =22 +4%-2.2-4cosP
1
12=4+16 - 16cosP l6cosfp=8 /16 cosB:E B =60°

7 _ 8. 3 . inlo® =2 b
a'=b*+ ¢ - 2bccosa Drugi kat mozna obliczyé, korzystajac sinl0 % cosl0® =—
| 3 7 twierdzenia sinuséw lub cosinusdw. 6
s 2 =(24/3) +4-2.2V3 4cos a_01736 b 0,9848
\[_ 6 1 E 1
4=12+16-16+3cosa a=6-0,1736 =1 cm b=6-09848 = 5,9 cm
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R4

y=b+(a+7)
3 =(5,9)* + 8% = 34,81 + 64 = 9881
y=99cm
72=6+99"-2-699cosa

49 = 36 + 98,01 — 118,8cosa
118,8cosa. = 85,01 /:118,8

_ 8501 8501

T118,8 11880
Obliczamy x, stosujac twierdzenie cosi-

=y + 127 - 2y 12cos0 : .
2= (9.9) + 144 - 24-9,9.0.72 = 98,11 + 144 — 171,07 nuatw dlatiigta o bokach, 3,12 2z

jgc cosaL.
K =70,94
x=8,4cm

Dlugeéé odcinka y mozna obliczyé
z twierdzenia Pitagorasa - jest to prze-
ciwprostokatna w tréjkacie AOP.

Aby obliczy¢ x, najpierw wyznaczamy
cosinus kata o — kata PAB wykorzystujac
twierdzenie cosinusdw w trojlkacie o bo-

cosa 0:72 kach y,6,7.

Odpowied#: Zamocowane odciggi majg diugosc 8,4 mi 9,9 m.

ZADANIE 4

2 Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie, gdy najdluzszy jego bok ma dtugosc 10 cm, a katy maja
miare 20° i 40°.

ROZWIAZANIE
o = 180° - 40° - 20° = 120°
@ Obliczamy trzeci, brakujacy kat tréjkata.
Jest to tréjkat rozwartokatny i kat 120° le-
2y naprzeciwko najdluzszego boku.
Korzystamy z twierdzenia sinuséw. R -

20° 40° promien okregu opisanego na tréjkacie.
10 cm
10 5 5 5 2. 10

2R: ,{2 R: = ————=—Cm

sinl20° sin(180° —60°) sin60° 1 /3 3

2
P=nR:=7- E :n.v@:]‘ooncmz
V3 33

100
Odpowiedz: Pole kola wynosi T em?.

ZADANIE 5 |

=) Kat rozwarty tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm ma miare 135° Jaka dlugosc ma
najdtuzszy bok tego trojkata?

ROZWIAZANIE
R=6cm o=135°

T

Najdhuzszy bok kata lezy naprzeciwko ka-
ta rozwartego.
Korzystamy z twierdzenia sinusow.

X
2 3
X Y x:125in(180°r45“):125in45°=—-£:6\/§cm
sino sinl35° T 2

Odpowiedi: Najduzszy bok tréjkata ma dtugosc 62 em.

GEOMETRIA ANALITYCZNA

INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA
NIEROWNOSCI | UKEADU NIEROWNOSCI

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Nieréwnos¢ liniowg z jedng niewiadomg przedstawiamy na osi liczbowej, a nieréwnosci liniowej
z dwiema niewiadomymi w ukfadzie wspélrzednych. Wykonujemy wykres prostej i zaznaczamy od-
powiednig potplaszczyzng. Gdy interpretujemy uklad nieréwnosci, to wszystkie zaznaczamy w jed-
nym uktadzie wspétrzednych.

Aby wyznaczy¢ zbior punktéw spelniajacych nieréwnosé, nalezy:
- narysowac prosta — prosta podzielila plaszczyzng na dwie czeéci: nad prostg i pod
- sprawdzic, czy dla dowolnie wybranego punktu (nad prosta lub pod prosta), np. (0, 0) nieréwnos$é

jest prawdziwa. Jedli jest prawdziwa - zaznaczamy ten obszar, jesli nie jest prawdziwa — zaznacza-
my obszar, do ktérego ten punkt nie nalezy.

3 Zaznacz na plaszczyinie zbiér punktéw spetniajacych nieréwnoéci:

a)3x-4y-420 b)x<14-7y

ROZWIAZANIE

Ad a)
3x-4y-420 -dy=-3x+4 /(-1) 4y<3x-4 /4
3
y<—x-1 =—x-1
4 4
B T« ]
ol 0 | - 4 |
| | 3 |
y | -1 0 2 |
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Adb)
x<14-7y

1
<——x+2
F 7
0
1 ] 2

.

0:—1x+2
7

x=14

| 14

| O

Ty<-x+14 [7

1
=——x+2
2 7

| 7

ZADANIE 2.

Gdy znak nieréwnosci jest ostry, to pro-
sta nie nalezy do rozwigzania i rysujemy
ja przerywang linia.

Yi
_______ 20
i -
3 7 14 bie]

:) Zaznacz na plaszczyinie rozwigzanie ukladu nieréwnosci:

3 3 y<—x+4
<-— <
a) {x b){ x2 g c) {3x—5y+1520
< L
y>2 y X+5y2-5
ROZWIAZANIE
Ad a)
x<-4iy>2
Yi
y=2
! X
x=-4
Adb)
x<3iy<x-5
y=2x-5 T
A T & [
2=1 |
L X 0 717 2 | 3 ;
| y -5 0 i 1
0=2x-5
-2x=-5 [(-2) v
_5_,1 x=2x-5
D ey
Z 2
: A
;' O
2
x=3
7\

Rysujemy proste x = —41 y = 2 i zakresko-
wujemy obszar, ktdry spetnia réwnoczes-
nie obie nieréwnosci.

PROSTA W POSTACI OGOLNEJ. ODLEGEOSG PUNKTU OD PROSTEJ
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Adc)
1) y<-x+4 2)3x-5y+15>0 I x+5y>-5
y=-x+4 -5y>-3x-15 [:(-5) 5¢>-5 [i5
wa 3 1
x 0 | 4 2 <=x+3 >2——x-1
e ==+3 =——%x-1
A 5 4 5
0=-x+4 T [ . . 1
x=4 r"—*f'rfo 1—-_*5-':- 2 { S 0_ ! B >
4 1.2 5 y | -1] 0 | -2
1
0=Zx+3 0=——x-1
5
——x=3 /:{—3) —x=-1 /:(l)
5 5
x=—§-§:75 x=-5
13
Yy
6]
4
3
1 2

PROSTA W POSTACI OGOLNEJ.
ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Réwnanie ogolne prostej: Ax + By + C =0, gdy A i B nie s3 réwnoczeénie réwne 0, czyli
AP+ B #0.

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegla do osi OX, a jezeli B = 0, to jest réwnolegta do osi OY, a jesli
C= 0, to prosta przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych.

Dwie proste o réwnaniach ogélnych Aix + Biy + Ci = 01 Asx + Bay + Cy = 0 53 rtéwnolegle,
gdy A1B; - A2B; = 0, a prostopadle, gdy A1A; + B1B; = 0.

Odlegtos¢ od punktu P = (x,, ) od prostej o réwnaniu Ax + By + C = 0 obliczamy
|Ax, + By, +C]|

VA +B?

ze wzoru: d =
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| ZADANIE 1 "

= Okresl polozenie prostej:

a)-3x+2y=0 b)2x-5=0 c)-4y+7=0
ROZWIAZANIE
Ada) ’
-3x+2y=0 A=-3,B=21iC=0 -taprostaprzechodziprzez poczatek ukladu wspotrzednych
Adb)
2x-5=0 A=2, B=0, C=-5 - jestto prosta réwnolegla do osi OY
Ado)
-4y +7=0 A=0, B=-4, C=7 - jestto prosta réwnolegta do osi OX

| zapanie 2 |

< Korzystajac z wlasnosci réwnoleglosci i prostopadloéci prostych danych w postaci ogélnej, okresl
polozenie prostych:

a)-3x+y-2=0 1 x+3y+9=0 b)3x+2y-2=0 i 2x+3y+9=0

)2x+4y-16=0 i -4x-8y-4=0

ROZWIAZANIE
Ada)
“3x+y-2=0
Ai=-3B=1C=-2
Sg réwnolegte, gdy A1By - A;B1 =0
ABr-ABi=-3-3-1-1=-9-1=-10#0 - nie s3 réwnolegle
Sa prostopadle, gdy: A1As + B1B2 =0
AAy+BB,=-31+1-3=-3+3=0

x+3y+9=0
Az=1B=3 (=9

Odpowied#: Proste s3 prostopadte.

Adb)

3x+2y-2=0 2x+3y+9=0

A=3 Bi=2C=-2 Ar=2 B=3 =9
ABy—AsB1=3-3-(-2)2=9-4=5%0 - nie sg rownolegle
AlA;+ BiBy=3-2+42-3=6+6=12 - nie s prostopadle

Odpowiedi: Sa to proste przecinajace sig.

Adc)
2x+4y-16=0 /:2 ~4x-8y-4=0 [:(-4)
x+2y-8=0 x+2y+1=0 Gdy wspdlczynniki A i B obu pro-

stych s3 ta samg wielokrotnoscia, to
takie proste sa réwnolegle A1 = ka,
keR, B =kB

A]ﬁl 3132 Cl=—8
Ale—AzB1=1'2—1'2:2*2=0

Az=1 B=2 C=1

Odpowiedz: Sg to proste rownolegte.
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ZADANIE 3

2 Wyznacz odleglo$¢ punktu C = (3, -6) od prostej AB, gdy A = (0, 2), B= (4,7).

ROZWIAZANIE
A=(0,2) B=(4,7)
Rownanie prostej AB:
(y-yadxp-xa) - (- ya)(x—x4) =0
(y-2)4-0)-(7-2)(x-0)=0

Réwnanie prostej mozna obliczyé, ko-
rzystajac z postaci kierunkowej, rozwia-
zujac ukfad réwnan lub zastosowaé wzoér
na rownanie prostej przechodzacej przez

(y-2)-4-5x=0 dwa punkty,
4y-8-5x=0

-5x+4y-8=0 /[ (-1)

5x -4y + 8 =0 - rdwnanie prostej w postaci ogélnej

A=5 B=-4 C=8 C=(3,-6) X=3 y,=-6

o |Ax, + By, +C|_[5-3-4(6)+8| _[15+24+8|_|47|_ 47 4147441

C Jarep 52+ (1) V25416 Va1 41 a1 41

Odpowiedz: Odleglos¢ punktu C od prostej AB wynosi =

41
ZADANIE 4

:) Oblicz wysokosc trojkata poprowadzong z wierzcholka C, gdy tréjkat ten jest wyznaczony przez
wspdtrzedne: A = (-3,2), B=(4,-1) i C=(1,6).

ROZWIAZANIE

Y A

Dlugos¢ wysokoéci h poprowadzonej
z wierzcholka C to odlegloéé¢ punktu C
od prostej AB.

Trzeba znalei¢ réwnanie prostej AB
w postaci ogélnej i skorzystaé ze wzoru
na odlegloé¢ punktu od prostej.

A=(-3,2) B=(4,-1)
(¥ -ya)(xe—xa) - (¥ - ya)(x—x4) =0
(y-2)4+3)-(-1-2)(x+3)=0
(y-2)-7-(-3)(x+3)=0
(y-2)-7+3(x+3)=0
Ty-14+3x+9=0
3x+7y-5=0

A=3 B=7 C=-5

C=(1,6)
%=1 y,=6
L _lAx 4By +C| [3:147-6-5] [3+442-5 [40] 40 58 40V58 2058

Ja?+B? eSS Vo+19 58 58 58 58 29
20458

29

Odpowiedz: Wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka C ma dlugos¢
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OKRAG W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
(x - %0)* + (y - y0)* = ¥ — réwnanie okregu o §rodku S(xo, yo) i promieniu 7.

ZADANIE 1

- Napisz réwnanie okregu, znajgc jego srodek i promier:

a)S=(-3,4),r=2

bjg=0, = 2

3
B 5l 2, = B8
ROZWIAZANIE

Adb) (x-2)*+ (y+5) = %

c)S=(-2,-6),r=3

Ada) (x+3) +(y-4)* =4

25

Adc) (x+2)*+ (y+6)7=9 Add)(xf1)2+(y72)2=q

ZADANIE 2

3 Wyznacz wspéltrzedne $rodka okregu i jego promien, znajac réwnanie okregu:
a) (x—1)%+ (y +3)>=25 b) (x+2)°+(y-6)*=5

49
Ax+4y+(y+7)=20 d)(x—3)2+(y-1)2:—1€
ROZWIAZANIE

Ada)S=(1,-3),r=5 Adb)S=(-2,6),r=15

AdC) S=(-4,-7),r= 20 =/2.5=25

Add)S=(3,1),r=

W |~

-~ Napisz réwnanie okregu:

a) o promieniu 3 stycznego do obu osi ukladu,

b) o érodku S = (2, -3) i stycznego do osi odcigtych,

¢} osrodku S = (-4, 5) i stycznego do osi rzednych,

d) przechodzacego przez punkt P = (8, 9) i stycznego do obu osi.

ROZWIAZANIE Y
Ada)

$1=(3,3) r=73 (x-3P2+(y-3Y=9
8> =(-3, 3) r=3 (x+3)7+(¥y-37=9
S3=(-3,-3) r=3 (x+37%+(y+3)P*=9
Sa=(3,-3) r=3 (x-32+(p+3)=9

Odpowiedi: Sq cztery okregi, ktore spelniaja warunki zadania. Ich réwnania to:
(x=3P+(¥-37=9,(x+3P-(y=-3)% (x+3+(p+3)=9, (x- 32+ (y+ 30 =0,
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Adb)
§=(2,-3)
¥

O$ odcigtych to 08 0x. Odlegtoé¢ punktu S od osi odcietych to 3 jednostki,
wiec promiefi okregu ma diugos¢ 3.
§=(2,-3) r=3

Odpowiedi: Réwnanie okregu ma postaé: (x - 2)* + (y +3)* = 9.

Adc)
S=(-4,5)
¥
3
Os rzgdnych to 08 0y. Odlegtos¢ punktu S od osi Oy wynosi 4, wige r = 4,
-4 X

Odpowiedi: Réwnanie okregu ma postaé: (x + 4)* + (y - 5)° = 16.

Ad d)

Jezeli okrag ma by¢ styczny do obu osi i przechodzi¢ przez punkt z pierwszej ¢wiartki uktadu wspGhrzed-
nych, to obie wspoélrzedne $rodka okregu muszg by¢ takie same:

§ = (a, a), promien okregu ma réwniez dlugos¢ a.

Jezeli punkt P nalezy do okregu, to podstawiamy wspétrzedne tego punktu do réwnania okregu i obli-
czamy a.

(x-a)l+(y-at=a P=(89)

8 -2-8-a+a’+9'-2.9.a+a’=a’

64-16a+a*+81-18a=0

a’-34a+145=0

A=(-34)*—4-1-145=1156-580 =576 Ja=24

a1:34;24=5 02:34;-24=29

Odpowiedz: Otrzymujemy dwa okregi o réwnaniach: (x - 5) + (y - 5)* = 25 oraz (x—29) + (y— 29)* = 841.

Sprawdzamy poprawnos¢ obliczen na rysunkach:

(x-57+(y-5)?%=25 P=(8,9) (x-297+(y-297=841 P=(8,9)

Y /
o P=(3,9)

29

e
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st £
ZADANIE 4

= Oblicz wspélrzedne $rodka i promies okregu o réwnaniu:
a)x +y - 8x - 10y=-28 b)x* +y - 6x-16=0.

ROZWIAZANIE

Ada)
L+yt-2ax-2by+c=0 P=a’+b-c §={(a,b)
oy - 8x-10y+28=0
-2a=-8 -2b=-10 c=28
a=4 b=5
§=1(4,5) r=4"+5"_-28=16+25-28=13 ?‘=\/E
Odpowiedz: Srodek okregu ma wspélrzedne S = (4, 5), a promien réwny NIER
Adb)
L4y -2ax-2by+c=0 r=a+b-c S=(a,b)
L+ -6x-16=0
-2a=-6 -2b=0 c=-16

a=3 b=0 rP=34+0"-(-16) =25 r=5

Odpowiedz: Srodek okregu ma wspéhrzedne § = (3, 0), a promier réwny 5.

ZADANIE 5

= Okreél polozenie prostej 6x + 8y - 15 = 0 wzgledem okregu (x - 1)* + (y + 2)* = 9.

ROZWIAZANIE

§=(1,-2) - $rodek okregu
r=3 - promien
A=6 B=8 C=-15 x=1 y,=-2
_|Ax,+By,+C| [6:1+8-(-2)-15 |6-16-15 |-25] 25 5 5 eglos
e - = = e od $rodka wynosi

VA2 + B V6* +82 J36+64 100 10 2 2,5,apromg'1ma

diugosc 3.

Obliczamy odlegloé¢ prostej od érodka
okregu.

r Qdlegloéé prostej

Odpowiedz: Prosta przecina okrag w dwdch punktach.

ZADANIE 6

=) Z punktu A = (2, 3) poprowadzono styczne do okregu o réwnaniu (x + 2)* + (y + 1)? = 8. Napisz
réwnania stycznych.

ROZWIAZANIE

S=(=2,-1) r=+8=2v2

OKRAG W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
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y=ax+b A=(2,3)
3=a-2+b
b:3—2a
y=ax+3-2a - posta¢ kierunkowa proste;.
l-ax+y+2a-3=0 - postac ogolna prostej.
A=-a B=1 C=2a-3  §=(-2,-1) %=-2 yo=-1 d=r=242
| Ax, + By, +C|
VA? + B
—a-(-2)+1-(-1)+2a-3
l-a-(2)+1-()+26-3]_,
J=ay +1

[a-4|=22va?+1 ()

(4a)*-2-4a-4+16=4-2(a’+1)
16a°-32a+ 16 =84+ 8 8a°-32a+8=0 /8
2-4a+1=0

Napiszmy réwnanie kierunkowe stycznej
przechodzacej przez punkt A, a nastep-
nie skorzystajmy z odleglosci r prostej
od érodka okregu.

A=

Obie strony réwnania sg nieujemne,
wigc mozna je podnie$¢ do kwadratu.

A=(-4P2-4-1-1=16-4=12 VA=12=23
. 2(3-+5
:4 2\/52 ( )22—'\/5 a2=2+\/5

a

! 2 2
y=ax+3-2a
y=aix+3-2a Otrzymamy dwie styczne.

y=(2-3)x+3-20-5) y=(2-V3)x+3-4+243
y=(27\/5)x+2\/§—1 - jedna styczna

y=ax+3-2a
y=(2+\/§)x+342(2+\[§) y=(2+B3)x+3-4-243
y=(2+\/§)x—2\/§—1 - druga styczna

Odpowied:: Styczne do okregu to proste o réwnaniach y = (2 -3 )x +2V3 -1 oraz

y=(2+3)x-23-1.

REABANIE 7,

< Wyznacz réwnania stycznych do okregu 2* + y”-2x+6y+5=0prostopadlych do prostej y = % x—13.

ROZWIAZANIE
L+y*-2ax-2by+c=0 F=a+b-¢

C+y -2x+6y+5=0

-2a=-2 -2b=6
a=1 b=-3 £=5 F=1"+(-30-5=1=9-5=5
§=(1,-3) r=+/5 - érodek i promien okregu

Wspdlczynniki kierunkowe prostych
prostopadtych sg réwne -2 z warunku
prostopadlosci prostych.

¥ =ax+b - réwnanie stycznej
a=-2 y=-2x+b
2xx+y-b=0

A=2 B=1 C=-b x=1 y,=-3 r=+5
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o £
| Ax, + By, +C]| - Jg Odlegtosé stycznej od $rodka okregu jest EADANIE 9
{42, p2 rowna promieniowi.
A+ i 3 Oblicz dtugos¢ cigciwy okregu o réwnaniu x* + y* + 4x - 6y — 12 = 0 zawartej w prostej 7x + y - 14 =0,
[2:1+1-(-3)-b|
= i \/g Rozwigzujemy réwnanie z bezwzgledng
2240 wartoscia. ROZWIAZANIE
5 i T
|-b-1|=5 x4y +ax—6y-12=0 Obliczamy punkty wspolne okregu i pro-
-b-1=5 lub -b-1=-5 y=-7x+14 stej. Prostg zapisujemy w postaci kierun-
_b= —b=-4 kowej.
bb_ 66 b, =4 -2 Otrzymujemy dwie styczne. L4+ (14-7x)  +4x -6 (14-7x)-12=0
e 2= “=- 2+ 196 - 196x + 49x° + 4x - 84 + 42x — 12=0
Odpowiedz: Proste styczne majg rownania y =-2x - 6 oraz y =-2x + 4. 50x% - 150x + 100 =0 /:50
¥-3x+2=0
ZADANIE 8 A=(-32-4-1-2=9-8=1 +A=I
] 3~1 1 2 3+1 2
x=—-= = —_—
= Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu x - y + m = 0 jest dla okregu o réwnaniu (x - 3)*+ y* = 18 o2 )
a) styczna, b) sieczna, c) prosta zewnetrzna? n=-Tx+14=-7"1+14=-7+14=7 A=(17)
=72+ 14=-7"2+14=-14+14=0 B=(2,0)
ROZWIAZANIE
J ; |AB|:\/(’CB _xa)z‘*'(J’B*}'A)z
§=(3,0) r=v18=49-2=32 Odleglo$c d prostej od $rodka okregu jest ) @l Atk Bty Bl B
x-y+m=0 A=1 B=-1 C=m réwna promieniowi. k |ABJ =+(2 “1)2 +(0 ‘7)2 =v1+49 = \@5 =+/25-2= 5\/5 Obliczamy diugos¢ odcinka AB.
Ad a) styczna
|Ax,+ By, +C| _, Odpowiedi: Cieciwa ma dugos¢ 542
VA’ + B’
[1-3+1(-1)-0+m| 3 ZADANIE 10
e SV ] RN N h —
I +(-1) V2 < Okresl wzajemne polozenie okregow: x% + 17 - 4x + 4y -8=0 i A%+ y* - 10x - 4y + 28 =0.
|m+3]=3-2
[ +3] =6 ROZWIAZANIE
9 _3 3 oom 4y -2ax-2by+c=0 P=d*+b-c¢
B 5 F+y-ax+4y-8=0 Kty - 10x-4y+28=0
=g = 2a=—4 -2b=4 -2a=-10 -2b=-4
Odpowiedz: Prosta jest styczna dla m = -9 lub m = 3. a=2 b=-2 ¢=-8 a=5 b'=2 c=28
Adb) si d $1=(2,-2) $2=1(5,2)
) siecznad <r Aby prosta miata z okregiem dwa punk- =224+ (-22+8=4+4+8=16 =5 +2"-28=25+4-28=1
|Ax,+ By, +C| <32 ty wspolne, odlegloé¢ prostej siecznej =4 =1
42 . n2 od srodka okregu musi by¢ mniejsza . 4 = )
i od promienia. ISISZ| = \/(5 2P +(242) = J32 +42 = /o416 = \/’25 =5 Odlegtosé srodkéw okregow jest réwna
|m+3|<6 . sumie ich promieni.
g 7 2 = n+rn=
-9 -3 3 m Odpowiedz: Okregi sg zewnetrznie styczne.

Odpowiedi: Prosta jest sieczng dla m € (=9; 3). ZADANIE 11

Ad ¢) prosta zewnetrzna d > r

[m+3|>6 ' < Oblicz, dla jakiej wartosci m okregi o réwnaniach * + (y - m)* =4 i x? + 3% = 9 s3 styczne we-
o i & - wnetrznie.
-9 -3 3 m
Odpowiedi: Prosta lezy na zewnatrz okregu, gdy m € (—00; -9) U (3; 00). ROZWIAZANIE
Pt (y-m) =4 S$i=(0,m) n=2
F+yr=9 $:=(0,0) =3

2
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I L

NO-0) +(0—m)* ={3-2]
Jn? =1 |ml=1 m=1 lub m=-1
Odpowiedi: Okregi s styczne wewnetrznie dlam = -1 lubm = 1.

) Przedstaw w ukladzie wspélrzednych figure opisang nieréwnoscig:
a) (x+5°+(y-17<9 b2+ (y-1"=4

|S1szl =|r- 1’1|

ROZWIAZANIE
Ad a) Adb)
(x+52+(y-1<9 P+(y-17=4
§=(-51) r=3 §=(0,1) =2
Jest to wngtrze kola. Jest to zewnetrze kota razem z jego brzegiem.
Yy Yy

oY

G d

1
22 %

Ky’ >9
> Narysuj w ukladzie wspétrzednych figurg opisang uktadem warunkdéw: ¢ y<2x
y>x
ROZWIAZANIE

1+ >9 2)y<2x y=x
§=(0,0) r=3 A=(0,0) B=(2,4) A=(0,0) C=(2,2)
Yy
Jest to zewnetrze kola bez jego brzegu
4t ograniczone prostymi nalezacymi do ob-
szaru rozwigzania.
2] \
2 X
y=x
y=2x
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WIELOKAT W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

%) Punkty A = (1, 1) i C= (7, -7) s3 przeciwleglymi wierzcholkami kwadratu ABCD.

a) oblicz pole i obwdd kwadratu, b) wyznacz pozostale wierzcholki kwadratu,
¢) napisz réwnanie okregu opisanego i wpisanego w kwadrat.

ROZWIAZANIE

Ad a)
d=|AC|= o= +(re—y. P

d=y(7 1% +(=7-1)? =/6* +(-8)* =36+ 64 =100 =10

Obliczamy dlugos¢ przekatnej kwadratu,

Ze wzoru na przekatng kwadratu obli-

av2=d czamy a.

wW2=10 /42

s '\/5 e - \E Obliczamy pole i obwdd kwadratu.
P=a®=(52)* =50 Ob = 4a Ob=4.5v2 =2012

Odpowiedz: Pole kwadratu wynosi 50, a obwéd 204/2.

Adb) Obliczamy wspdtrzedne punktu §, ktéry
S= _xﬂ"-_xC,yA_"'yC - ﬁi =7 - jest srodkiem odcinka AC:
2 2 2 2
8§ -6 .
= 'y =(4,-3) - $rodek odcinka AC

b o i e

X.—x, 7-1 6 3
Szukamy rdwnania przekatnej BD, pro-

3 . mr tej prostopadiej do AC przechodzacej
H= ke BD,S=(4,-3 stej prostopadlej do przechodzacej
4 vipdlagymoilKienunkony ( ) przez punkt S. Obliczamy wspdlczynnik
y=ax+b ax+b=y kierunkowy prostej AC.
3 4
——+b=-3 == =
41 3+4b=-3 b=-6

3
y= 3 x—6 - réwnanie przekatnej BD.
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A

Punkty B i D naleza do prostej y = %x —6 inaleza do okregu o rodku w punkcie §i promieniu dhugogci

polowie przekatnej, czyli 5. Réwnanie okregu: (x - 4)* + (y + 3)* = 25.
(x—4)P? +(y+3)2 =25

3
=—x-6
2 4

2 2
3
(x4)2+[2x—6+3] =25 (x~4)2+{2x—3] =25

2
3 23 3
x272x-4+42+[AxJ 2242432 =25 IR TR N T
4 14 1 16 2
25 1
13x1—8x—41x:0 Zx?-12-x=0
1 2 16
ExZ—Ex:O /16 25x*-8-25x=0 /:25
16 2
xE =G0 x(x—8)=0
x=0 lub x-8=0
X2IS
3 3
5] ;x2_6 )’:z:sz*6
3 38
ylzz-0—6=—6 y,=———6=6-6=0
B=(0,-6) D=(8,0)

Odpowied#: Wspdlrzedne wierzchotkéw wynosza: B = (0, -6) i D = (8,0).

Adc)

Réwnanie okregu opisanego na kwadracie: (x - 4)* + (y + 3)* =25 e
. 52

Okrag wpisany ma ten sam érodek i promien réwny potowie dtugosci boku, czyli ri

(x—4)2+(}’+3)2:(5\f) (x- 47+ (3 =22

25
Odpowiedz: Réwnanie okregu wpisanego w kwadrat wyraza si¢ wzorem (x—4)* +(y+3)* = FL
a opisanego (x —4)” + (y + 3)* = 25.

FADARIE 2

2 Przeciwlegle wierzchotki rombu, ktérego pole wynosi 20, maja wspélrzedne A = (1, 1) i C = (3, 5).

Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw Bi D.
ROZWIAZANIE

Przekatne w rombie s3 prostopadle.
Wierzchotki B i D naleza do prostej pro-
stopadlej do AC przechodzacej przez
punkt S.

WIELOKAT W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH
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5= XatXe Yat¥e | (143 1+5) (4 6 Obliczamy wspélrzedne punktu S.
2 2 2 2 272

§=1(2, 3) - srodek odcinka AC.
_Ye~¥a_5-1_4

Xp—x; B8-1 2

Szukamy réwnania prostej prostopadlej
do AC.

Bac
a= 7% - wspolczynnik kierunkowy prostej BD, S = (2, 3)
y=ax+b

b=3+1=4

1
—E-2+b=3 -1+4b=3

1
g +4 - prosta, do ktorej nalezg punkty Bi D

|AC |= \/(xc ~x, 2+ (yC -y, )? Obliczamy diugos¢ odcinka [AC].

[AC|=y(3-1) +(5-1) =v2 + £ = V4116 =20 =Va-5 = V4 .5=25

1
PZE |AC|:|BD| Obliczamy dhugoéc odcinka BD, korzy-

stajac ze wzoru na pole.

%-2\/5-\BD|=20 \/giBD|=2{) /5
JBD)JT‘;%—%%@_NE

Punkt § jest §rodkiem odcinka BD, wiec [BS| = |DS| =25 .

Punkty D i § nalezg do prostej y :,%,H 4 oraz do okregu o $rodku w punkcie S i promieniu 2.5 .

Réwnanie okrggu: (x—2)* +(y—3)* =(24/5)%.
1
=——x+4
=t A

(x-2P+(y-3)*=20

2
1 2
(x—2)2+[_2x+43) =20 (x_2)2+[1_%xj =20

2
1. 1
xz*2'X'2+22+1—2'1'E.’C+{EXJ =20 x2 —4x+4+17x+lx272():0
4

1
12x2—5x—15:0 %xz—Sx—15=O /-4 542 -20x-60=0 /:5

X —4x-12=0
A=b*—dac=(-4) —4.1-(-12)=16+48 =64

_b-JA 4-8 —4
2a 2.1 2

JA =8

_b+JA 448 12
2a 21 2

X =2 X, =

1 1 1 1
yl=_le +4:75.(72)+4=1+4=5 ¥, =—5x2 +4=—5-6+4=—3+4:1
D=(-2,5 B=(61)
Odpowiedz: Wspolrzedne wierzchotkéw rombu wynosza: B = (6,1)1 D = (-2, 5).
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:) Punkty A = (0, 4) i D = (3, 5) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD. Podstawy: trapezu
sa prostopadle do prostej o réwnaniu x - y - 6 = 0, do ktérej nalezy punkt C. Wyznacz wspélrzedne
pozostatych wierzchotkéw trapezu i oblicz jego pole.

ROZWIAZANIE
Obliczamy wspotrzedne punktow nalezacych do danej prostej i wykonujemy rysunek.

X-y-6=0 l-y=-x+6 /(-1) y=x-6
B 5 | o
— e d— 0 — 6 . Zapisujemy prostg w postaci kierunkowej.

dlax=0: y=0-6=-6 dlay=0: 0=x-6 =x=6 dlax=3: y=3-6=-3

Yi

Bok AD nie jest prostopadly do prostej, wigc jest ra-
mieniem trapezu. Podstawy tego trapezu zawieraja sig
w prostych prostopadtych do prostej y = x - 6 i prze-
chodzg odpowiednio przez punkt A i D.

Szukamy réwnania prostej AB, prostopadtej do prostej

a=-1 A=(0,4) y=ax+b

ax+b=y y=x-6.
-1-0+b=4

b=4 y =-x+ 4 - rOwnanie prostej AB

B o | 4 | o

y | 4 | o | 2 |

dlax=0: y=-0+4=4 dlay=0:0=-x+4 x=4 dlax=2: y=-2+4=2
a=-1 D=(3,5) y=ax+b

ax+b=y

-1-3+b=5 b=5+3=38

¥ =-x+ 8 - rdwnanie prostej DC

Szukamy réwnania prostej DC, réwnoleglej do prostej
y=-x+4

L ] o [ s | 4|
8 | 0 | 4

o .
Easy]

dlax=0: y=-0+8=38 dlay=0: 0=-x+8=8 x=8 dlax=4 y=-4+8=4

D

WIELOKAT W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH

y=x-06 Punkt C nalezy do prostej ¥ = x - 6 oraz do prostej
y=-x+8 ¥=-x+ 8. Obliczamy jego wspélrzedne.
x-6=-x+8
2x=14 /2 Obliczamy wspélrzedne punktu B, ktory nalezy

do okregu o srodku w punkcie C i promieniu AD.

x=7 y=7-6=1
Obliczamy dtugoéé odcinka AD.

C=(7,1)

|AD|=\(xp 2, +(yp— 3, P
r=|AD|=/(3-02 + (5-47 =3+’ =91 =10
Réwnanie okregu:

(x=7P+(y-1? =10y

y=-x+4
(x—7)2+(y—1)2=10

(x=7) +(y-1Y* =10

Punkt B nalezy do okregu oraz prostej y = —x + 4.

(x=7) +(—x+4-1)? =10 (x=7) +(3-x)*=10

X =2-x-7+7* 43" -2.3-x+x2 =10 ¥’ —14x+49+9—6x+x>—10=0

2x% -20x+48=0 /:2

x?—10x+24=0
A=b-4ac=(-10-4-1-24=100-96=4 JA=2
-b—JA 10-2 —b+/A 10+2
H=—————=—=4 X, = = =6
2a 2-1 2a 2

nh=—x+4=-4+4=0 V==X, +4=—6+4=-2

B, =(4,0) B, =(6,-2)

Pole réwnolegloboku AB,CD:

PAB;CD =2Pupc =2-%|(x5 =X ) e=F)— (0~ 2 ) xe ~m)|
A=(0,4),C=(7,1),D=(3,5)

Pygop =[(3-0)(1-4)—(5-4)(7-0) =[3-(-3)-1.7| =|-9-7| =16
Pole trapezu réwnoramiennego AB,CD:

Boasyep =Foapep + Pagm,c

Passc =], ~%0)0c 1)~y = 95— 55|
Bi=(4,0), B,=(6,-2), C=(7,1)

Pypyc = %l(ﬁ— 4)1-0)-(-2-0)(7-4)| =% [2+6]|=4
Pugycp =16+4=20

Odpowiedz:

Pole réwnolegtoboku wynosi 16, a trapezu réwnoramiennego 20. Wierzcholek C ma wspélrzedne
C=(7, 1), a wierzchotek B ma wspotrzedne By = (4, 0) lub B; = 6, -2).

331
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JEDNOKLADNOSC
W UKELADZIE WSPOERZEDNYCH

= UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

W jednoktadnosci i srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i skali s réznej od zera kazdy punkt

A = (x, y) jest przeksztatcony na punkt A’ = (sx, sy).

< Wyznacz obrazy punktéw A = (3, 0), B= (0, 2), C = (- 2,2) i D = (3, -1) w jednokladnosci o $rodku

2
w poczatku ukladu wspétrzednych i skali L

A=(3,0) Al=|-=-
B=(0,2) B' =
C=(-2,2) c’=[~ -

D=(3,-1)

Wl WIN WM wlN
|
o
p—
|
W
)
LSS R R —
Il
Y TR
W | =
I
W |
S

=l
lII

< Wierzchotkami tréjkata ABC s punkty: A = (-4, -2), B = (-1, 1), C = (-2, 3). Narysuj obraz tego
3 " j ;
tréjkata w jednoldadnosci o $rodku w punkcie 0 = (0, 0) i skali —5 . Oblicz pola obu trojkatow.

ROZWIAZANIE
A=(-4,-2) A’:[f -(4),2-(—2)J=(6,3)
B=(-1,1) B'=| -

C=(-2,3) C=|-=

W W oW

i ol
]
p—_
|
| W
LS8
|
BT
-
|
o
Il
~
&
|
NS
| =

P e =§i(xa_xn)(J’c_}’A)_(3’B _J’A)(xC"xAN:

2Pyl
12 2

:§|(4+4)(3+2)—(1+2)(—2+4)[=§|3.5_3.2]:%115,6|=%

WEKTORY 333

Pole tréjkata ABC obliczamy ze wzoru
na pole, gdy znamy wierzchotki tréjkata.
Figury jednokladne sa podobne, wiec po-
le obrazu figury to pole trojkgta pomno-
zone przez kwadrat skali.

i 3 A S 1
Odpowiedz: Pole trojkata ABC wynosi 45 ,ajego obraz ZOZ .

| ZADANIE 3

Q Obrazem punktu A = (-1, 3) w jednokdadnosci o érodku O = (0, 0) jest punkt A’ = (2, -6). Oblicz

skale jednoktadnosci.

ROZWIAZANIE

A=(-1,3) A'=(2,-6)

A= (s-x4, 5 ya)
s:(-1)=2 -s=2

Obliczamy skale s, poréwnujac pierwsze
wspolrzedne, i sprawdzamy poprawnosé

s=-2 drugich wspotrzednych.

$'ya=-2'3=-6 yor=-6

Odpowiedz: Skala jednokiadnoéci wynosi -2.

WEKTORY

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Wektor to uporzagdkowana para punktéw, z ktorych pierwszy jest poczatkiem wektora, a drugi kon-
cem. Kazdy wektor posiada kierunek, zwrot i dtugosc.

Np.

B A - poczatek wektora

AB

A

B - koniec wektora

AB, G - oznaczenia wektora

kierunek prostej AB, zwrot od A do B oraz diugos¢ wektora to odlegloé¢
od punktu A do B.

Gdy A = (x4, y4) i B=(xp, y3), to wektor AB ma wspolrzedne: AB = [ xB - x4, y8 ~ ya]

Wektory mozemy dodawac i odejmowaé oraz mnozy¢ wektor przez liczbe. Jesli dane s3 wektory:
U=, w)i V=, vl t0d+V = [+ v, ua+ v, 4=7 = [th— v, tiz - vs]

Jesli a jest liczba, to a1t =[aw,, au,] .
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S [

ZADANIE 4

Jezeli znamy wspotrzedne wektora, to mozemy takich wektoréw narysowac nieskoriczenie wiele, Jest

towektor swobodny. 2 Dane sg wektory: @ =[-2,1), b=[3,-2]i ¢ = [-1, -2]. Oblicz:
ety a c c =_1 r
Wektor BA jest przeciwny do wektora AB — ma taki sam kierunek i dlugos¢, ale przeciwny zwrot, a)a+b b) 5-¢ 3¢ d)da- = b+5¢
Dlugosé¢ wektora obliczamy tak samo, jak odlegtos¢ dwoch punktéw, jak dhugo$¢ odcinka: ROZWIAZANIE
; Ada) ’ e .
3 Skt 2 2 5 g 2 Aby doda¢ wektory, dodajemy ich wspal-
= = = = = .Gdy u=[u, u2], to | U |[=4u" +u i 5 ¥ Jemy 1ch wsp
A=y iB=(mys |48 1= \(x=2,) +(y5-ya) -Gy i=lunsal.to] =y’ +1p a+b=[a+b,a,+b,] G+b=[-2+3,1-2]=[1,~1] rgrng
m ‘}d P) - Odejmujgc wektory, odejmujemy ich
b-c=[b -c,b,—¢c,] bt =[3+1,—2 +2:|= [4,0] wspdlrzedne.
< Wyznacz wspétrzedne wektora AB , majac dane A = (7, 16) i B = (-5, 12). i)
P _ Mnozgc wektor przez liczbe, mnozymy
ROZWIAZANIE HE=k [Cl 4 Cl] lke, ke, kazdg wspélrzedng przez ta liczbe.
A8 =[b-a, b, -a,]=[-5-7,12-16]=[-12,-4] 3e=3[-1-2]=[3(-1),3:(-2) |=[-3.-6]
Ad d)

Odpowiedi: AB =[-12,~4].

45—%5+5E=4[—2,1]%[3,—2]+5[—1,~2j=[4‘(—2):4-1]—B'3=% - } +[5:(-1).5:(-2)]=

=[-8, 4]—[1%,—1]+[—5,—10]=[—341%w5,4+1—10}=[—14%,As]

:} Wyznacz wspotrzedne kornica wektora, majac dane wspélrzedne wektora i jego poczatku:
AB =[-7,17]iA=(4,-8).

Odpowiedz: Suma wektoréw to wektor o wspétrzednych [1, -1], réznica [4, 0], potrojona warto$é wek-
s BAPGIGEANIE tora ¢ , to [4, 0], a wynikiem dzialania jest wektor —14l =5 .
B=? [b-a,b,—a,|= AB o

(b1 -4, b, + 8] = [-7,17] Przyréwnujemy pierwsze i drugie wspét- m
by -4=-7 i by +8=17 rzedne.
bl i bz =9 ] N i B B .
B=[-3,9] O Oblicz dfugos¢ wektora:  a) i, gdy a=[-3,-4]  b) KL,gdyK=(0,-3) i L=(-2,5).
Odpowiedz: Koniec wektora ma wspolrzgdne B = [-3, 9]. ROZWIAZANIE
ziowie i
jal=a’+a?  Ja|=(-37+ (-4 =VO+16 =125 =5
< Wyznacz wspélrzedne poczatku wektora, znajac wspélrzedne wektora i jego korica:

CD =1-6,1] D=(11,-10). Adb)

K=(0,-3) i L=(-2,5)

N ROZWIAZANIE a=KL=[} ~k,},—k,]=[-2-0,5+3]=[-2.8]
C=? [d;—Chdz—Cz]: D .
o a2 — Jared — » _
A S, W Poréwnujemy wspoirzedne. *KL|‘ (-2 +8* =\/4+64 =68 =\/4-17 =217
I1-¢=-6 i -10-c=1 P 3 7 . R
=611 g T Odpowiedz: Dlugosci wektoréw wynosza odpowiednio 5 i 24/17.
-0 =-17 =11
a=17 c=-11 ZADANIE 6
C=(17,-11)

aN&l’YSUJ w ukladzie wspotrzednych wektory =[-2,3], b=[2,1], é=[1,4],

Odpowiedi: Poczatek wektora ma wspotrzedne C = (17, -11). d=[-4,-5] _[0,-2], F=[-3, ol, 7=[4,0], A=[0,6]
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Vo

ROZWIAZANIE

Gdy mamy podane wspolrzedne wekto-
ra, to mozemy w ukladzie wspéirzednych
narysowac takich wektoréw nieskoncze-
nie wiele. Sami wybieramy punkt, ktéry
jest poczgtkiem wektora. Poczatek wekto-
ra przesuwamy w lewo lub w prawo zgod-
nie z pierwsza wspolrzedna i w gore lub
w dét w zaleznoéci od wartoéci drugiej
wspoirzedne;j.

-___n\l‘

P
[>T

-

™l
K

i
Iom
A |

=

:> Przesun tréjkat o wierzcholkach A = (-4, -2), B=(3,1) i C=(0, 6) o wektor 1 =[5,-4]. Podaj
wspdtrzedne wierzcholkéw otrzymanego tréjkata.

ROZWIAZANIE

Wspotrzedne punktéw po przecigciu ob-
liczamy, dodajac wspétrzedne wektora.

A=(-4,-2) ii=[5-4]
A=(-4+5,-2-4)=(1,-6)
B=(3,1)
B=(3+51-4)=(8-3)
C=(0, 6)

C=(0+56-4)=(52)

Odpowiedz: Wierzchotki trojkata po przecieciu maja wspolrzedne: A'= (1, -6), B'=(8,-3) i C"= (5, 2).

ZADANIE 8

<% Odcinek AB, gdzie A = (-3,2) i B = (2, 1), przesunieto o wektor i iotrzymano odcinek A'B’, w kté-
rym A’ = (1, -1), a B’ = (6, 2). Podaj wspétrzedne wektora .

ROZWIAZANIE
A=(-3,2) d=[u,u,] A=(1,-1)
A= (—3 +uy, 2+ 1{2) = (1, —1)
3+u =1 i 2+u=-1
u1=4 uz=~3
ti=[4,-3]

Porownujemy wspolrzedne.

Odpowiedi: Wspotrzedne wektora wynoszg: u=[4,-3].

WEKTORY

337

‘ZADANIE 9

digja_}c d;_l_le na plaszczyinie dwa dowolne wektory i i ¥, znajdZ ich sume, obie réznice oraz
i -29.

ROZWIAZANIE

wektora ¥ jest sumg tych wektoréw.

i Do korica wektora i doczepiamy
./g' i wektor o poczatku wektora # i kosicu
v

Odja¢ wektor to znaczy dodaé wektor
przeciwny.

“ZADANIE 10

o Udowodnij, ze dlugo$¢ odcinka taczacego $rodki ramion trapezu jest polowy sumy dlugosci jego
podstaw.

ROZWIAZANIE

Oznaczamy wierzchotki trapezu oraz
punkty E i F. Korzystamy z dzialai

na wektorach, wyznaczajac wektor EF
jako sumy wektoréw.
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| Z
!
||
| 5, a+b
| Mamy udowodnié, ze: x= =
i EF=EA+AB+BF i EE=ED+DC+CF
?‘_ a = —E) i ﬁ = —Eﬁﬁ
| EF=—ED+AB~CF
| EF =ED +DC+CF
2EF=AB+DC /:2
‘ ﬁ _ AB+DC
. 2
! —E}::!AB[+|DC|
2 STEREOMETRIA
I ! a+b
L! ==
\!- 2
1 Odpowiedz: Dhugo$¢ taczacego érodki ramion trapezu jest polowa dlugoéci sumy jego podstaw.
i GRANIASTOSLUPY
I ZADANIE 1
i l 3 W prostopadloscianie o podstawie kwadratowej poprowadzono plaszczyzne przechodzaca
| przez przekatna podstawy dolnej i jeden z wierzcholkéw podstawy gérnej. W przekroju otrzy-
: j‘ mano tréjkat réwnoramienny o polu § i kacie mi¢gdzy ramionami o mierze a. Oblicz objetosé
18 prostopadioscianu.
I |
I
it ROZWIAZANIE
‘ : D . C, Sporzadzamy pomocniczy rysunek.
i Al B
i ! c
| 3 Dane:
} H § - pole tréjkata
| : h h H o — kat miedzy ramionami
] Obliczy¢:
[ D : V=2
il ¢ a=% H=?
il p A ] d_
i 2 M
il A a B a2
:;i I 2
i
e
1l 1) S-a2h=S */i“hss /2
ol V2ah=28 2 2ah=2425 /:2
1!

; ah =28
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ol

o
7 o a\E o Korzystajac ze wzoru na pole tréjkata oraz g E
2 h - tg? 2h ~ wyznaczamy a i i, a po ich wyznaczeniu z twier-
- dzenia Pitagorasa wyznaczamy H.
axﬁthtg% /-\/E ZQ:Z\Ehtg—Z— [:2
o
a=+2htg =
B 2 Podstawiamy do 1).

ﬁhtg%-hzﬁs ;’:\/5

oL
ReZ=s /g2
gZ g2

Zapisujemy wszystko pod jednym pierwiastkiem.

Obliczamy H z tw. Pitagorasa.

6" .
. 2 5 2
Obliczamy objgtosc.

O
=t — - ”
%4 g Stg— l—tgz—J
tg— tg 2 4
gz g2

o o
Odpowiedz: Objetoé¢ prostopadloscianu wynosi 28 Stg;(lf‘(g2 E) .
ZADANIE 2

W czworokatnym graniastostupie prawidlowym przekgtna podstawy ma diugos¢ d i tworzy
z przekatng $ciany bocznej wychodzacej z tego samego wierzcholka kgt a. Wyznacz objetosc tego
graniastostupa.

GRANIASTOSEUPY

341

ROZWIAZANIE
B, f Cl Sporzadzamy pomocniczy rysunek.
4 : B 1
"
cf i
1D S T C
. ‘/( d B S
o,
5 2
A a B
d Tréjkat ASD; jest prostokatny. Znajdujemy cosinus
T 3 danego kata i dtugoé¢ przekatnej c.
cosa=2= o= c= 5
& =8 COR Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ przekatnej pod-
d=aia - _d_ stawy 1 wyznaczamy a.
V2
H+a = Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w trojkacie pro-
B stokatnym ADD,.
Hi=c2-a?= d —d—z:d"' 1 .1
4cos’o 2 4.cos’a 2
1 1
H=d-| — =
4cos"a 2
Vo B 1 e 1 1 Obliczamy objgto$é bryly.
2 dcosta 2
3, i o ; g 1 1 1
Odpowiedi: Objetos¢ graniastostupa wynosi V =—=d>- =i 5
2 4cosa 2

| ZADANIE 3

=) Podstawg graniastostupa prostego jest tréjkat prostokatny o kacie ostrym a i boku dlugosci a le-
Zacym naprzeciw tego kata. Przekatne scian bocznych wychodzace z wierzcholka drugiego kata
ostrego podstawy tworza réwniez kat a.. Oblicz objetos¢ graniastostupa.

ROZWIAZANIE

Cl
Sporzadzamy pomocniczy rysunek.
A ¢! B
-/ 1
il Obliczamy dhugos¢ boku AB tréjkata w podstawie
o graniastostupa.
a e
A e B
Trojkat zacieniowany jest prostokatny, boki
tgcc:f- A2 AB= A,B), zatem:
AB tgo
1 AC AB a
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3 : ;o !
2 a Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczy¢
AC +AA13:A1C2 AA12= 7 -a’ ZYS Y L : s:g 7!
tgla dhugo$¢ wysokoéci graniastostupa.
AA =a- i -1
tg'a
v 1 441 o Obliczamy objetosé graniastostupa.
=—q ——

- tg4
2 tgla

1-tgta
N

Odpowiedz: Objetosc graniastostupa wynosi V =%a3 =
g'o

OSTROSLUPY

:) W ostrostupie prawidlowym o podstawie kwadratowej krawedZ podstawy ma dlugos¢ a, za$ kat
nachylenia krawedzi bocznej do krawedzi podstawy wychodzacej z tego samego wierzcholka jest
réwny o. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

a
2

Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej tego os-
W tréjkacie BS; W m amy: ;r;s.;lupa, nalezy wyznaczy¢ wysoko$¢ éciany bocz-
tgo= h h=2. tgo

a 2

2
P=a?+4 % ey B % tgo = Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

=a’+a* tga=a’(1+tga)

Odpowied#: Pole catkowite wynosi a*(1+tgo.).

| zavanie 2 I

:> Przekrdj ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszczyzng przechodziycy przez prze-
katng podstawy i wierzcholek jest tréjkatem réwnobocznym o polu S. Oblicz objeto$é ostro-
stupa.

OSTROSLUPY

343

ROZWIAZANIE

Sporzagdzamy pomocniczy rysunek.

Korzystamy ze wzoru na pole tréjkata rownobocz-

S= a3 d=2 S nego i obliczamy dtugos¢ jego boku d.
4 V3
Wysokos¢ ostrostupa jest wysokoécig danego tréj-
o= 3 =53 kata réwnobocznego.

Wyznaczamy pole podstawy.

2
V= 1 P H= 14 JS3 = 28 ﬁ Obliczamy objetos¢ ostrostupa.
3 3 2 3 3
Odpowiedz:V = ? ¥

ZADANIE 3

< Przekatna podstawy ostrostupa prawidiowego czworokatnego ma dlugosé d, zas stosunek diugos-
ci krawedzi bocznej ostrostupa do krawedzi podstawy jest réwny 5 : 1. Oblicz objetosé i pole po-
wierzchni bocznej ostrostupa.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

d Oznaczamy dlugoséé boku podstawy AB literg a.
d=av?2 a= T Diugoé¢ krawedzi bocznej, np. BW, to 5a. Ze wzo-
2 ru na diugo$¢ przekgtnej kwadratu obliczamy a.

Wysokos¢ ostrostupa obliczamy, stosujac twier-
dzenie Pitagorasa w trdjkacie SBW.
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AT L

2 5 Do obliczenia pola powierzchni bocznej bgdziemy
w?=h? (EJ = b d_ L = o8 4 w= il_l-d potrzebowali dlugosdci wysokosci §ciany bocznej w;
2 4 2 4 8 2\/5 obliczamy ja, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
1 1 42 7 VEE w trojkacie SEW.
V=-a’h==.—.= —

3T

aw d 311 2
B, =4 T 2aw=2 ﬁ ' ﬁ d Obliczamy pole powierzchni bocznej ostrostupa.
74> 311

Odpowiedz: Objetosc ostrostupa wynosi ETRL: pole jego powierzchni boczne;j

ZADANIE 4

Obliczamy objetosé ostrostupa.
3

BN
2

d.

2 Bok podstawy prawidlowego ostrostupa czworokatnego ma dtugoéé 10 cm. Kat miedzy écianami

2n
bocznymi ma miare;?- Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktérym
kat <€ BED (miedzy wysoko§ciami BE i DE $cian
bocznych BCW i DCW) jest kytem miedzy $cia-
nami bocznymi.

10 cm B
1

o2 Wysokod¢ $ciany bocznej w obliczamy jako prze-
ciwprostokatng tréjkata prostokgtnego BES,
3 w ktérym znamy kat przy wierzchotku E oraz prze-
ciwlegly przeciwprostokatna (jest nig potowa prze-
w katnej podstawy).

Aby obliczy¢ pole $ciany bocznej, ktdra jest trdj-
E katem réwnoramiennym o podstawie 10 cm, wy-
znaczamy wysokosé v = WF (patrz rysunek obok).

B F 5cm C
Dla obliczenia wysokosci v wykorzystamy podo-

v _WF_BE_w FC-w 5w biefistwo tréjkatéw WFC i BEC.
Vv=—

FC FC EC EC BC EC
Diugoé¢ odcinka EC obliczamy na podstawie

EC*=BC' - BE!= 10> - w? = twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BCE.

1042 10

2
200 100
=100- =100-—=— EC=—
( V3 ] 3003 V3

Obliczamy wysokos¢ v.

BC-v =2.BC-v=2-10- SJE — 100\/2_ Obliczamy pole powierzchni bocznej ostrostupa.

p=4

Odpowied#: Pole powierzchni bocznej ostrostupa wynosi 100v2 cm?,

BRYLY OBROTOWE

345

%) W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym o wysokosci H kazda $ciana boczna tworzy z plaszczyzng

podstawy ostrostupa kat .. Oblicz objetosé i pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

ROZWIAZANIE

Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktorym kat
o jest katem nachylenia $ciany bocznej do pod-
stawy.

Z tréjkata prostokgtnego SS1D obliczymy wyso-
kos$¢ w $ciany bocznej oraz dltugoéé odcinka §;D
bedacego trzecig czeécig wysokosci tréjkata réw-
nobocznego lezacego w podstawie ostrostupa.

a3 2h 6, 6H

2 7% V3 =J§-tga

36HV3 H_H\3

Obliczamy dlugoé¢ boku podstawy, znajac trzecia
czgs¢ wysokosci podstawy.

1 1

= H =2 5

3 4 3 3tg'a 4 tglo
Obliczamy objetoé¢ ostrostupa.

@3 . aw 36H* 3 36H H 1
BB g PR S oy =
4 2 3tg?a 4 f3tgo sina 2

Obliczamy pole powierzchni catkowitej.

V3 _3HNW3 3H3 _

_3H3 L SH 3
tg’e  Stgasino 3 tgfo  tgasino
WV3EY (11 J

= +

tga Ltg_a sino

3
3
Odpowiedz: Objeto$¢ ostrostupa wynosi ?EOT , a pole powierzchni catkowitej

3HA3( 1 1]

tgo Ltga sino

BRYLY OBROTOWE

< W stozek, ktérego tworzgca ma dlugosc 6+/3 cm, a jego kat rozwarcia ma miare 60°, wpisano walec.

Wysokosc¢ walca ma trzykrotnie wigksza dlugos¢ niz jego promien podstawy. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni bocznej walca.

ROZWIAZANIE
Sporzadzamy pomocniczy rysunek, na ktérym

3 przedstawiamy przekrdj osiowy stozka z wpisa-
nym walcem.
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346
singor = S5 L3+ r3 Rozwazamy tréjkat SBC.
CB 63

NN e CR

2 63
9 _36- \3)

3443 2

D =g 273 \[g)z Obliczamy pole powierzchni bocznej walca.

d 2
V o=3mt= 8ln(3— \/5)3 Obliczamy objetoé¢ walca.

Y 8

—~/3)? o 8In(3—+/3)°

Odpowiedi: Pole boczne walca wynosi iﬁ(?’zﬂcm2 , a objetodé n(—s\r)-cnﬁ

2 W stozku kat nachylenia tworzacej do plaszczyzny podstawy ma miare o.. Na stozku opisano kule

Bl zavanie 2 |

o promieniu R. Znajdz objetos¢ i pole powierzchni calkowitej tego stozka.

ROZWIAZANIE
Sporzadzamy pomocniczy rysunek.

nusow.

W tréjkacie ADC mamy:

h=2R-sin’a

coscx:% r=I-cosa

r=2R-sina-cosa

V= % nrth= %n(ZRsina cos ot)2 = % nR?sin? 2asin* o, Obliczamy objetos¢ stozka.
P =nr® +rl = nR*sin? 2a.+ nRsin20 - 2RsinoL =
=nR?sin2a(sin2a + 2sina)

Odpowiedi: V = = nR*sin®2a-sin® o , P, =nR*-sin2a-(sin20+2sina) .
3

Do obliczenia tworzacej stosujemy twierdzenie si-

Obliczamy pole powierzchni calkowitej stozka.

BRYLY OBROTOWE 347

§ zaoanie 3 |

2 Oblicz dtugosé przekroju sfery o promieniu R, oddalonego od srodka sfery o d, gdzie d < R.

ROZWIAZANIE
_ R - promien sfery
d - odlegto$¢ przekroju od $rodka sfery
d R r - promiefi okregu bedacego przekrojem sfery,
O R
=3 =R?
PR _&P Korzystamy z tw. Pitagorasa.
r= / RZ o dz
L=2nr Dhugo$éé okregu.

L=2nR? -2

Odpowiedz: Dtugos¢ okregu bedacego przekrojem sfery o promieniu R wynosi 2nvR? —d? |



RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA
| STATYSTYKA

ELEMENTY KOMBINATORYKI
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Zadania z kombinatoryki mozemy rozwigzywaé bez uzywania wzoréw, jednak w bardziej skompli-
kowanych przypadkach sa one bardzo uzyteczne.

Permutacje
Liczba wszystkich permutacji bez powtérzei zbioru n elementowego jest réwna:
P,=n!
Pojecie n! (en silnia): al=1:2-3-...-(n-2)(n-1)n
Liczba wszystkich permutacji z powtérzeniami zbioru n elementowego jest réwna:
n!

G T S o —
n
nln,loon

Wariacje
Liczba k wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n elementowego jest réwna:
n!
VEie———
" (n-k)

Liczba k wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n elementowego jest rowna:

Wk =n*
Wariacje stosujemy, gdy tworzymy ciagi elementow ze zbioru n elementowego. Stad w wariacjach
wazna jest kolejnos¢ elementow.
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Kombinacje
Liczba k wyrazowych kombinacji zbioru n elementowego jest réwna:

o Wi

W kombinacjach nie jest wazna kolejnosé elementéw. [ kJ - czytamy ,.n po k.

%) Na ile réznych sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu 6 0s6b?

ROZWIAZANIE

Bl S GEE AT D] =
Pe=6!=6-5-4-3-2-1=720 Pierwsza osobge mozna ustawié na 6 sposo-
bdw, druga na 5 itd., czyli jest to permutacja

Odpowiedz: Szesc 0s6b mozna ustawic¢ w szeregu na 720 > E
bez powtdrzen.

sposobow.

__'Z_An‘AN'Ifl_';'ig?

QW urnie jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5. Losujemy kolejno bez zwracania wszystkie
kule i zapisujemy ich numery w kolejnosci losowania. Ile otrzymamy liczb wigkszych od 20000,
ale mniejszych od 40000?

ROZWIAZANIE
2Py=2-41=2-4-3-2-1=48 Liczby muszg sie zaczynac cyfra 2 lub 3, wigc
na pierwszym miejscu mamy 2 mozliwosci.
Na pozostalych 4 miejscach uktad moze by¢é
dowolny, wigc jest to czteroelementowa per-
mutacja bez powtérzen.

Odpowiedz: Otrzymamy 48 liczb.

RERC AT

3 Ile réznych stéw majacych sens lub nie mozemy utworzyc z liter wyrazu MATEMATYKA?

ROZWIAZANIE
n=10 - liczba wszystkich liter
ni =2 - liczba powtorzen litery M
ny =3 - liczba powtérzen litery A
n3 =2 - liczba powtérzen litery T
232 101 1.2-3-4.5-6-7-8-9:10
SO TX YT 1-2:1:2:3:1-2

Gdyby sie one nie powtarzaly, mozna by
utworzyé 10! stéw, ale litery sie powtarzaja,
wigc jest to permutacja z powtérzeniami.

=30-56-90=2700-56=151200

Odpowiedz: Z liter wyrazu MATEMATYKA mozemy utworzy¢ 151200 wyrazdw.



350 RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | STATYSTYKA - POZIOM ROZSZERZONY

S £
ZADANIE 4

oW plebiscycie Przegladu Sportowego na dziesigciu najlepszych sportowcéw zgloszono 17 kandy-
datéw, Wygral Ryszard Szurkowski. Ile istnialo sposobdw przyznania dalszych miejsc, wykluczajgc
mozliwosc¢ zdobycia tego samego miejsca przez wigcej niz jednego zawodnika?

ROZWIAZANIE

16 zawodnikow 1 9 miejsc Tworzymy dziewigcioosobowe ciggi

Vi n! ze zbioru 16 zawodnikdw - jest to waria-
n :(n—k)' cja bez powtorzen.
! 1 1.8.9.10-11-12-13-14-15-
}96= 16! :1_6.:7.8910 11-12-13-14-15 16:4151347200
(16-9) 7! 7!

Odpowiedz: Istnialo 4151347200 sposobéw dalszych miejsc.

ZADANIE 5

< Ze zbioru cyfr losujemy kolejno bez zwracania 4 z nich i zapisujemy powstale liczby czterocyfrowe,
Ile takich liczb mozemy otrzymac?

ROZWIAZANIE
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} - zbior 10 cyfr
! ! 1.7.8-
9 _o9_, 6789
(9-3) " 6! 6!

Na pierwszym miejscu nie moze stac ze-
ro, a na pozostalych miejscach dowolne 3,
z wyjatkiem cyfry stojacej na pierwszym
miejscu.

9-V2 =9. = 63.72=4536

Odpowiedi: Mozemy otrzymac 4536 liczb czterocyfrowych.

‘ZADANIE 6

v Kaidej z dziesieciu 0s6b przyporzadkowujemy:

a) miesiac jej urodzin
b) dzien tygodnia, w ktérym sie urodzita. Ile jest takich przyporzadkowan?

ROZWIAZANIE

Ada) Kazda z 10 oséb mogla si¢ urodzi¢ w do-
Wk = 5F wolnym z 12 miesiecy. Jest to 10 elemen-

" towa wariacja z powtdrzeniami zbioru
Wiy =121 12 elementowego.

Odpowiedi: Jest 12'* przyporzadkowan miesigca urodzin.

Adb) -
Wk = b Jest to 10 elementowa wariacja z powto-
n =1 rzeniami zbioru 7 elementowego.
10 _ ~10
W=7

Odpowiedi: Jest 7' przyporzadkowan dnia tygodnia urodzin.

|

PRAWDOPODOBIENSTWO

|ZADANIE 7

2> ZKlasy, w ktorej jest 17 dziewczynek i 14 chlopcéw, wybieramy trzyosobowa delegacje. Na ile Sposo-
béw mozemy ja wybraé, by w skladzie delegacji: ’

a) byl jeden chiopiec b) byta grupa mieszana ¢) byty dowolne 3 osoby?

ROZWIAZANIE

Ada) Sa to kombinacje.
1 chlopiec i 2 dziewczynki el Wybieramy 1 chtopca z 141 2 dziewczyn-

i ") al kiz17.
" k) k(n=k)
13114 15416117

14) (17 ! [ 141 17!
o R B P ASTTEE . L =14-8-17=1904
1){2) v14-1) 2i17-2)! 131 21150 131 2.15!

Odpowiedz: Delegacje moina wybraé na 1904 sposoby.

Adb)
1 chlopiec i 2 dziewczynki lub 1 dziewczynka i 2 chtopcow Jezeli delegacja ma by¢ mieszana, to w jej
141 skiad musza wchodzi¢ chtopey i dziew-
ClyCh+ClL+Cp, =190+ ——— 17 = czynki - 1d i 2ch lub 2d i 1ch.
21(14-2)!

n
Korzystamy z faktu, ze { Jzn oraz
] 113
:1904+%i7-17:1904+12‘—33f-17= !
2h12! 212! z obliczen w punkcie a).
=1904+13-7-17=1904 +1547 = 3451

Odpowied#: Delegacje mozemy wybraé na 3451 sposobow.

Adc)

17 + 14 =31 3 osoby z 31

_ 311 281-29-30-31

3 31 31!
ci=l" |= = = =29.5.31=14495
3) 3(31-3)! 31281 1-2.3-28!

Odpowiedz: Delegacje moina wybraé na 4495 sposobéw.

PRAWDOPODOBIENSTWO
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Obliczajac prawdopodobienstwo, korzystamy ze znanej klasycznej definicji prawdopodobienstwa
oraz korzystamy ze wzoréw kombinatorycznych.
Mozemy réwniez skorzystac ze wzoru na prawdopodobieristwo warunkowe oraz catkowite.

Prawdopodobienistwo warunkowe
Dany jest zbior zdarzen elementarnych ), zdarzenia A i B, ktore zawieraja si¢ w zbiorze zdarzen
elementarnych oraz P(B) > 0.
Prawdopodobiefistwen warunkowym zajécia zdarzenia A pod warunkiem, Ze zajdzie zdarze-
nie B, nazywamy liczbe:
P(A/B)= il 'e)
P(B)
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Prawdopodobienstwo calkowite
Wz6r na prawdopodobieristwo catkowite stosujemy, gdy mamy doswiadczenie wieloetapowe, w kto-
rym od wynikdw wezesniejszych etapow zalezy nasze dzialanie w kolejnym etapie.

Twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym

Jezeli zdarzenia By, Bs,..., B, s3 parami roztaczone i ich suma obejmuje caly zbidr zdarzen elemen-
tarnych Q oraz prawdopodobienistwa wszystkich tych zdarzen sa wieksze od zera, to dla kazdego
zdarzenia A zawarto go w zbiorze zdarzen elementarnych:

P(A) = P(A/B;) - P(By) + P(A/By) * P(B:) + ... + P(A/B,) - P(B,)

Twierdzenie to najczeéciej duzo prosciej jest ilustrowane za pomoca drzewka.

Bi Ba . ‘- B2
P(A/W(AIBZ/\ P(A/Bn/\
@ OV ® A

o Ze zbioru Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} wybieramy kolejno bez zwracania trzy cyfry i ukladamy z nich,

w kolejnosci losowania, liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze tak wylosowana liczba
jest parzysta.

ROZWIAZANIE
Q) - zbiér wszystkich liczb trzycyfrowych. Kolejno$é losowanych elementéw odgrywa role.

_VI_Vvio
|Q| =¥y =284 Obliczamy moc Q przy pomocy wariacji bez po-
wtorzen, pamietajac o tym, by na pierwszym miej-
scu nie znalazto si¢ zero.

A - zbidr liczb trzycyfrowych parzystych.

|A|:V;' +3 V2 +6:1:3=7-6+3-6-5+18= Obliczamy zdarzenie losowe A.

=42+180+18=240 Obliczamy iloéé elementéw zdarzenia A.

P(A)= 20_%9 Obliczamy prawdopodobienistwo zdarzenia A.
294 49

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest parzysta, wynosi g— ‘

s 5 klasy, w ktorej jest 13 chtopcow i 7 dziewczyn, wybrano trzyosobows delegacje. Jakie jest prawdo-

podobienstwo, ze w jej sktad wejdzie jeden chlopiec i dwie dziewczyny?
ROZWIAZANIE

€ to zbidr wszystkich trzyosobowych delegacji. W opisanym losowaniu kolejnos¢ nie odgrywa
roli.

PRAWDOPODOBIENSTWO
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||=C}, =1140 Obliczamy iloé¢ elementow zbioru Q, stosujac
wzor na liczbe kombinacji.

A to zbidr trzyosobowych delegacji,

w ktorych wystepuje jeden chiopiec Opisujemy zdarzenie losowe A.
i dwie dziewczynki.
| Al =Gk Cr=073 Obliczamy ilo$¢ elementdw zdarzenia A.
273 . gl ;
P(A)= ;1—;6 =(,239 Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo, ze w sktad delegacji wejdzie jeden chiopiec i dwie dziewczyny, wy-

nosi 0,239,

2 Szeéciu pasazeréw wsiada do tramwaju ztozonego z trzech wagonéw. Jakie jest prawdopodobieni-
stwo, Ze wszyscy pasazerowie wsiagda do jednego wagonu?

ROZWIAZANIE

Q to zbior wszystkich szesciowyrazowych ciggow, kto-
rych wyrazami sa wagony.

Opisujemy przestrzen zdarzen elementarnych.

|Q| =WF=3°=729 Obliczamy €, stosujac wzér na liczbe wariacji
’ z powtdrzeniami.

A to zbiér takich szeéciowyrazowych ciagéw, ktorych Opisujemy zdarzenie losowe A i obliczamy iloéé

wyrazy sg identyczne w obrebie danego ciagu. jego elementéw.
Sa trzy takie ciagi.
_ 3 _ 1 Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A.
729 243

1
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze wszyscy pasazerowie wsigda do jednego wagonu, wynosi —

243"
ZADANIE 4

< Kaidy z pieciu pasazeréw windy wybiera losowo jedno z 8 pigter i wysiada na nim. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze kazdy z pasazeréw wysiadzie na innym pietrze?

ROZWIAZANIE
Q to zbidr wszystkich pieciowyrazowych ciagow, kté-
: ; Opisujemy przestrzen zdarzen elementarnych.
rych wyrazami sq pigtra.
|Q| = W; =85 =32768 Obliczamy moc £, stosujac wzor na liczbe wariacji

Z powtorzeniami.

Jest to zbiodr ciggdw, ktorych wszystkie wyrazy sg rd2-  Opisujemy zdarzenie losowe A.
ne w obrebie danego ciagu.

Obliczamy moc zdarzenia A, korzystajac z waria-
|A| =V, =6720 cji bez powtdrzen (wszystkie elementy ciggu mu-

_ 6720 szg by¢ rozne).

P(A) ~0,205

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze kazdy pasazer wysigdzie na innym pigtrze, wynosi 0,205,
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A

ZADANIE 5

< Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie 13 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wirod wylosowa-
nych kart znajdg si¢ trzy damy i dwa asy?
ROZWIAZANIE

) to zbidr wszystkich trzynastoelementowych pod-
zbioréw zbioru wszystkich kart z danej talii.

Opisujemy przestrzen zdarzen elementarnych, Po-
niewaz kolejnoé¢ nie odgrywa roli, tworzymy pod-
zbiory.
=3

Obliczamy Q, stosujac wzér na liczbe kombinacji
A to zbiér podzbioréw zbioru Q, w ktérych znajduja ~ De% Powtérzen.
si¢ trzy damy, dwa asy i dziewied kart, ktére nie s3 asa-
mi i damami.
|A| =C;-Cy-C

Cﬁ 'Ci’ 'C484
Cs

[4}(4][44] a4l 44
P(A): 2)03) 8 _ 2121 31 g[.36522!-3-4.3_!-é. 44! _13!-39!=

52 52! 211.2 311 81361 521
13 131-39!

_3:4-4.441-81'9-10-1112-13-361-37-38-39 _
"~ 2-81-361-441-45.46-47-48-49.50-51.52
 11:12-37-38-39
 46:47-49.50-51-4
_11:37-19-39 301587
23-47-49.50.17 45023650

Opisujemy zdarzenie losowe A.
Obliczamy ilo¢ elementéw zdarzenia A.

P(A)= Obliczamy prawdopodobienistwo zdarzenia A.

Skracamy3 -4 -4z 48,9-1022 45,13z 52.

Skracamy 12 =3 415138z 46.

~0,0067

Odpowiedé: Prawdopodobieristwo, ze wérod 13 kart znajda sig trzy damy i dwa asy, jest bardzo mate
i wynosi 0,0067.

ZADANIE 6

< Wielokat wypuldy ma n wierzcholkéw, z ktérych losujemy jednoczeénie dwa. Ile powinno wynosié
n, aby prawdopodobiesistwo, ze wylosowane wierzcholki utworza przekatna tego wielokata, bylo
réwne 0,97
ROZWIAZANIE

Q to zbidr wszystkich podzbioréw dwuelementowych utworzonych ze zbioru n wierzchofkéw.

{Q|=c,z—[”} T
2] 2(n-2)

_(n-1)-n
T B

21 (n—2)

_(n—z}!-(n—l)-n_

Obliczamy moc Q.

Kolejnoé¢ wyboru elementéw nie odgrywa roli.
Opisujemy ,,omege”.
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Jest to zbiér podzbioréw dwuelementowych, takich, ze
wybrane punkty sg koricami przekatnych wielokata

Opisujemy zdarzenie losowe A.

wypuklego.
'Al_ n-(n—3) Obliczamy | A |.
2
%2—32 - Obliczamy prawdopodobieristwo zdarzenia A.
PlA)=—+~—=—— :
W=D
2

n— i _ % 10n—30 =979 n=21 Ukiadamy réwnanie i obliczamy .
i

Odpowiedz: Dany wielokat musi mieé 21 wierzchotkéw.

ZADANIE 7

:} Ze zbioru liczb {1, 2, ..., 12} losujemy jedng. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby niepa-
rzystej, jezeli wiadomo, Ze otrzymano liczbe pierwsza.

ROZWIAZANIE
|2f =12 A - wylosowanie liczby nieparzystej,
B - wylosowano liczbe pierwsza: {2, 3,5, 7, 11}
AMB - wylosowano liczbe pierwszg nieparzysta:

Jest to prawdopodobienstwo warunkowe.
Okreslamy zdarzenia A, Bi cz¢s¢ wspolna
obu zdarzen.

{3,5,7,11}

|B|=5 |AB|=4
B

pigj=tBl_2  piypnplARBl 4 1
Q] 12 Q] 12 3

.Y
BalB= PB) 5 35 5

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo otrzymania liczby nieparzystej, wiedzac, ze byla to liczba pierwsza,

wynosi 0,8.
ZADANIE 8

‘=) Z pojemnika, w ktérym znajduje sie pie¢ kul bialych i sze$é czarnych, losujemy kolejno dwa razy
po jednej kuli bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania w drugim losowaniu kuli
bialej, jezeli wiadomo, ze w pierwszym losowaniu otrzymali$émy kule czarng.

ROZWIAZANIE

A - otrzymanie w drugim losowaniu kuli biatej
B - otrzymanie w pierwszym losowaniu kuli czarnej
ANMB - otrzymanie w pierwszym losowaniu kuli czarnej i w drugim bialej
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B - wylosowano asa kier
Losujemy asa kier - taka karta jest jedna

|B[ B {1}(51] oraz dowolne 4 z 51.
Tl 4

b oz P(B) = i AMB - wylosowanie dwoch pikow i asa kier Losujemy 2 piki z 13, asa kier oraz 2 do-
I losowanie . 1331 38 wolne karty z pozostatych 38.
P(AnB) == jarE)= 1) 2
4 6 5 5 11
10 10 10 10 S _P(AnB) 3 i 1 . |ANB| 13)(1)( 38 1338
(A/B)=—pE s 27" paypPAoB_ 10l _jansl_\2)ih2) (2)2) 13 sm aan_
b z b ¢z 1Ilosowanie P(B) 18| | B| 1351 51 21110 21360 51
s cdis geres || 1) 4 4
Odpowied#: Prawdopodobieristwo otrzymania w drugim losowaniu kuli bialej, jeéli w pierwszym
11112-13 36!-37-38 2-3-4-47! 6-13-37-19 13-37-19 9139 _

otrzymali$my kule czarng, wynosi 0,5. - s : = = = 00,219
2-111 2-36!  471:48.49.50-51 2-49-50-51 49-50-17 41650

| #ABANIE 9 Odpowied: Prawdopodobienstwo wylosowania dwdch pikéw, gdy wéréd wylosowanych kart jest as
kier, wynosi 0,219,

o Rzucamy dwa razy symetryczng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienistwo otrzymania iloczynu
oczek wigkszego od siedmiu, jesli wiadomo, ze suma otrzymanych oczek jest rowna szesc. Adb) 52
A - otrzymanie dwdch pikéw |Q| =
ROZWIAZANIE
A B — wylosowanie doktadnie dwéch kierdw

Drwukr Om_y Lzt kostkg, ba i_atWiej Jest 13/ 39 Losujemy dwa kiery z 13 1 3 dowolne kar-
przedstawic za pomocy tabelki. ‘ [ - 5 | ty z pozostatych 39.

| S RS L—_k---u—z

’2,1 2223 | (24 26>
€ \125'

l ANB - wylosowanie dwdch pikéw i dwéch kierdw

}, ) | ' A - iloczyn oczek wigkszy od 7
1\ 3 1|3, 2 3, 3ﬁi 34 | '3 5 3 6 B - suma oczek wynosi 6 |A A B‘ _[BJ(IB](%J Losujemy 2 piki z 13, 2 kiery z 13 i jedna

B

f—-\—- — S . ANB - suma oczek wynosi 6 i iloczyn jest 2021 dowolng karte z pozostatych 26.
4 i42§43 44| |45 | 46 wigkszy od 7

—1— . Q=36 |Bl=5 |AnBl=3 1331326 13326

| 5 1‘652 53 54 | 55 56 = 1Bl 4| [anE]

; '»- e - P(AﬁB) 3 36 3 (A/B) P{AHB) Q] _|AnB[_\ZA2) 1) \ZA! ~£.26.M—
| 6|61 6263 64| 165 66 = & | PB) 1Bl |B| 13)(39 39) auit 39!
S . Q] 2 )\ 3 3

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo otrzymania iloczynu oczek wiekszego od siedmiu, jesli suma oczek
111-12-13-26 2:3-36! 6-13-26:3 6-26 156

wynosi szesc, to 0,6. = - = = =——=0,222
2-11 36-37-38-39 37.19:39  37-19 703

ZADA NI£107 Odpowiedz: Prawdopodobieristwo wyciggniecia dwdch pikéw, gdy wiadomo, ze wylosowano dwa kie-
ry, wynosi 0,222,
:}Z talii pigcdziesieciodwukartowej losujemy pie¢ kart. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania
dwéch pikéw, jesli wiadomo, ze wéréd wylosowanych kart: e 1
a) jest as kier b) s3 doldadnie dwa kiery = Dane sa dwa pojemniki. W pierwszym sg cztery kule biale i trzy czarne, w drugim trzy biale i pie¢
czarnych. Rzucamy kostka do gry. Jezeli wyrzucimy jeden, to losujemy dwie kule z pierwszego po-
BORMIAZANIE jemnika, a w przeciwnym przypadku dwie kule z drugiego pojemnika. Oblicz prawdopodobien-
Ada) stwo, ze w rzucie kostka otrzymano jedno oczko, jezeli otrzymano kule réznych koloréw.

A - otrzymanie dwoch pikéw Jest to prawdopodobienstwo warunkowe.

€2 — wylosowanie dowolnych pieciu kart ROZWIAZANIE
|Q| (SZJ A - otrzymano jedno oczko w rzucie kostka

Lostemys Rarta B - otrzymano kule réznych koloréw
AMB - otrzymano jedno oczko na kostce i kule réznych koloréw
P(B)=2 P(ANB) =?

i} L
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1 5 Aby obliczyé potrzebne prawdopodo-
% & bienstwo, rysujemy drzewko - jest to
prawdopodobienstwo catkowite.
] N Rzucamy kostka
3 ] - jedno oczko
= = i E N - inna liczba
7 8 8
b cz
3 s 2 2
6 6
b cz b cz
1 4 3 13 4— 235 5853 1 I 25 25 2 25 2 25
P(B)=—-=->+=-.—4=.2.2 +o.z —t— e s
676 67 6 687 6 87 2121 112 112 21 56 3.7 78
28,253 16 75 91 g 143,134 3
:7:8 7:8:3 168 168 168 676 676 21
( ) Ar‘\B) 2 168 2 56 E
TP@B) 21 91 791 91

Odpowiedi: Prawdopodobienistwo, ze w rzucie kostka otrzymamy jedno oczko, gdy wiemy, ze otrzyma-

< Stacja benzynowa obstuguje samochody osobowe i dostawcze. Stosunek liczby samochodow osobo-
wych do dostawczych pobierajacych paliwo wynosi 7:3. Etyline tankuje 80% samochodéw osobo-
wych i 10% dostawczych. Pozostale tankujg olej napgdowy. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze podje-
chal samochod dostawczy, jezeli wiadomo, ze tankowal etyline.

lismy kule réznokolorowe, wynosi £ .

ROZWIAZANIE

Aby obliczy¢ P(B) i P(AnB), rysujemy
drzewko - jest to prawdopodobienstwo

A - podjechal samochdd dostawczy
B - samochéd tankowal etyling P(B) =

ANB - samochod dostawczy tankowal etyling P(ANB) =7 callawite.
7 3
10 10 Jezeli stosunek samochodéw osobowych
do dostawczych wynosi 7:3, to prawdo-
podobienstwo, ze podjechal osobowy,
3
Os D wynosi Z, , a dostawczy — .
10 10
80 20 10 0 Zamieniamy procenty na utamki.
100 100 100 100
E Ol E ol
78 31 5 3 59 31 3
)= = =0,59 P(ANB)=—-—=——=0,03
10 10 10 10 100 100 100 10 10 100
P( Al B) - P(AnB ) 0,03_3 Obliczamy prawdopodobienstwo warun-
P(B) 0 59 59 kowe,

Odpowiedi: Prawdopodobieristwo, ze podjechat samochod dostawczy, jesli wiadomo, ze tankowat ety-

ling, wynosi 3 :
59

v
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ZADANIE 13

:}Ws'réd dziesieciu monet dwie maja orly po obu stronach, a pozostale s3 prawidlowe. Losowo wy-
brang moneta rzucamy dziesie¢ razy. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze wylosowano monete prawid-
towa, jezeli w wyniku doéwiadczenia otrzymano dziesieé razy orla.

ROZWIAZANIE
A - wylosowano monete prawidlowa
B - otrzymano dziesigc¢ razy orla P(B)=?
AMB - otrzymano 10 razy orla i wylosowano monetg prawidtowg P(AnB) =7

8 2 Gdy rzucamy zwykla moneta 10 razy, to
E 10 prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy or-
1
ta, wynosi ,bo2!"=1024.
P N P 1024
Jezeli moneta ma po obu stronach orfa,
1 1023 prawdopodobienistwo jest réwne 1.
1024 1024 1
0] N O
8 1 2 1 1 1 256 257
B il b i S0 B
10 1024 10 1280 5 1280 1280 1280
8§ 1 1 P(AnB 1 1280 1
P(ANB)=— ——=—— P(A.’B)z(—rf)z—-A —
10 1024 1280 P(B) 1280 257 257

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze wylosowano monete prawidlows, jezeli otrzymano w dziesieciu

—— . 4
rzutach dziesiec¢ razy orla, wynosi pre ]



RACHUNEK ROZNICZKOWY

GRANICA FUNKCJI

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Jezeli obliczamy granice funkcji fw punkcie x,, a funkcja jest wielomianem, to granica ta jest réwna
wartosci funkeji w tym punkcie:

lim £(x)=f(x,)

Jezeli funkcja fjest wymierna, to najlepiej rozpoczac¢ od okreslenia dziedziny funkcji. Jesli obliczamy
granice w punkcie x, nalezgcym do dziedziny, to granica ta réwniez jest rowna wartoéci funkeji
w tym punkeie. Jesli po podstawieniu w miejsce x wartosci X, otrzymamy symbol nieoznaczony

[—g—] , to utamek mozemy przeksztalcic, skrocié i obliczy¢ granicg. Jest to warto$c Xo, ktora nie nalezy
{ liczba

do dziedziny. W tym przypadku mozemy réwniez otrzymac symbol } i wtedy obliczamy

granice jednostronne. Gdy x zbliza si¢ do x, liczbami mniejszymi od X,, to jest to granica lewo-

liczba

stronna, a jeéli liczbami wigkszymi, to prawostronna. W przypadku symbolu { ] granica jest

zawsze o lub -, S3 to granice niewlasciwe.

Jezeli lim f(0)=g oraz lim h(x)=p, to granica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu
.’(-*)XD x—bzo
tych funkcji jest rowna odpowiednio sumie, réznicy, iloczynowi i ilorazowi granic:

lim (f(x)+h(x)=g+p  lim(f(x)-h(x))=g-p

X-rXg

lim (f(x)-h(x)=g-p  ImIZ-£ .0

x-r%g x-+x5 h(x) P

GRANICA FUNKCJI
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Granice, gdy x dazy do ® lub —o, obliczamy podobnie jak granice ciagu. W funkcji wielomianowej
wylaczamy najwyzsza potege x przed nawias, a w funkcji wymiernej w liczniku i mianowniku naj-

wyisza potege x z mianownika.
ZADANIE 1

2
- 4
a) lim 3x° b) lim i

< Oblicz granice: -
xSl Cao0x 4+ 6x+2

ROZWIAZANIE

Ada) lim 3x* =3-(-1)*=-3 Sg to przyktady, w ktérych granica funk-
x—>-1 cji w punkcie jest réwna wartosci funkeji

x*—5x+4 0°-5-0+4 4 w tym punkcie:
Adb)lim _ _1, rmnkes
S0P +6x+2 0P+6:0+2 2 lim f(x)=f(x,)

xt-2x+1

3 _3x-2
3 Oblicz granice: a)lim———— b) lim o el
P s | x2x% +x—10

ROZWIAZANIE

2 #-1 0

=1 x“ -1

2 _ 2_n,
Azl 2x+1{1 21+1}=[9]

D:x-1%0 Otrzymali$my symbol nieoznaczony, co
(x+D(x-1)20 oznacza, ze funkcje mozna przeksztatcié.
Okreslamy dziedzine funkeji.
x# -1 x#1 D=R\{-1,1} ¢
-1y . -1 1-1 0
(=12 x-1_1-1_0_,

m-—-=x-liim—=
=1(x+1)(x—1) =ix+l 1+1 2

I _ae T
P e W e (L
xs2xt+x-10 | 2°4+2-10

D:+x-10%#0 x#2

X425 Okreslamy dziedzing. Trzeba rozlozyé
(x 3‘*’ x-10): (x-2) wielomian na czynniki, wiemy, ze miej-
-0 +2x° scem zerowym jest 2.
26 +x-10
- 2%+ 4x
5x - 10
-5x+10

X4+ 2x+5#0 A=4-4-1-5=4-20=-16

To wyrazenie jest zawsze dodatnie.

D=R\{2}

©4+x-10=(x-2)(x*+2x+5)

X-3x-2=x-x-2x-2=x(F-1)-2(x+1)=

=x(x+Dx-D-2x+1)=x+1[xx-1)-2]=

=(x+1)(F-x-2) A=(-1%-4:1-(-2)=1+8=9

JA =3 x1:5=—1 xzzﬁ:i=2
2 2 2 Licznik ulamka zostat roztozony na czyn-

P-3x-2=(x+1x+1Dx-2) niki.

Postaé iloczynowa mianownika.

Rozktadamy na czynniki licznik.
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ZADANIE 5§
- (x+1)(x+1)(x~2) N €20V 25V
12 (x—Z)(xz +2x+5) xs2x?42x+5 22+2.2+45 13 < Oblicz granice:
: . 3x*+8x . 9x-1 . 2x%+5
Odpowied#: Granica funkecji w punkcie 2 wynosi % . a) xlf,rf’w(_Sxa + A_lx +#11) b) xlfﬂa 5y 43 9 ilﬂ “3x2 41 d) xl—J;er 3x3 -2
ZADANIE 3 ROZWIAZANIE
x 3 axt-52 Ada) !
. - . X - Ulamki — , gdy x dazy do o lub —c, za-
<) Oblicz granice:  a) &12}—1_1’ b) 351—12__x3+8 i (—5x3+4x+11)= pr D Bas U
wo wsze dgza do zera.
- ROTWIRIRRLE = lim x3(—5+i2+%J= lim (~5x* ) =0
4 Jezeli otrzymujemy symbol nieoznaczony A S e
, 1 i : e
[mg;f_ et {l} llcgﬂ , to obliczamy granice jednostronne. Adb) Wylaczamy przed nawias najwyzsza pote-
—x 1-1 [0 3x*+8x .. x(3x+8) .. 3x+8 g¢ x z mianownika.
im = lim = lim =
D = {(-e0; 1) U (1, 0)} e 5x43 w0 3) e 5
) ” 1 _ % 1 Gdy x zbliza sig¢ do jedynki z lewej strony, to % b ”
lim —= — |=® —=—|—® jest zawsze mniejsze od 1, czyli 1 - x jest do-
s 1-x [0 stl=x |0 " p [3 +8] i ol 343 )=t [ 3
o im | —x+— |[= lim x| =+— |= lim | =x |=—w
datnie i T dazy do . il 5 5) xaws |5 Bx) xeel5 .
Gdy x zbliza si¢ do jedynki z prawej strony; gra-
Adb) nic jest 0. S3 to granice niewlasciwe. Adc) 5 Ad d) i
5. b 3oy
L X +4x?-52 | (<2 +4-(-2)*-52 -8+16-52 —44 . 9x-1 x [x xZJ 0 . 25%+5 * (2+x3] 2
lim 3 = 3 . = lim =lim =—=0 llm = lim =—
=2 x'+8 (-2 +8 -8+8 0 w352 41 xoo 1 -3 - 3x? -2 aoew 2 3
X% -3+ = x| 3— =
D = {(-o0; ~1) W (-1, +a0)} x X
X +4x’-52 [-—44 . X +4x’-52 [ -44
lim —34-8—: r= =00 lim 378= o =—00
x—-2" X x——2% X"+
’ POCHODNA FUNKCJI
m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE
ZADANIE 4
Iloraz réznicowy
< Oblicz granice funkcji w podanym punkcie x,: Gdy funkcja fjest okreslona w przedziale (a i b), do ktdrego nalezy x i x,, gdzie x # x, to h=x - x,
3x+7 dlax<1 3x? —4x-8 dlax<0 nazywamy przyrostem argumentu funkcji f, a flx) - fixo) = fla, + ) - flx,) przyrostem wartoéci
a) flx)q_, %=1 b) f(x)= 4 *%=0 funkcji f.
5x°+2x+3 dlax>1 567 +8x—1 dlax>0
x,+h)—f(x
Ada) Iloraz wﬁl nazywamy ilorazem réznicowym o przyroscie h funkeji f w punkcie x..
lim (3x+7)=3-1+7=10 lim (53:2 +2x+ 3) =5+2+3=10 Czesto stosuje sie réwniez oznaczenia: Af = f{xo + Ax) - fix,), gdzie Ax = x - x,
x—=1" x—1
Odpowiedz: W punkcie x, = 1 granica lewostronna jest taka sama jak prawostronna, wiec granica funk- — Fﬁflicja P f)ch.odnej fu’nkcji ik punkc.ie sy WS 7
cji wynosi 10. Jezeli funkcja fjest okreslona w przedziale (a1 b) i x. € (a; b) oraz istnieje skoficzona granica ilorazu
+h)-
Adb) réznicowego I—B—“}}A , gdy h — przyrost zmiennej x dazy do zera, to granice te nazywamy
lim (3x%—4x-8)=-8
xlo‘( * ) ochodna funkgji fw punkcie X,, co zapisujemy symbolicznie:
lim (5x° +8x—1)=—~1 +h)-
x—>0+( ) f,(xo)=limmf(x° ) f(xo)
h—30 h
Odpowiedz: Nie istnieje granica funkcji w punkcie x, = 0, funkcja posiada tylko granice jednostronne.
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Jezeli funkcja ma pochodng w X., to méwimy, ze jest rézniczkowalna w punkcie x,, a jezeli ma po-
chodng w kazdym punkcie przedzialu (a; b), to jest rézniczkowalna w przedziale (a; b). Jezeli funk-
cja fma pochodng w kazdym punkcie x,  (a; b), to funkcje g, ktéra kazdemu elementowi x € (a; b)
przyporzadkowuje pochodna funkeji f nazywamy pochodna funkji f, co zapisujemy g(x) = f'(x).
Pochodna funkcji fw punkcie x, jest liczba, a okreslona w kazdym punkcie nalezacym do dziedziny
jest funkeja.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xo, to styczng do wykresu funkcji f w punkcie

A = (%o, f{25)) nazywamy prosta przechodzacy przez punkt A, ktérej wspdtczynnik kierunkowy jest
rowny f'{x,).

Yi
k - prosta styczna

A - punkt stycznosci
o — kat nachylenia prostej do osi x

fix)

=
<V

W._interpretacji geometrycznej pochodna funkeji f w punkcie X, jest rowna tangensowi kata c,
jaki tworzy z osig x styczna do wykresu funkeji fw punkeie (xo; fxo)).
tgo = f" (%)

Interpretacja fizyczna pochodnej funkcji
Predko$¢ v(t,) w chwili , jest pochodna drogi wzgledem czasu.

As
b= T $rednia predkosc¢ to stosunek przyrostu drogi do przyrostu czasu

% s(tU +At)fs{to)

§r

At
t,+AL)—s(t
Rl

v(t,) = s' ()
Przyspieszenie w chwili jest pochodna predkoéci wzgledem czasu.
t+AL)—v(t v(t, +At)—v(t :
P IR e e e D
At At At—o At
dv

u(ta)=v'(tn)=z

POCHODNA FUNKCJI
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Natezenie pradu elektrycznego jest pochodna przeplywajacego tadunku elektrycznego przez prze-
kréj przewodnika wzgledem czasu.

i:~A—q - natgzenie pradu elektrycznego to stosunek przeplywajacego tadunku elektrycznego

do czasu przepltywu tego tadunku.
i(t,)= alt, +At)—qlt,) (64}t a(t, +At)-q(t,) _
At At—0 At
: ; dq
. = fo)=—
i(t,) =4 (to) 5

q't,)

Pochodne niektérych funkcji

Gdy flx) =c, tof'(x) =0 - pochodna stalej wynosi 0 :

Gdy flx) =x% x>0, a € R, tof'(x) = 0x*"", w szczegdlnosci gdy f(x)= Jx, to f'(x)= —\/_ :
2Nx

Twierdzenia o sumie, réZnicy, iloczynie i ilorazie pochodnej

Jezeli funkgje f, g i cf, gdzie ¢ € R sa rdzniczkowalne, to:

() =¢f
f+g) =f +g Staly ¢ wylaczamy przed pochodng. Pochodna sumy
(f-2) =f -g oraz rdznicy jest rowna odpowiednio sumie lub réz-
G ' nicy pochodnych.
() =fe+f2 Wzér na pochodng iloczynu.
g r '
[i) = i‘g——z‘—fg— Wzér na pochodng ilorazu.
g £

'ZADANIE 1.

:) Korzystajac z definicji ilorazu réznicowego, oblicz pochodng funkcji fw punkcie x,, gdy:

b) f(x)=—s %=2

ROZWIAZANIE

a) flx) =-22+3; xo=-1

Ad a)
B f
f'(xo):}gr;‘-——-——f(x“+2 f(x°), f(x):—2x2+3, x,=-1
| o Podstawiamy do wzoru w miejsce x wyra-
f(—l):Lin[]J ( 1+hh) i 1): zenie -1 +h oraz 1-1.
—
[72(—1+h)2+3 —[— x(—1)2+3} [72(h2—2h+1)+3]71 R adh-243-1
=lim =lim =lim =
b0 h h—0 h h—0 h
_— 2 s
= o MO 2h+4)=lim(—2h+4)=—2'0+4=4
h—0 h h—0 h h—o0

Odpowiedz: Pochodna funkeji w punkcie x, = —1 wynosi 4.
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P £
Adb)
' 5 f(x +h)"-f(x) 5
=limZate T T M/ , =
f(xa) s P " f(x)_ngf x,=2
5 5
; _ f2+h)-f@2 2(2+0)-3 2-2-
f(2)=hmf( PO Mo0)3 228 o 5 AL
b0 h 0 h h>0\ 4+2h-3 4-3/) h
(5 . —10h-
=hm( —SJ-1=Iim 5 5(@h+1)) 1 (5-5(2h+1) 1) (5-10h-5 1)_
o\ 2k +1 B hs0{2h+1  2h+1 ) h k0 2+l k) kool 2R+l h
g =lim—10F _, 10 _ -10 210 10

=lim = = =
ks02RY + ko0 h(2h+1) }E{ézhﬂ 2:0+1 1

Odpowiedz: Pochodna funkeji w punkcie x, = 2 wynosi -10.

< Oblicz pochodng funkgji:
a) f(x)=3t 4 b) f(x)=-3 42 -x+5 O flx) = (1 - )25 - 1)
3x-8 2x% +5x 3x +2x
i _ B o O AR
) fla)= | fles s 0 f(5)=agis

ROZWIAZANIE
Polniewai pochodna funkcji jest réwniez funkcja, wigc przed obliczeniem pochodnej okreslamy dzie-
dzing funkeji, a po obliczeniu pochodnej dziedzing pochodnej.

Ada)

)= 4 Bifiec)

Mozna skorzysta¢ z pochodnej iloczynu,
ale latwiej doprowadzi¢ funkcje do naj-

4 05 24 15 2425 49 ; c ‘
R T o prostszej postaci i skorzystaé ze wzoru
f(x) Ly r x30 330 = x30 30 f(x)—xw na pochodng potegi.
49 49 19 Dziedzina pochodnej i dziedzina funkcji
' = 49 —a1 pes P ] ]
f(x): x30 | =27 430 :Exso sg takie same.
30 30
) 499"
f (-’C) = 30 - pochodna funkeji
D'=D
Adb Przy sprawnym obliczaniu pochodnej
) A i Ve . ;
uza cze$é obliczen mozna wykonaé
w pamieci.

2
= 5 —_— 3 . -_—
f(x) e 3 & xS D=R Dobrze jest zapamietad, ze (x) = L.

" - 2 ' N 2 i r r ! 2
f(x)*(—3x5+§x3—x+5] =(-3x°) +[gx3] —(x) +(5) =-3(=°) +§(x3)71:
=-3.5x71 —i—g SxHl g

3

frx)=-15x"+2x*-1
D=D’

- pochodna funkeji
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Adc) Mozna obliczy¢ pochodng, wykorzystu-
fx)=(1- 22 - 1) D=R jac wzér na pochodna iloczynu.

Isposéb: (pochodna iloczynu)

f@=0--CF-D+1--2-1)'=[1) -(H])- -1+ (1-2)-[2x) -(1)]=
= 2x (22 - 1)+ (1 - £ - 657 = — 4x* + 2x + 6x% - 6x*

F(x)=-10x* + 6" + 2x - pochodna funkgji

D'=D

Iisposéb: (przeksstatcanie fnkji) Wryrazenie 2x* + 9 jest zawsze dodatnie.

f)=(1-D2P-1)=2x"-1-2x + % postaci.

fo)y=-2+2° +x -1

i) =(-28+28 +7-1) = (-2 + (22) + (&) - (1) == 2()" + 2(x") +2x=-2-5x" + 2"
3 + 2x

Fx)=-102" + 6 + 2x - pochodna funkji
D=D’
Add)
3x-8
= D=R
f(x) 2x%+9
£(x) (3x78)’ (2"2 ¥ 9)—(3’“ —~8)(2x* +9)' Stosujemy wzér na pochodng ilorazu
x}= = ! 1 ]
(2> +9)° { A J wifp-1
2
73(2x2+9)*(3x-8)'4x _ 6x?+27-12x7 +32x & &
- (2% +9)? T @2 +9)
—6x% +32x +27 .
(x)=——r——F— — pochodna funkcji
)=y B !
D =D
Ade)
2x% +5%
f(x) - 3x% —6
D:
3E-6#0 /3 A-2%#0 xz—2 x#\2 D=R—{-V2,42}
o (2x2+5x) (327 6) (262 +5x) a7 —6) (4x+5)(3x7 =6) - (24" +5x)-6x
f (x) = (3x2 76)2 = (32 —6)°
122 —24x-12x°-30x _ —30x" —24x _3(-10x’-8x) _—10x’ —8x
(3x% -6)? [3(x* - z)}z o> -2  3(x*-2)
~10x* -8x .
(x)=—F- -~ pochodna funkgji
f ( ) 3{3&72 72)2 P
D=D'
Adf)

3x° +2x
X)=———
f( ) x*+8x+5
D:xX*+8x+5%0

Y -8-2V11 _ 2(-4-+11) =—4-+11

! 2 2

VA =114 =\a11=2J11

A=8-4-1-5=64-20=44

X, =—4+\/1_i
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SR

D=R~{-4-11,~4+11}

(32 +2x)’ (% +8x+5)—(3x3 +2x)(x2 +8x+5)

!

fx)= (x* +8x +5)
(9x2 +2)(Jc2 —i—8x+5)—(3x3 +2x)(2x +8)  9x?472x +45x7 —6x* —24x° —4x* —16x
N (x? +8x +5) B (x2+8x+5)°
3x* +48x7 +41x% —16x
(%)= - pochodna funkgji
f( ) (x? +8x+5) P )
D'=D

<’ Oblicz miare kata, jaki tworzy styczna do wykresu funkcji fz osia x w punkcie o odcietej xo, gdy:
6
A flx)=-x"+1, xo=-2 b) f(x):;, x,=-3.

ROZWIAZANIE

f)=-x+1, x=-2 tgow = f'(xo) D=R
fx)=-2x

tga=f'(x) =-2x,=-2-(-2)=4

|
i Ada)
tga = 4,0000 o =~ 76°

Odpowiedi: Kat nachylenia stycznej ma miare 76°.

Adb) Mozna skorzystaé réwniez z pochodnej
6 potegi lub zapamigtac wzor:
x)== X% =3 tg—=f'(x D=R-{0} '
=2 = g-=f'(x,) gl
G

ft(x)z (6)!,7(—6'(3()’ - -6

x* P

" -6 -6 -6 2
tgcc:f(xo):F: =—=——

Kat o jest katem rozwartym, czyli nale-
3 (73)2 9 3 gL o jes k"‘i t}’ Y

zy do drugiej ¢wiartki uktadu wspolrzed-
nych.

| tgo = —% =—0,6667 tgo & - tg34°

o= - 34° + knt keC Funkeja tangens ma okres réwny 180°.

o =180°- 34° o =146"

tgo = tg (- 34°)
oa=-34°+k-180°

; il Odpowiedz: Kat nachylenia stycznej wynosi 146°.

| | ZADANIE 4

: {1' :) Znajdz réwnanie stycznej do wykresu w funkcji fw punkcie o odcigtej x,, gdy:

W a)flx)=-3x2+4x-1, x,=2 b) f(x):ﬁ, X, =3

ROZWIAZANIE

| Ad a)
I y=ax+b - réwnanie stycznej
‘5 a=tgo=f(x) flx)=-3F+4x-1, =2 D=R
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P = (%, f{x0)) — punkt stycznosci

fio) = 3% +4x, -1  f2)=-3-22+4-2-1=-3-4+8-1=-12+7=-5
Flx)=(-32+4x-1) =-6x+4

[(x)=-6x+4 D'=D

a=f(x)=f(2)=-6"2+4=-12+4=-8

a=-8, P=(2,-5)

P=(2,-5)

ax+b=y
-8-2+b=-5
b=-5+16=11
y=-8x+11

Odpowiedz: Styczna do wykresu funkcji ma wzér y = -8x + 11.

ZADANIE 5

=) Majac dane réwnanie, kiére opisuje ruch ciala - droge w zaleinosci od czasu, oblicz predkoéé po-
czatkows, przyspieszenie oraz predkoséé po 5 sekundach.

a) s(t) = 10t + 2£2 b) s(t) = 10 + 2t - 0,58

Wyniki podaj w jednostkach SL

ROZWIAZANIE

Ad a)

s(t) = 10 + 27

v(t) =s'(£) =10 + 4t

Vo — predkos¢ poczatkowa dla t = 0
v(0)=10+4-0=10m/s

Korzystamy z fizycznej interpretacji pochodnej, ktéra umozliwia
rozwigzanie zadania bez znajomosci wzoréw fizycznych.
Predkosc jest pochodng drogi, a przyspieszenie jest pochodna

() =10 + 4t predkosci.

a=v'()=(10+4t)" =4 Jest to ruch jednostajnie przyspieszony, wiec przyspieszenie jest
a=4m/s stale.

t=55% Aby obliczy¢ warto$¢ predkosci po 5 sekundach, wystarczy ob-

v5)=10+4-5=30m/s liczy¢ v(5).

Odpowiedz: Predkos¢ poczatkowa ciata wynosi 10 m/s, po 5 sekundach wzroénie ona do 30 m/s,
a przyspieszenie jest stale i wynosi 4 m/s*.

Adb) Jest to ruch jednostajnie opéZniony, co oznacza, 7e predkosé cia-
s(£) =10 + 2 - 0,5¢ la jest coraz mniejsza, az osiggnie warto$¢ zero, czyli ciato sig
zatrzyma.

r ! 1
V(t) =3 (t) - (10 +2t _O’Stz) =2- 5 2t To cialo zatrzyma sig juz po 2 selkundach.

wt)=2-t Jest to predkos¢ poczatkowa. Jezeli cialo zatrzyma sig po 2 se-
v=0wigc 2-t20it=0 kundach, to obliczenie predkosci po 5 sekundach jest niemoz-
t<2itz=0 liwe.
te{0;2)
dlat=0 W ruchu jednostajnie opdZnionym przyspieszenie jest ujemne.
v(0)=2-0=2m/s
t=5s
v(t)=2-t

a=v'(=02-1"=-1m/s®

Odpowiedz: Predkodc poczatkowa ciata wynosi 2 m/s, ciato zatrzyma si¢ po 2 sekundach, a przyspie-
szenie w ruchu jednostajnie opéznionym jest ujemne i wynosi —1 m/s?,
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m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

Jezeli pochodna funkcji jest dodatnia, to funkcja jest rosnaca, a gdy ujemna, to malejaca.

Gdy f (x,) = 0, to w punkcie x, funkcja moze posiadac ekstremum — minimum lub maksimum. Waru-
nek f'(x,) = 0 jest warunkiem koniecznym istnienia ekstremum, ale nie jest to warunek wystarczajacy.
Warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum jest zmiana znaku pochodnej w otoczeniu jej
miejsca zerowego. Funkcja moze posiada¢ kilka ekstremum - 53 to ekstrema lokalne. Okreslajgc
monotonicznoéé funkeji i wyznaczajac ekstrema, najtatwiej wykonac szkic wykresu pochodnej

funkgji oraz tabelke zmiennosci funkcji.

=) Wykat, ze funkcja flx) = -5x° - 3x + 15, gdzie D = R jest malejaca.

ROZWIAZANIE

flx) = -5 - 3x + 15

f)=-5-38%-3 *
flx)=-152-3 - B B

Odpowiedz: Pochodna funkeji jest zawsze ujemna, wige funkcja w catym zhiorze liczb rzeczywistych

jest malejaca.

“ Wykat, ze funkcja f(x) = 6x° - 15x* + 10x° - 17 jest rosngca w calej dziedzinie.

ROZWIAZANIE

fix) =62 - 155" + 107 - 17 D=R Pochodna funkcji jest wielomianem
fx)=6-5x"~15- 42 + 10 - 3 o dwdch podwéjnych miejscach zero-
F(x) =30x* - 60x° + 302 wych. W otoczeniu miejsc zerowych nie
i) =302 (o - 2x + 1) zmienia sig znak pochodnej, wigc nie
fix) =30 2 (x — 1) zmienia si¢ monotonicznos¢ funkeji.
x=0 x=1
+ + +
0 1 x

Odpowiedz: Funkcja jest rosnaca w catej dziedzinie.

| zaoanie 3 I

=) Wyznacz przedzialy, w ktérych funkcja jest rosnaca.
a) flx) = -x* + 10x% - 25x + 13, b) f(x)=

5x

1-x°
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SIS

ROZWIAZANIE

Ada)
fix) = —x* + 102" - 25x + 13 D=R
F(x)=-3x" +20x - 25
A =20 - 4-(=3) - (~25) = 400 - 300 = 100 JA =10
—20-10 -30 —20+10 -10 10 2
X, = ey X, = _—— =]
2.(-3) -6 2.(-3) -6 6 3

+
- /1% 5\" %
3

2
Odpowied#: Funkcja jest rosnaca dla x € (15;5) .
Adb)

a
3
1

f'(x)>0 gdyx e %;SJ

5x Korzystamy ze wzoru na pochodng ilo-
f(x): ) D=R\{-1;1} razu.

l—%

- (Sx)' -(l—xz)—5x~(1—x2)'

f' ( x) 5 Licznik 1 mianownik tego ulamka jest
(1 _ xz) zawsze dodatni, wigc pochodna jest do-
datnia i funkcja rosnaca w calej swej dzie-
, 5(17x2)~5xv(—2x} 5-5x +10x2 dzinie.
f (x) = 242 = 232
(1-x%) (1-x%)

, 5x*+5 5
f(x)=(l_7)2>0 D'=D

F(x) >0, gdy x € {{-o0; -1) W (-1, 1) W (15 0)}
Odpowiedz: Funkcja fjest rosngca dla x € {(-o0, 1) w (-1, 1) W (1;00)}.

ZADANIE 4

<) Wyznacz maksymalne przedzialy, w ktérych funkcja f jest malejaca:

2
a) flx) = 3x* + 8x° - 24’ - 96x + 17, b) f(x):i‘th‘:l
T

ROZWIAZANIE

Ada) Aby znaleZ¢ miejsca zerowe, trzeba rozio-
flx) =3¢t + 8x% - 2457 - 96x + 17 zy¢ wielomian na czynniki.

fx)=3 4 +8.3x>-24-2x - 96

Fx) =122 + 24x* - 48x - 96

Flx)y=12x" (x +2) - 48 (x +2)

F(x) = (x + 2)(12x* - 48)

F) =12 (x+2)(x* - 4) =12 (x + 2)(x + 2)(x - 2)

F0) =12 (x+2)%x-2)

x=-2 x=2

~ AN AR x (%) <0, gdy x € (—o0; -2)

Odpowied#: Funkcja jest malejaca dla x € (-o0; 2).
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Vi
Adb)
xt+2x+1
= D=R\{-2,2

fx)==—=, {-2,2}

o (raan) (2 -a) (2 r2x1) - ey (2x42)(x—4) - (P 42w+ D20
f(x)= (x? —4) = (2 —4) -
2% —8x+2x —8-2x" —4x” -2x

Mianownik utamka jest zawsze dodatni,
wiec znak pochodnej zalezy tylko od zna-
ku licznika. Obliczamy miejsce zerowe

(x> —4)

, —2x*-10x -8 .
f (x) = (% —4)? D'=D licznika i szkicujemy jego wykres.
A= (=102 -4-(-2) (-8)=100-64=36 JA=6
10-6 4 10+6 16
xI:——:—z—l X, = =—=—4
2:(=2) ~4 wlly =l
\/w T N,
I s T il
-4 -2 -1 2 =

Fi(x) <0, dlax e {(~0,-4) U (-1,2) U (2, +w0)}

Odpowiedz: Funkcja jest malejaca dla x € {(-o0; —-4) U (-1;2) U (25 +o0)}.

il zroanie s |

5x7
2 Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f (x) = G
ROZWIAZANIE

5x*

f(x):(x+5)2 D=R-{-5}

(5x2) (x+5) ~571(x+5)'T_ 10x(x" +10x+25) =55 (" + 10x+25)

’

' x)=
1) (x+5)* (x+5)*
10x° +100x7 +250x — 5x*(2x+10) _ 10x’ +100x +250x —10x° ~50x> _ 50x* +250x
- (x+5)* - (x+5)* (x+5)"
Flx)= S D =D Utamek mozna skroci¢, ale wtedy je-
(x+5)* N g0 znak zaleze¢ bedzie od znaku liczni-
0 % 5 ka i mianownika, wiec lepiej pozostawic
%= =

ten zapis i rozpatrze¢ znak tylko liczni-
ka ufamka.

f(x) >0, gdy x € {(-o0; 5) w (0; )} £ (x) <0, gdy x € (-5; 0)

Odpowied#: Funkcja jest rosnaca dla x € {(-o0; 5) L x € (0; )}, a malejaca dla x € (-5;0).

7
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ZADANIE 6

= Wyznacz ekstrema funkcji f, gdy:

12 x*—3x x*
a) flx)=2x%——x"+3x*-4x%+2, b x)= , =
) £(2) . ) IH=52 9 s

ROZWIAZANIE
Ada)
s 12 5 4 3

filx)=2x —c% +3x* —4x’ +2 D=R
Fx) =126° - 124 + 12 - 12 D'=D
Warunek konieczny istnienia ekstremum: fx)=0

1267 - 12x* + 1267 - 1262 =0

124 (-2 +x-1)=0 [12

£=0lub £-2+x-1=0

=0 Fx-1+x-1)=0
(x-1D(F+1)=0
x-1=01lub > +1=0
x=1

x1'=0 i %" =1 - miejsca zerowe pochodnej

wyrazenie zawsze dodatnie

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum - zmiana znaku pochodnej w otoczeniu miejsc zerowych.

W otoczeniu zera nie zmienia si¢ znak po-
+ chodnej, wigc nie ma ekstremum dla x = 0.

FEE 0] I ; ymm:f(l):27%+344+2:72§+3:§
Lr@m | - | o | + |
| S G 3
L9 | s [ min | s Yo = F(1) =5

Odpowiedz: Minimum funkcji wynosi % X

Adb)

f(x):xz;‘?’x D=R\{-1,1}

x* -1

] A(xz—':;‘x)’(xz—l)—(xz—3x)(x2—1)' (2x——3)(x2—1)—(x2—3x)-2x
f(x)— (x2 71)2 = (xzil)z =
_ 2% =2%-3%* 4328 +6x°

- (x* -1y

’ 3x*-2x+3 )
f(x)ZW D'=D
Warunek konieczny istnienia ekstremum: fx)=0.
3% -2x+3=0

A=-2Y-4:3:3=4-36=-32
To wyrazenie jest zawsze dodatnie. Pochodna nie ma miejsc zerowych.

Odpowiedz: Funkcja nie posiada ekstremum.
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s s
Adg)
f(x)= Di2-¢20  ##2  x2  D=R\RA im 21| (L1 =[i}=°° fig 21} 3
X)= z - X X = . + + m =| — |=—0
2 xo-2" X —4 0 0 i TR ('S
) (2=x7)—x*(2-%*) 4xP(2-x%)-x* (3% 3 _4x5 + 3%
fg Bl 8) arl ) ¥ ) it 554 Loxel [3] o 3]
(2-x7) (2-x%) (2-x7) A o it |
6 3
‘ ~x +8 ‘
- pop
2-x7) Ekstrema i monotoniczno$é
f'(x) =0 - warunek konieczny istnienia ekstremum ,
X5 +8=0 /-(-1) -8 =0 P(*-8)=0 _ (xz—l) (x2—4)—(x2—1)(x2—4)' 2x(x2f4)f(x271)-2x 9%% —Bx —2x° +2x
=0 lub =38 f (x)= (x> —4) - (x? —4)? = (x* —4)
xn =0 %' =2 - miejsca zerowe pochodnej g
Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum - zmiana znaku pochodnej w otoczeniu miejsc zerowych, f '(X) = (xz——4)2- D'=D
W pochodnej wspdlezynnik przy Warunek konieczny istnienia ekstremum: f"(x) = 0.
najwyzszej potedze x jest ujemny, —6x=0
m wiec krzywa rysujemy od prawej x1=0 — miejsce zerowe pochodnej
0 2}5 2 x strony do dotu i oba miejsca zerowe W, K o v istrienia ek i h . .
wystepuja nieparzysta loé¢ razy. arunek wystarczajacy istnienia ekstremum - zmiana znaku pochodnej w otoczeniu miejsca zerowego.
X 0 w 2 Funkcja posiada minimum dla x = | x | o 0
3 . . . -
P2 0 i maksimum dla x = 2. Obliczamy + (%) + o | -
b S — 1 ekstrema. - e SN
B + | o | - | x| - [0+ = . — 5 = flx) 2l max | N
flx) 7 max | N X v | min| 2 - - -
0* 2 16 6 8 2 Wiszystkie dane umiedcimy w tabelce.
Yonax = f(O) = Geid 0 Yomin = f(Z) 5.3 2.8 6 3 72§ -1 1 W rubrykach przeznaczonych na warto-
2-0 2-2° 2-8 =f(0)= N
Yomax = T4 a4 exstremum $ci x umieszczamy miejsca zerowe funk-
2 ¢ji, miejsca zerowe pochodnej i wszystkie
Odpowiedz: Elstrema funkcji to: yimax = fI0) =0 1 y,,, = f (2) =2, Monotonicznoé wartosci z dziedziny. Znak pochodnej
3 bierzemy z wykresu, a przy strzatkach
m f(x)>0, gdy x € (—o0; -2) U (-2, 0) okreélajacych monotonicznoéé funkeji
Funkcja jest rosngea, gdy x € {(~o0; -2) W x € (-2; 0)}. wpisujemy wartodci granic. Pomiedzy
) . 21 . . ) L "(x) < 0, gdy x € {(0; 2) U (2; 0)} wartoéciami x mozna wpisywaé przedzial
=’ Dana jest funkcja f (x) = xz re Wyznacz: miejsca zerowe, granice na krancach przedzialéw ]lzunkcja jfs tymalej{qca gdy x & (05 2) oraz x € (2; ) liczbowy lub krocej wielokropek.
X5 = t] bl 3 d
z dziedziny, przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji. Wykorzystujac wszystkie informa- Tabelka
cje, naszkicuj wykres funkdji. s : PP F y — =5 SBSEC
% oo | 0 R 0 i 2 | e | @
ROZWIAZANIE , ‘ ; i N Tl ] ‘ .
B A e + |+ | x| |+ ]+ O -] -] -] x| =]+
f(#)==—, D=R\{-2,2} F : _
xh— fx |1 w | ® | ze0] 0 7 N 0 |y % | N 1
Miejsca zerowe funkji _ A | # i - =
flx)=0 “£-1=0 : :
A=l n=1 Wszystkie wpisane w rubryce f(x) symbole —o0 i oo 53 zgodne z obliczonymi wczesniej wartosciami gra-
Granice Zapisujemy dziedzing za pomocy prze- nic odpowiednio z lewej i prawej strony liczb -2 i 2. Gdy x dazy do -oo oraz oo warto$¢ funkcji zgodnie
D:x € {(~o0; -2) U (=25 2) L (25 0)} geilon. z obliczong granica dazy do 1.
1
i)
2 _ 2 2.1
lim % % = Jim X /o1 lim ——— =1
g x? —4  xoow 1- 4 xomxt —4 Obliczone wszystkie granice umiescimy
* 2 na koricu w tabelce.
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i x =2 — wyrzucone wartosci z dziedziny (asymptoty pionowe)

y=1 - granica (asymptota pozioma})

X

Krzyws rysujemy od lewej strony
do prawej zgodnie z tabelka.

22 -1

flx)=

x'-4

ZASTOSOWANIE POCHODNEJ
DO ROZWIAZYWANIA PROBLEMOW
OPTYMALIZACYJNYCH

m UZYTECZNE WZORY | INFORMACJE

W zadaniach optymalizacyjnych wskazana jest wielkod¢, ktéra ma by¢ najwigksza lub najmniejsza.
Korzystamy z danych i tworzymy funkcje. Dla danej funkeji szukamy ekstremum i zgodnie z trescia
zadania zapisujemy odpowiedzi.

Jezeli utworzona funkgja jest funkcja kwadratowa, do obliczenia ekstremum nie musimy wykorzy-
stywac pochodnej, poniewaz funkcja kwadratowa ma wartos¢ najwieksza lub najmniejszg w wierz-
chotku paraboli, ktéry wystarczy obliczyé.

ZADANIE 1

:) Dodatnig liczbe m przedstaw w postaci sumy dwdch dodatnich skladnikéw, aby suma ich odwrot-
noéci byla najmniejsza.

ROZWIAZANIE
Dane: m
x+y=m x=3% y=% x>0iy>0 TRRotEy I Rk, WAz 3 -
1 1 oy nej sumy i podstawiamy do powstalej
—+= - ma by¢ najmniejsza funkeji
x

y:mfx
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f(x):l-f L o g (B0 S S, ke VR m — dana dowolna liczba
x m-x x(m-x) x(m—-x) x(m—x) x(m-x)
D:x>0im-x>0
x<m czylix € (0; m)
m
xl=
f( ) x(m—x)

f(x)= (m) - x(m—x)—m-(x(m—x)] _0-x(m—x)—m(xm-x") _—mim=2x) —m’+2mx

[x(m—x)]2 *(m—x)? x(m—x)* B xH(m—x)*
K 2mmx —m’ ) 3}
f(x)= vl pochodna funkeji

Warunek konieczny istnienia ekstremum: f'(x) = 0.
2mx-m?=0 /:m

2x-m=0
2x=m [:2

1 o -
X = Em - miejsce zerowe pochodnej

Warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum - zmiana znaku pochodnej w otoczeniu miejsca zerowego.

+ Znak zalezy od licznika pochodnej,
> w ktorym jest funkcja liniowa o dodat-
= L., x nim wspétczynniku kierunkowym.
2
[ x-_-l - ——? _1 IM ] W najblizszym otoczeniu miejsca zero-
I I ) 7 : i wego znak pochodnej przechodzi ze zna-
e e ’ ku minus w plus, wigc funkcja osiaga
b - | 0 + minimum, co zgadza si¢ z trescig zadania.
r—"““-f*' P e >
] ‘f(x) ‘ \ min 7
1
yEm—x=m-= Em =zm Obliczamy drugi skiadnik.
1 il

Odpowiedz: Suma odwrotnodci skfadnikéw jest najmniejsza, gdy oba skladniki sg jednakowe i majg

s 1
wartosc Em \

| zaoanic 2

=) Wyznacz wymiary prostokata o polu P tak, aby jego obwdd byl najmniejszy.

ROZWIAZANIE

Dane: P
¥ x=% y=2x>0,y>0

P
Wezory: P=xy y=—

X Obmiﬂ *
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2 2
Ob=2x-~-2y:Zx-ﬁ-%-£=2x+2:ziJrE'Bzaii2£

% x x x %
Ob= 2(x* + P) - 4P Jeieli w koficowym zapisie wzoru, w kté-
x X rym jest tylko jedna niewiadoma, mozna
P wylaczy¢ przed nawias dodatnig liczbe,
f (x) = X300 to tworzac funkcje, mozemy jg pomingc.
x

2 ! 2 '
f'(x) _ (" +Pyx +(x +P)-(x) _ Pomimo ze x jest dlugoscig buku i mu-
x? si by¢ dodatnie, do wykonania wykresu
2% x—(x?+P)1 2x*—x*-P pochodnej zaznaczamy wszystkie miejsca
= 5 = = zerowe, ale zmiana znaku interesuje nas
x 2 tylko w najblizszym otoczeniu dodatnie-
x*-P go miejsca zerowego.

f '(x) == - pochodna funkgji

x
Warunek konieczny istnienia ekstremum: f(x) = 0, x > 0.
x*-P=0

(s P)
x=—P  x=vP

Warunek wystarczajacy istnienia ekstre-
mum - zmiana znaku w otoczeniu miej-
$Ca ZerOWego.

=l
P P p?
e LN

Odpowiedz: Obwad prostokata jest najmniejszy, gdy prostokat jest kwadratem o boku dtugosci Jp.

y Obliczamy diugoé¢ drugiego boku.

ZADANIE 3

3 Jakie wymiary powinna mie¢ puszka na konserwy w ksztalcie walca, majaca pole powierzchni cal-

kowitej réwne 216ncm?, aby jej pojemnosc byta najwieksza? Ile wyniesie ta pojemnos$c?

ROZWIAZANIE

Dane: Wzory:
P, =216m cm? P.=2P,+ Ps
R=t H=7? P.=2nR? + 2nRH
Vanae="1 V=PH

V=nRH
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2nR? + 2nRH = 216n /2w

R*+ RH=108 RH=108-R* /:R
_p?
H= ESR—R - wyznaczona wysokoé¢
_p?
V =nR? -%R— = 'rcR(IOB— Rz) =n(~R?+108R)

fiR)=- R’ +108R f(R)=-3R*+108
Warunek konieczny istnienia ekstremum: f'(R) = 0.
-3R*+108=0 /:(-3) R -36=0

Ri=-6 R=6

- /:6 6\ = —R
R 6

F® | + | o | -
B | 2 max |
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R=6cm i H=12cm - wymiary puszki

H= 12

Wyznaczamy H i podstawiamy do wzoru
na objgtosé.

Tworzymy funkcje z niewiadoma R, po-
mijajgc wyltaczong przed nawias liczbe .

Promien musi by¢ dodatni.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstre-
mum to zmiana znaku pochodnej w oto-
czeniu miejsca zerowego.

V=nRH=mn-612=432n =~ 432 - 3,14 = 1356,48 cm’ =~ 1,36 [1]

Odpowiedz: Najwicksza pojemnoéé, wynoszaeg 1,36 litra, bedzie miala puszka w ksztalcie walca o pro-

mieniu 6 cm i wysokosci 12 cm.

ZADANIE 4

< Ratownik ma do dyspozycji ling o dlugoéci 100 metréw i chce przy brzegu plazy wytyczy¢ kapielisko

dla dzieci w ksztalcie prostokata o najwiekszej powierzchni. Jakie wymiary powinno miec to kapie-

lisko i jaka bedzie mialo powierzchnie?

ROZWIAZANIE

Y

y=100-2x
P=xy=x(100 - 2x) = - 2x* + 100x = 2 (- ¥ + 50x)
flx) =~ %+ 50x

y=100-2x=100-50=50m

Otrzymali$my funkcje kwadratows, jej
najwieksza wartos¢ jest w wierzchotku.
Zadanie to mozemy réwniez rozwigzac
z wykorzystaniem pochodnej.

P=xy=25-50=1250 m*

Odpowied#: Kapielisko bedzie miato dtugosé 50 m, szerokoéci 25 m, a jego powierzchnia wyniesie 1250 n’.
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