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Niniejszy zbiér zadati powstal po dokonaniu wnikiiwej analizy tego, co w kontek$cie egzaminu maturalnego
z matematyki dla ucznia i nauczyciela jest najwazmiejsze, czyli opisu wymagari egzaminacyjnych opracowanych
przez OKE i CKE i zamieszczonych w Informatorze o egzaminie maturalnym dla osb zdajacych mature od 2010
roku. Niektére sformutowania cytowanych w ksiazce wymagarn egzaminacyjrych zaczerpnigte zostaly z Informatora
o0 egzaminie maturalnym opracowanego dla zdajacych mature z matematykd w latach 2008 — 2009.

Zbi6r zadan wydany zostat w dwdch czesciach. Kazdy z rozdzialéw Czesci I (z wyjatkiem rozdziatéw 8 i 9) sktada

sie z trzech czgdci:

1. CZESC TEORETYCZNA zawiera niektére definicje oraz wszystkie te wzory i twierdzenia, ktdre moga byé
przydatne przy rozwigzywaniu zadan maturalnych.
Na uwagg zastuguje podziat wiadomosci teoretycznych na te, ktore wymagane sa od kazdego maturzysty
oraz te, ktére wymagane-sg tylko na poziomie rozszerzonym.

2. ZADANIA WPROWADZAJACE to seria prostych rachunkowo zadan, starannie dobranych pod katem poszcze-
gdlnych haset zawartych w opisie wymagar egzaminacyjnych. Analiza tych zadan da uczniowi pewnosé, ze
nie pomingt w przygotowaniach do matury Zadnego zagadnienia, ktére moze pojawi si¢ na egzaminie
maturalnym.

Aby utatwi¢ maturzyscie samodzielne przygotowanie do egzaminu, do wiekszosci zadarn wprowadzajgeych
podano rozwigzania lub wskazéwki.

Powaime podejicie do zadai z tej czesci rozdziahi jest podstawa, a zarazem gwarancja sukcesu na egza-
minie maturalnym.

3. ZADANIA MATURALNE to zadania forma i skalg trudnoéci odpowiadajace tym, ktérych mozemy si¢ spodzie-
waé na egzaminie maturalnym.
Aby utatwié korzystanie ze zbioru, ta czes¢ rozdziatu zostata podzielona na podrozdzialy i sekcje.

Cecha charakterystyczna zbioru jest taki uklad zadan, ktéry od ucznia rozwiazujgcego zadania z danego
dziatu, nie wymaga znajomosci zagadnien z dzialéw nastepnych. Jest to duze udogodnienie, szczegéinie dla
tych maturzystéw, ktérzy maja powaine braki w wymaganej wiedzy.

Duza liczba zadari zamieszczonych w ksiazce wymaga wypracowania odpowiedniego trybu pracy. Maturzystom
zdajacym matematyke tylko na poziomie podstawowym radzimy, aby pomijali zadania przeznaczone dia poziomu
rozszerzonego. Natomiast osobom zdajacym maturg na obu poziomach proponujemy, aby zapoznali sig z trescig
wszystkich zadan, ale rozwigzywali przede wszystkim te, ktére w ich ocenie mogg sprawié jakis problem.

Jeste$my przekonani, Ze pozycja ta zainteresuje réwniez tych uczniéw klas mlodszych, kt6rzy juz mysla o egzami-
nie maturalnym z matematyki.

Informujemy, ze w Czesci I ksiazki znalazly sie rozdziaty:

1. Wyrazenia algebraiczne. Réwnania i nieréwnosci algebraiczne. 7. Funkcje wymierne.

2. Liczby rzeczywiste. Zbiory. 8. Funkcja wyktadnicza.

3. Funkcje. 9. Funkcja logarytmiczna.

4. Funkcja liniowa. 10. Trygonometria.

5. Funkcja kwadratowa. 11. Odpowiedzi, wskazéwki i rogwiqzania.
6. Wielomiany.




PRZYJETE W KSIAZCE OZNACZENIA

= — wiadomosci teoretyczne wymagane na obu poziomach
= — wiadomosci teoretyczne wymagane tylko na poziomie rozszerzonym

Wymagania egzaminacyjne (zamieszczone w ramkach w czesci rozdziatu ZADANIA WPROWADZAJACE) odno-
szace sie do poziomu rozszerzonego wyréznione zostaly wytluszezona czcionks w kolorze czerwonym.

Zadania i podpunkty zadan przeznaczonych dla zdajacych matematyke takze na poziomie rozszerzonym wyrdznio-
ne zostaly kolorem czerwonym.

. W - do zadania podano wskazéwke
R - do zadania podano rozwiazanie

— zadanie o podwyzszonej skali trudnodci

NIEKTORE SYMBOLE‘(OZNACZENIA) MATEMATYCZNE

Symbol (oznaczenie) Czytamy
A i
v fub
P wtedy i tylko wtedy, gdy
A zdarzenie przeciwne do zdarzenia A
AUB suma zdarzen A i B
ANB iloczyn zdarzen A i B
A\ B réznica zdarzen A i B
AcB zdarzenie A zawiera sig w zdarzeniu B
ol liczba wszystkich zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego
[A] liczba wszyétkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
ZABC kat ABC
ofS, 1) Okrag o srodku w punkeie § i promieniu diugosci r
ABC=AKIM |tojkaty ABC i KLM sa przystajace
AABC~ AKIM | tréjkaty ABC i KLM sa podobne

1. CIAGI

cZESC TEORETYCZNA

OZNACZENIA
= (a,) - ciag, kiérego wyrazami sa liczby ay, az, as, ..
® a, -ty wyraz ciagu (a,), ap. 43— trzeci wyraz ciagu (a,).

MONOTONICZNOSG CIAGU S o
= Ciag (a,) jest rosnacy wtedy i tylko wiedy, gdy dia kazdego ne N, spetniona jest nierdwnosc a, >4, (czyti a4 —a,>0).
n

= Ciag (a,) jest malejacy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ne N, spetniona jest nieréwnosé a, ., <a, (czylia, 417 <0)
T

CIAG ARYTMETYCZNY o ‘ ' B o
= Ciag (a,) nazywamy ciagiem arytmetycznym wtedy 1 tylko wiedy, gdy ismieje taka liczba r, 7e a, = @, =7 dla kazdej
n

liczby ne C,. Liczbg r nazywamy réznicg ciagu arytmetycznego.

o Wz6r na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,). a, =a; + (n-br.

P i S=ﬂ‘+a"~n IubS:'Lal«)-(n—l)rAnA
o Suma n poczatkowych wyrazdw ciagu arytmetycznego (a,): Su - )
- An-y +ansy
o Zwiazek migdzy trzema kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycziego (a,): Gn= —

CIAG GEOMETRYCZNY o A ‘ o N
&% Ciag (a,) nazywamy ciagiem geomefrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba ¢, e a, .1 = ' dla kazdej
2k i
" liczby ne C.. Liczbg g nazywamy ilorazem ciagu geometrycznego.

_ ne-1
= Wazér na n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,): a,=aig -

. 1=g" o I
= Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (ay): Sp=ay g gdy g=#11 Sy=na,, gdy q

. . a2 )
w Zwiazek migdzy trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego (@) a, =0, Q-

PROCENT SKLADANY .
= Kapitat K, po n okresach kapitalizacji wyraza si¢ wzorem K, = K0(1+ 100) , gdzie

K, — kapitat poczatkowy, p% — stopa procentowa (taka sama w kazdym okresie),
1 - liczba okreséw kapitalizacji (miesigcy, kwartatéw, lat itp.).

ZADANIA WPROWADZAJACE
‘ Zdajacy potrafi \ o wyznaczad wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogblaym - J
141 Wyznacz trzy pocza_tkowe wyrazy ciagu (a,) 0 wyrazie ogélnym
a) Rg,=2n%13. b) a,=(3n— 2% ¢) a,=n(n-1)(n-2)(n-3);
2n-1
2
d) a,=(-1"-n; e) a,=2""% f) Ra,=1242%+ 1"

1.2 R Sprawdz, czy istnieja takie wyrazy ciagu (b.) o wyrazie ogélnym b,=2n"—9n+ 11, ki6re sa réwne 7.
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CIAGI

1.3R

14R

1.5R

1.8

lle wyrazéw ciagu (a,) jest mniejszych od 89, jesli n-ty wyraz tego ciagu jest réwny dn~5?
Te wyrazéw ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a,=n’-7n — 30 jest liczbami ujemnymi?
Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, =nt. Wyraz, w zaleznosci od #, réznice  8) @,4(—a,;

b) ay—ay.

. ; . 2 . P . . .
Ciag {a,) okreslony jest wzorem a, = ::75. Zbadaj znak r6znicy a,..; —a,, gdzie n jest dowolna, liczba catkowi-

ta dodatnia, a nastgpnie okresl monotoniczno$¢ ciagu (a,).

| Zdajacy potrafi ] © okre$la¢ ciag wzorem ogdloym

17

18

1.9R

Podaj wzdr na wyraz ogdlny ciagu (a,) okreslonego w nastgpujacy sposéb:

a) ciag (a,) jest ciggiem kolejnych dodatnich liczb parzystych;

b} n-ty wyraz ciagu (a,) jest odwrotnoscia liczby n;

c) ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 5 daja reszee 1.

Podaj wzér pigciowyrazowego ciagn  a) 1, 8, 27, 64, 125; py Ll 4 216 25 01,234

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) wyraza sie wzorem S,=51+1.
a) Oblicz pierwszy wyraz ciagu (a,).

b) Oblicz drugi wyraz ciagu (a,).

¢) Wyznacz wzoér na -ty wyraz ciagu (a,), dlan=>2.

1 Zdajacey potrati 1 e podawaé wlasnosci ciagu na podstawie jego wykresu

1.10

1.11

¢) R Czy liczba aap00— 1000 jest dodatnia czy ujemna?

Ciag (a,) jest ciagiem malejacym. Korzystajac z przedsta- a
wionego fragmentu wykresu ciagu (a,), odpowiedz na poniz-

sze pytania. ’

a) Ktdry wyraz ciagu (a,) jest téwny —2? 1
b) Ile wyrazéw ciagu (a,) jest wigkszych od 1?7 ot n

Sporzad? wykres ciagu (a,), jesli  a) a,= (S )

2 . 5
b) a,= inss; ©)a,=0,51"-3,5n+2 i n<7.
n+l

| Zdajacy potrafi | o bada¢ czy ciag jest arytmetyczny j

1.12

Zbadaj, czy ciag (a,) jest clagiem arytmetycznym, jesli jest okreslony wzorem
a) Ra,=2n; b} a,=2;
) a,=log,

e) Ra,=n d) a,=+5~2n;
e) a,=an+b, gdzie a, be R; 3,

Sprawdz, czy liczby a, b, ¢ tworza (w podanej kolejnosci) ciag arytmetyczny.

1 5=k =1 b a=L, pe=l =1, __1 - -
a)a—z,b c ) a 3 4 C)Ravﬁﬁl,b~«/§, c=+2-1.

EAR RN

CIAG] 7

1.14  Wyznac? te wartodci x, dla kiérych ponizsze liczby tworza (w podanej kolejnosci) ciag arytmetyczny.
a) R2u+1, dx—1, x+7; b) 3x—4, ¥+1, X+

c) 2, loga(x—3), 3; d) R . - 0,5tg x, ~cosx.

Ccosx

° wyznaczaé ciag arytmetyczny na podstawie wskazanych danych
e obliczaé sume n kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego
o stosowaé wiasnosci ciagu arytmetycznego w zadaniach (takze tekstowych)

Zdajacy potrafi

1.15 R Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 7 i jest dwa razy mniejszy od wyrazu széstego.
a) Znajdz réznicg ciagu.
b) Oblicz dwudziesty pierwszy wyraz ciagu.
¢} Wyznacz wzdr na wyraz ogdlny ciagu (a,).

1.16 R Drugi wyraz ciagu arytmetycznego (b,) jest réwny 8, a suma wyrazéw piatego i siddmego wynosi 40.
a) Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciagu (b,).
\  b) ZnajdZ wzér na n-ty wyraz ciagu (b,).

1.17 R Obliczsume a) I +2+3+...+49; b) 20+21+22+...+60; c) [ +4+7+10+...+55.

1.18 7 Pierwszy wyraz skohczonego ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 4, a jego réznica réwna jest 0,5. Suma
wszystkich wyrazéw tego ciagu wynosi 189. Oblicz liczbg wyrazéw ciagu (a,).

1.19 R Pierwszy wyraz malejacego ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 3, a iloczyn wyraz6w czwartego i piatego
réwny jest 15.
a) Oblicz rdznicg ciagu (@,).
'B) Oblicz sume czternastu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

1.20 8 Do obstugi goici na przyjeciu weselnym zatrudniono dwéch kelneréw. Kelnerzy za pierwsza godzing pracy
dostali po 10 zt, a za kazda, nastgpna godzing miodszy otrzymal o 5 zt wigcej, a starszy o 10 zt wiecej niz za
poprzednia. Przy wyplacie okazalo sig, ze starszy kelner zarobit o 60% wigcej niz miodszy. Wiedzac, ze czas
trwania przyjecia wyraza sig catkowita liczbe godzin, oblicz
a) ile godzin trwalo przyjecie?

b} ile zarobit kazdy z kelneréw?

LZdaiapy potrafi } ¢ badag czy ciag jest geometryczny

1.21  Zbadaj, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, jesli n-ty wyraz tego ciagu jest réwny
a)Rq,=3" b) R a,=3n; cla,=3; d) a,=n";
n+l

8) a, =27, ) a,,:—4 ; g)a,=b-¢", gdzie b, ce R;

h) a,=cosnm.
52n—3

122 Sprawdz, czy liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego
aARa=18, b=—12, ¢=8;, b) a=+2-1, b=1, c=42+1; c)Ra=+3+1, b=3+/3, c=3/3+1L

Znajdz takie liczby rzeczywiste x, aby ponizsze liczby tworzyly (w podanej kolejnosci) ciag geometryczny.
a}R 2, x, 18; b)R x-3, 2x—6, 4x; )R x7, X, 5x°—dx; d) cosx, sinx, tgx.




CIAG!H

S
omer

o wyznaczaé ciag geometryczny na podstawie wskazanych danych

i 7ADANIA MATURALNE
Zdajacy potrafi | e oblicza¢ sumg n kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego

@ stosowaé wlasnosci ciagu geometrycznego w zadaniach (takze tekstowych)

ROZNE SPOSOBY OKRESLANIA CIAGU

1.24 R Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) jest réwny 6, a iloraz dziesiatego wyrazu i wyrazu széstego réwny ' , omed
jest 16. Wiedzac, ze ciag (,) nie jest monotoniczny . Cing (@) okr§519ny jest wzo-rem amn
a) znajdz jego iloraz; a) Oblicz dziesiaty wyraz clagu (an)-

. . oo
b} O ile procent trzeci wyraz ciagn (a,) jest wiekszy od wyrazu drugiego’

b) oblicz jego szésty wyraz; ¢) wyznacz wzOr na wyraz ogélny tego ciagu.

1.25  Oblicz sume wiedzac, ze kolejne skladniki sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu geometrycznego |
. . i 5 by,=3n—1.
F+2+4+. . +512+1024; LI N P est ciag (by) 0 wyrazie oglaym by ' )
a) b) R — 3T 2.R Ij)ar;yogj . w;ﬁi}rzqdne dwéch punktéw, ktdre naleza do wykresu ciagu ().
b) Ile wyrazow ciagu (b,) nalezy do przedziatu (20;49)7
1.26 R Tloraz ciagu geometrycznego (a,) jest rtéwny %, a suma jego pigciu poczatkowych wyrazéw wynosi —605.
a) Znajdz pierwszy wyraz ciagu (a,). b) Okresl monotonicznodé ciagu (a,). . . _n
3. Dany jest ciag (a,) 0 wyrazie ogdlnym @, =
a) Sprawdz, czy istnieje wyraz ciagu (a.), ktéry jest rowny 1,6.
127 R Kagczukowq pileczk? upuszczono z wysokosci 2,43 m. Za kazdym razem po odbiciu Qd podi_o;a piteczka wzno- b) R Oblicz, ile wyrazéw ciagu (a,) jest wiekszych od 3: ) )
si sig na wysoko$¢ réwna dwdm trzecim wysokosci, z ktdrej poprzednio spadata. Znajdz najwieksza wysokosé, . iagu (@), kidre sg liczbami naturalnymi.
i ie pi i R Wyznacz wszystkie te wyrazy c1agu (dn)s
na ktérej znalazta si¢ pitka pomigdzy piatym i szdstym odbiciem. c) ¥
Zdajacy potrafi

® stosowac procent sktadany w zadaniach réwniez dotyczacych oprocentowania lokat i kredytdw

i § j a,=n*=3n-54.
4, Ciag (a,) okreslony jest wzorem d,

a) Tréjmian #*—3n—54 zapisz W postaci iloczynowe_j' tdzicsiaty Ssmy wyraz ciagu (a.) jest kwadratem
. ; ij, czy piec "
1.28 R W 2000 roku zbiory zb6z w gospodarstwie pana Kargula wyniosty 25 ton. W czterech kolejnych latach zbiory b) Nie korzystajac 2 kalkulatora, rozstrzygat, ¢2Y P
zb6z byly o 20% wigksze od zbioréw z roku poprzedniego. Ile ton zb6z zebrat pan Kargul w 2004 roku? Wynik liczby naturalnej.
podaj po zaokragleniu do jednosci.

¢) R Znajdz ten wyraz ciagl (a), ktéry jest o 20 wigkszy od wyrazu poprzedniego.
- . . o ; 6 liczbie liczb pierwszych

1.29 R Przedsigbiorca pozyczyt od kolegi pewng kwotg, z zamiarem zainwestowania pieniedzy w bardzo ryzykowne 5 Ciag (@ olrelony jast nastepujacy sposth: -1y WyTaZ cingu (@) jost réway lic ,
przedsiewzigcie. Panowie umdwili sig, ze pozyczka nie bedzie sptacana w ratach, ale cata kwota wraz z odsetkami ; ) -:%Vi ﬁSZYCh od n.
zostanie zwréeona jednorazowo. Ustalono, 2e oprocentowanie pozyczki wynosié bedzie 50% w skali roku, 2 roczng, nl) Pogaj trzynasty wyraz ciagu (a,)

N . e NS K1Y e " N
kapitalizacjs odsetek. Jaka kwotg pozyczy} przedsigbiorca, jezeli po pigciu latach zwrdcit koledze 243 000 z4? e oy i e 47
¢) Sporzadz wykres ciagu (a,) dlan<8.

1.30 R Pan José Borrego wplacit do banku w Buenos Aires 200000 $ na czteroletnia lokate o stalym oprocentowaniu,

z roczng kapitalizacjg odsetek. Po czterech latach stan jego konta wynidst 414 720 $. Jakie bylo oprocentowanie ' v . o

N IOk;:‘Y? p ) - y o 6. Ciag (a,) okreslony jest w nastgpujacy sposéb: a1 = 1, za$ n-ty wyraz clagu (a,), gdy n 22, jest najwie
szym dzielnikiem liczby n mniejszym od A.

7 a) Wyznacz as 1 asi. ‘

b) Naszkicuj wykres ciagu (ay) dlan<10.

i Zdajacy potrafi 1 @ wyznaczaé wyrazy ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie

¢) Dlajakichn zachodzi réwnosé a,= 17 o i

1.31  Oblicz drugi i trzeci wyraz ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie " T syrazé ciags o ot s6waych 27 Odpowicd uzasadi.

a) Ray=1 1 ay.1=3a,~1dla n21; b) R ay=2 i dy,,=a,+n dla ne C,;

¢) =3 1ia,=a’,-3 dlan22; d) =4 i a,,,=na,—n’ dla n>1. o .

7.R Oblicz sume dziewiecdziesigciu dziewieciu poczatkowych wyrazow ciagh (an) O WyT golny.
i § j a,=log ——”—l
1.32  Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,) okrelonego wzorem rekurencyjnym -
e =3 a =0
A ; b) fay =n

Ay =0y — 0y dlan 21 a, =cosa,_ +cosa,_, dlan23 8.R

Ciag (a,) okreslony jest w nastgpujacy sposdb: dla kazdej liczby catkowitej dod;@iei n W}"I"aZ CE jest réwny
suﬁe gwadratéw n poczatkowych dodatnich liczb catkowitych. Ciag (b,) okresla r6wnosc by=Cn+2—0an-
Ktéry wyraz ciagu (by) réwny jest 857




10.w

11,

12.w

13.

14.

15,

16. R

17.n

18R

19.

CIAGH

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=3n— 4. Znajdz takie liczby k, aby kwadrat wyrazu a; byl o 28 wiegk-
szy od réznicy kwadratéw wyrazéw z nim sasiadujacych.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) wyraza sie wzorem S,=n’.
a) Oblicz pierwszy wyraz ciagu (a,).

b) Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,,).
¢} Wyznacz wzdr na n-ty wyraz ciagu (a,) dla n 2.

Definicja Ciag kidrego dwa poczgtkowe wyrazy sq réwne 1, a kazdy nastepny jest sumq dwéch

wyrazéw poprzednich, nazywamy ciagiem F ibonacciego.

a) Oblicz trzeci i piaty wyraz ciagu Fibonacciego.

b) wJaka liczba, parzysta czy nieparzysta, jest
Odpowiedz uzasadnij.

¢) Zapisz ciag Fibonacciego wzorem rekurencyjnym.

pigéset dwudziesty ésmy wyraz ciggu Fibonacciego?

Suma ilu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), okreslonego wzorem a,=2n>~17n—42, jest najmniejsza?

Ciagi (a,) i (b,) sa dwustuwyrazowe. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=nr? dla kazdegone {1, 2, .
a ciag (b,) okresla 16wnosé b, =asgy, _ .

a) Oblicz sto dziewigédziesiaty wyraz ciagu (b,).

b) Znajdz taka liczbe k, aby wyraz a, byt cztery razy wigkszy niz wyraz by.

» 200},

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=n"+pn+ p,gdziepe R,
a) Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne -9, jegeli p=-—5.
by* W Wykaz, ze nie istnieje taka liczba calkowita p, ze dwa wyrazy ciagu (a,) sa réwne ~3.

Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie: a;=1 i @, =a,~3n+1 dla n21.

a) Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,). b) R Okre$l monotonicznosé ciagu (a,).

Wyznacz te wartosci parametru p, dla ktérych ciag (a,) o wyrazie ogdlnym a,=n"+ pr jest rosnacy.

Kitéry wyraz ciagu (a,) okreslonego wzorem a, = n® — 39x% + 504n — 150 jest réwny jego dwunastemu
wyrazowi?

Rozstrzygnij, czy istnieja takie dwa wyrazy ciagu (a,) o wyrazie ogblnym a, =n*+ 10n + 2010, ktére 16z-
nia sie o 219.

CIAG ARYTMETYCZNY

Liczby 55, 51, 47 sa poczatkowymi wyrazami malejacego ciagu arytmetycznego (a,).
a) R Oblicz szesnasty wyraz ciagu {a,).

b) Podaj wzor na n-ty wyraz ciagu (a,).

¢) Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

CIAGI
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20.

21.R

22.

23.

24,

25,

26. R

27.R

28.

29.

30.

Suma piefwszego i piatego wyrazu ciagu arytmetycznego (an) wynosi 18. Trzyd/@@ty twyraz' ciagu (ay) jest
012 w;;qkszy od wyrazu cziernastego. Oblicz pierwszy wyraz ciagu (a,) oraz roznicg go clagu.

Suma széstego 1 szesnastego wyrazu rosngee o clagu tmetycznego (a,) j 6wna 5 iloczyn wyrazu
S/StgiS snasteg VI 10SNacego Ciagu ary’ tyc/ g‘(n)Jes‘)tgx a ,Ell Y. Yy
Gsmego i dwunastego réwny jest 3. W yznacz wz6r na wyraz ogolny clggu (a,, .

S

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=-2n+35. ‘
a) Uzasadnij (na podstawie definicji), Ze ciag (a,) jest arytmetyczny.
b) Suma ilu poczatkowych wyrazéw ciagn (a,) jest réwna —140.

Trzy poczatkowe wyrazy malejacego ciagu arytmetycznego (a,) sa pierwiastkami wielomianu
W(x)=2" — 62" —dx+24.

a) ZnajdZ pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Oblicz sume a4+ ais+aist. .- +a37.

. . . . az6W,

Osmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 6. Obliczymy sume siedmiu jego kolejnych wyr

poczynajac od wyrazu piqtego: )

o Niech r oznacza réznice ciagu (a,). Wowczas
ap=ag+2r, an=ay+3r ., a3 Tas = 2

= ag— ~2r+ag—r+ag+ag+rragtrtag :

Zatem as+ ag+ a7+ ag+ ao+ ayptay = ag—3r+ag—2r : ' =

;i édzicsiqt;r wysra.z ciagu arytmetycznego (b,) jest réwny 5. Wykorzystujac przedstawiong x}'letoflg, obb1§.

a)Qb + bsg+ bsi; b) sume dziewigédziesigeiu dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciagu (bn);

49+ Do+ D513 5 dzie
¢} Seo— Ss9, gdzie S, oznacza sume 7 poczatkowych wyrazow ciagu (bu).

as=ag—3r, ag=ag—2n, @m=03—r, dg=ag*7,

i jest 16 30. Oblicz
Suma dziesiatego, dwudziestego i trzydziestego wyrazu ciagu arytmetycznego (a.) jest rowna
sume trzydziestu dziewigciu poczatkowych wyrazow ciagi (an).

1 = - odanej kolejnosci ciag arytme-
Uzasadnij, ze liczby a= , b =‘«/§—‘/—3_], c=43(1—+6) tworza w p i
B2
tyczny.

Uzasadnij, ze liczby a=32'°, b=17-8", c=4% 53 kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
Uzasadnij, ze liczby log;tg60°, log stg45°, log,5in45° w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny.
Sprawdz, czy liczby logs2, logs (\/§ -1}, logs (2—\/5) w podanej kolejnosci tworza clag arytmetyczny.

s 1M1 - 1 1 t -
Liczby 2% —5x, ¥ +x, 3x+4 (w podanej kolejnosci) sa trizema poczatkowymi wyrazami ciagu aryime
fycznego o wyrazach catkowitych.
a) Oblicz x.

b) Podaj wz6r na n-ty wyraz tego ciagu.




12 CIAGH
31.R  Dla pewnych liczb x, y wartoci wyrazen x+ ¥ 4x—y, 3x+4y+1, 9x~dy+1 s poczatkowymi, kolej-
nymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
a) Wyznacz x i y.
b) Oblicz, ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy wzia¢, aby ich suma byla wieksza od 20100.
32, Dany jest ciag arytmetyczny (a,), w ktérym a3 = 15 oraz a; =—17.
a) Wyznacz pierwszy wyraz, réznice ciagu i wzér na wyraz og6lny tego ciagu.
b) Dla jakich n zachodzi réwnosé 7a,=a;+as+ay+. . + Ay ?
¢) Oblicz sume pig¢dziesieciu poczatkowych ujemnych wyrazow ciagu (a,), kiére sa podzielne przez 3.
33. Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe n takie, ze liczba , jej podwojona cyfra jednosci i jej podwojona
cyfra dziesiatek sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
34.R  Ciag (a,) jest arytmetyczny i dla kazde] liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwno$é a, +a, ;= 5n— 1.
ZnajdZ wz6r na wyraz ogdlny ciagu (a,).
35.R  Ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a,=2n — 6. Zsumowano 10 kolejnych wyrazéw tego ciagu,
otrzymujac liczbg 310. Ktére wyrazy zsumowano? :
36. Skoriczony ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a, = 2n + 3. Suma trzech koncowych wyrazéw
tego ciagu jest réwna 69. Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciagu (a,).
37.R  Skoriczony ciag arytmetyczny (a,) ma nieparzyst liczbg wyrazéw. Suma wszystkich wyrazéw tego ciggu jest
réwna 165, a suma wyrazéw o nieparzystych humerach réwna jest 88. Z ilu wyrazéw skiada sie cigg (a,)?
- 38. Skoniczony ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a, = 2n + 3. Wzieto kilka koncowych wyrazéw
tego ciagn. Ich suma jest réwna 145, a suma najmniejszego i najwiekszego z wzigtych wyrazéw réwna jest
58. Z ilu wyrazéw skiada sig ciag (a,)?
39. R Taras widokowy znajduje sig na wysokosci 9 m i 35 cm nad powierzchnia ziemi. Schody prowadzace na taras
_zostaly tak zaprojektowane, ze wysokos¢ pierwszego stopnia jest réwna 32 cm, a kazdy nastepny stopien jest
0 0,5 cm nizszy od poprzedniego.
a) Jaka jest wysokos¢ jedenastego stopnia?
b) Jak wysoko nad ziemig znajduje sig powierzchnia dwudziestego stopnia?
¢) lle stopni maja te schody?
40.

Koszt wykopania przez firmg Odwiert pierwszego metra studni wynosi 70 z1, a za wykopanie kazdego

nastepnego metra trzeba zaptacic o 10 zt wigcej niz za wykopanie poprzedniego.

a) Jaki jest koszt wykopania pietnastego metra?

b) Jaki jest koszt wykopania studni o glebokosei 9 metréw?

¢) Pan Marek zlecit firmie Odwiert wykopanie studni na swojej dziatce. Okazato sie, ze sredni koszt
wykopania jednego metra wynidst 120 zt. Oblicz gtebokosé studni na dziatce pana Marka.

CIAG!
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4.

42.

43.

44.

45.R

46. R

47.

48.R

49,

iebi i 5 i , aksymalnym wykorzystaniu koparki,
zedsiebiorca kupil koparke za 263500 zt i oszacowat, ZFB przy mal Dy / ki,
1\j:/lZ(z(-:ri:/?szym miesia,_cu sksploatacji zarobi 10000 zt, a w kazdym kolt‘e-Jnym miesigcu za-:obx 0 100 .z{ mniéej
nizp w miesiacu poprzednim (zwiekszeniu ulegaja koszty eksploatacii). Po jakim czasie zwréci sig koszt
zakupu koparki?

W amfiteatrze jest dwadziescia rzgdow ponumero.w'anych ,kIZC,SdAeAk' W pierwszym rzgd.zie jest 3'7 krzes:
iek, a w kazdym nastepnym r1zedzie sa o Hzy nuiejsca wigcej niz w poprzednim. Miejsca w pierwszy:
szedzie maja numery od 1 do 37, w drugim od 38 do 77 itd.
a) lle miejsc znajduje si¢ w dwunastym rzqdz(iie‘:? ;
i ja miejsca w ostatnim rzedzie? B
:; ifiha;%t;:gerz?;?zﬁsgz koncert Kasi ?{owalskiej. Fla kupita na ten koncert bilet z numerem miejsca
666. W kiérym rzedzie bedzie siedziala Ela?

W sklepie z artykutami RTV mozna kupowaé sprzet na raty. Przy zakgpie zestawu kina domowego 1dco-szl—
tujacego 4200 zi pierwsza rata wynosi 420 24, a kazda nastgpna rata jest o 20 7z} nizsza od poprzedniej.
Oblicz, na ile rat rozlozona jest splata oraz oblicz wysokos¢ ostatniej raty.

Samochdd S, jadacy pod gére, w pierwszej sekundzie pokonat 25 m, a w lfazdej pastqpne_]j o pét metra
mniej niz w ;)oprzedm'ej. W tym samym momencie, gdy Sp rongcza@ p(?djazd, zyfxzd z gory rozpoczat
samochéd S, bedacy w odlegtosci 360 m od Sp. Samochdd Sz w pierwsze] sekundzie prz?byl drong? n]al
a w kazdej nastepnej o 2 m wiecej niz w poprzedniej. Jaka odleglosé pokonat samochdd Sp do chwil
minigcia z samochodem S7?

Pan Nowak zaciagnal kredyt samochodowy w wysokoéc? 1§ 000 zi. Oprocent(_)w.anie kredytuk}wg;lgs;lio
12% (w skali rokar). Kredyt sptacony zostat w dwunasrq Imesmczpych l'fitjdch‘ Mesm;z_ne raty g vz; oty ]IQI
z réwnych rat kapitatowych (a wiec 1/12'pozyczone] kwoty) i calosci odsetek naliczonyc \}
nﬁesiqcu od pozostajacego do splacenia kapitatu,

a) Oblicz wysokos¢ pierwszej i drugiej raty.

b) Oblicz wysokos¢ ostatniej raty. ]
¢) Oblicz taczna kwote odsetek. ,

d) Jaki procent pozyczonej kwoty stanowi laczna kwota odsetek?

Jednym z pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego y = @2 +bx+c j§§t '—0,2. Liczby a, b, ¢ tworza ciag
arytmetyczny, a ich suma wynosi 24. Oblicz drugi pierwiastek tego tréjmianu.

ZnajdZ te wartosé parametru m, dla ktérej réwnanie P+ (m=3x+ m? —4m+3=0 ma dwa rézne pierwiast-
ki a i b takie, ze ciag (a, ab, b) jest arytmetyczny.

. . s _2 2
Dwa poczatkowe wyrazy ciagu arytmetycznego (a,) sa miejscami zerowymi fgn}(cp 8(x) =2+ 2“\:_ m.
Suma jedenastu poczatkowych wyrazéw tego ciaga jest rowna 88. Znajdz najmniejsza wartosé funkcji g.

Pierwszy i ostatni wyraz dwudziestowyrazowego clagu arytmetycznego (4,) sa miejscami zerowymi f}m.k«
cji g okreslonej wzorem g(x)=x*+ 2(m + 1)x + m(m+2). Suma wszystkich wyrazéw tego clagu jest rowna
100. Wyznacz przedzialy monotonicznogci funkeji g.
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50.Rr

51,

53.R

54,

55,

56.

57.%w

58.*w

59.* R

60.%R

CIAGI

Liczby x=log,(a—4), y=log,2a, z= log,a” sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagn arytmetycznego.
Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu i sume dwudziestu poczatkowych jego wyrazéw.

Hoczyn pierwszego i széstego wyrazu malejacego ciagu arytmetycznego o wyrazach catkowitych jest réw-

ny 100. Przy dzieleniu wyrazu drugiego przez wyraz szdsty otrzymujemy 3 i reszte 2. Oblicz, o ile jest
mniejsza suma dwustu poczatkowych wyraz6w o numerach parzystych od sumy dwustu poczatkowych
wyrazéw tego ciagu o numerach nieparzystych.

Liczby x+y, 3x+2y+1, X +5x+ 4y tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz te wartosci x, dla ktérych ciag
ten jest rosnacy. :

Suma 7 poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) dla kazdej liczby catkowitej 12 1 wyraza si¢
wzorem S, =n*~2n. :

a) Oblicz piaty wyraz ciagu (a,).

b) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) o numerach nieparzystych: a;+a;+... +ajg.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dla kazdego n € N, okreslona jest wzorem S, =2n>~ l4n.
a) R Wykaz, ze (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

b) Wykaz, ze jezeli suma n poczatkowych wyrazéw ciagu dla kazdego n € N, okreslona jest wzorem
Sy=2n"=14n+ 1, to ciag ten nie jest arytmetyczny.

Wykaz, ze dla dowolnego ciagn arytmetycznego zachodzi réwnosé S, = 3(S,, — S,),

gdzie S oznacza
sume & poczatkowych wyrazéw ciagu.

Ciag (a,) jest arytmetyczny. P,, oznacza sume m poczatkowych wyrazéw o parzystych numerach tego
ciagu. ZnajdZ wz6r na n-ty wyraz ciagu (ay), jesli P, =2m*-3m.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru r, dla kidrych istnieje takie x, ze liczby 5'% +5% 5. 257 4+257F
sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

Wszystkie wyrazy skorficzonego malejacego ciagu arytmetycznego (a,) sa liczbami naturalnymi. Wybrano
pewne dwa kolejne wyrazy ciagu (a,). Znajdz te wyrazy wiedzac, Ze réznica ich kwadratéw jest réwna 11.

Kazda z liczb k, m, n, x jest dodatnia i rézna od 1, za$ liczby log k‘ log

m%, 10g,x 53 kolejnymi wyrazami
logym

ciagu aryimetycznego. Wykaz, ze n2 = (kn)

Wykaz, ze jezeli liczby o”, b%, ¢* tworza ciag arytmetyczny, Ktéry nie jest staty, to liczby 1, L

Y
bte’ atc’ avh
réwniez tworzg ciag arytmetyczny.
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1.5 W

62.

63.

64. R

65.

66.

67.R

68.

Udowodni¢, ze jezeli liczby ay, da, ..., @, gdzie n 22, tworza ciag arytmetyczny i zadna z nich nie jest
1 n-1

FRESI .
a, a3 Op18p iy

zerem, (o

CIAG GEOMETRYCZNY

Ciag 36, 1246, 24, ... jest ciagiem geometrycznym.

a) Oblicz iloraz tego ciagu. ‘

b) Zapisz n-ty wyraz tego ciagu w postaci ab”. A

¢) Oblicz sume oémin poczatkowych wyraz6w tego ciagu.

Pierwszy wyraz niemonotonicznego ciagu geomelrycznego (ay) jest téwny 48 i jest o 36 wigkszy od
wyrazu trzeciego.

a) R Oblicz iloraz ciagu (a,).

b) Oblicz §smy wyraz ciagu (a,). ) o .

¢) Suma kilku poczatkowych wyraz6éw ciagu (a,) jest réwna 32%. Oblicz, ile wyrazéw zsumowano.

Drugi wyraz malejacego ciggu geometrycznego (a,) jest réwny 36, a czwarty wyraz rowny jest 16.
Wyznacz wzér na wyraz ogdlny ciagu (a,).

Tioraz ciagu geometrycznego (4,) réwny jest 3, a suma odwrotnosci wyrazu pierwszego idrugiego wynosi 18.
a) Oblicz pierwszy wyraz ciagu (a).
b) Podaj wzér na wyraz ogdlny ciagu (a,). -

n n_ on-1
Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=2""'+2"+2""",

a) Oblicz pierwszy i trzeci wyraz tego ciagu. o ‘

b) R Uzasadnij, korzystajac z definicji ciagu geometrycznego, ze ciag (a.) jest geometryczny.

Ciagi o dodatnich wyrazach (a,) i (b,) sa geometryczne. Uzasadnij, ze ciag (?n), taki, ze ¢, =ayb, dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej n, jest réwniez geometryczny.

Osmy wyraz pewnego ciagu geometrycznego (a,) jest réwny 3. Obliczymy iloczyn pigciu jego kolejnych
wyrazéw, poczynajac od wyrazu szostego. S . ) o,

e Niechg oznacza iloraz ciggu (@,). Wéwczas ag=agq , ar=aGsq , A9=agqd, A10=0sq -

* Zatem a ay-az-ay-ai = asg” - asq " ay-asq'-asq’ = af =243.

Platy wyraz pewnego ciagu geometrycznego (a,) jest rowny 2, Oblicz, wykorzystujac przedstawiong metode,
a)as- as- ag; b) iloczyn dziewigeiu poczatkowych wyrazdw ciagu (a,).

M 2 . . Aixeoies taak P ierw-
Hoczyn wyrazéw piatego, szdstego 1 siddmego ciggu geometiycznego {an) rqwny jest 64, a suma pie
szego i szOstego wyrazu tego ciagu jest rtéwna 4,125. Oblicz pierwszy wyraz ciagu (@.)-




CIAGI

70.R  Ciag geometryczny (a,) o wyrazach réznych od zera nie jest ciagiem arytmetycznym i kazdy jego wyraz
Jjest réwny Sredniej arytmetycznej dwéch wyrazéw nastepujacych bezposrednio po nim. Oblicz dziesiaty
wyraz ciagu (a,) wiedzac, ze jego pierwszy wyraz Jjest réwny 5. )

71, Pewne trzy kolejne wyrazy ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a, =n® -3n+ 8 sg kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego (b,). Wyznacz iloraz ciggu (b,).

72.R  Pewne urzadzenie w fabryce ulega szybkiemu zuzyciu i jego wartos¢ rynkowa jest réwna polowie warto-
$ci sprzed roku. Oblicz ceng nowego urzadzenia wiedzac, ze po siedmiu latach eksploataciji jest warte
5 tys. zlotych.

73. Po opublikowaniu sprawozdania finansowego przez firme X, notowang na gieldzie papieréw wartoscio-
wych, cena akcji tej firmy spadata o 10% na czterech kolejnych sesjach gietdowych. Przed opublikowa-
niem sprawozdania jedna akcja kosztowata 123 z1.

‘a) Jaka byta cena akcji firmy X po tych caterech sesjach. Wynik zaokraglij do setnej czesci zlotego.
b} O ile procent w ciagu tych czterech sesji gietdowych spadta cena akcji firmy X.

¢} O ile procent musiataby wzrosna¢ cena akeji tej firmy, aby ponownie wynosita 123 7.

W punktach b} i ¢) wynik podaj po zaokragleniu do pefnego procentu.

74. Teleturniej skiada sig z pewnej liczby etapéw, a w kazdym etapie uczestnik teleturnieju odpowiada na jed-
no pytanie. Poczawszy od drugiego etapu, udzielajac poprawnej odpowiedzi, uczestnik teleturnieju wy-
grywa kwotg dwa razy wieksza od kwoty wygranej w poprzednim etapie. Wiadomo, ze w piatym etapie
teleturnieju mozna wygraé 1200 21, a w ostatnim 19 200 zi
a) Jaka kwote mozna wygrac w pierwszym etapie teleturnieju? b} Z ilu etapéw sklada sie teleturniej?

75.R  Wielomian W) =x"+21x" +ax+b ma trzy pierwiastki, ktdre sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycz-
nego o ilorazie 2. Znajdz wspélezynniki a i b.

76. Trzy liczby a, 6, ¢, gdzie a i c sq liczbarni dodatmimi, tworza ciag geometryczny. Suma odwrotnodci tych
liczb wynosi 0,7(2). Znajdz liczby aic.

77. Znajdz wszystkie liczby ortakie, aby ciag (cosa, sing, ~1,5) byt geometryczny.
B 78.R Znajdz te wartosci a;ﬁ% +km, gdzie ke C, dla kiérych ciag (tga,. sing, cos’0) jest geometryczny.
79. Dane s liczby a= (log 2)?, & =log4, c=4. Uzasadnij, ze ciag («, b, c) jest geometryczny.
80. Znajdz wszystkie takie liczby p, aby liczby log249-log13, log p, log,4 tworzyly w podanej kolejnosci
ciag geometryczny.
81, Uzasadnij, ze liczby log (T+46), log (/7 -+6), log (7 +6) tworza ciag geometryczny.

i I
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82.*R Dla jakich wartosci xe R\ {1} liczby a=1+log,3, b=log,36, c= S 1ogg 6 sg kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego?
837 R Dane saliczby a=log (2 +1), b=log (3+2/2), c=log (17+1242). Wykaz, ze ciag (a, b, ¢) jest geome-
tryczay.
84 Wyznacz wszystkie ciagi geometryczne, w ktérych kazdy wyraz poczynajac od trzeciego jest rowny
. potowie sumy dwdch poprzednich.
jli i dw nieskonczonego ciagu geometrycznego (a,)
1 nej liczby naturalnej & suma k poczatkowych wyrazow me§ [
5o-® isi 11'3(36::1/1121]5 a s1}1]ma 2k poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest réwna 25. Oblicz sume 3k poczatkowych
wyrazéw ciagu (a,).
j j 6w ci znego (a,) jest dziesied

G liczby naturalnej k suma 4k poczatkowych wyrazow ciagu geometryc )

% ]r)alzayp;‘izrli?za nizysuma 2k poczatkowych wyrazéw tego ciagu. Qe razy suma 2k poczatkowych wyrazéw
ciagu (a,) jest wieksza od sumy  poczatkowych wyrazéw tego ciagu?

87 Udowodnij, ze jezeli cztery liczby dodatnie a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego,
to a+dzb+c.

88.%* R Liczby ay, as, as, ..., dzp $4 kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego o dodatich wyrazach. Znajac

. b ) - L icz i =a,-ay-as-... ag.
sumy: S=a,+das+as+...+ay oraz T:_“T+@+7l?+"'+azo , oblicziloczyn I=a,-ay-as 20
3 =l
89.%  Znajdz wzornasume S, (x) =1+ 2x+3x” +42° +4nx"
CIAG ARYTMETYCZNY + CIAG GEOMETRYCZNY

90. Pomigdzy liczby 243 i 48 wstaw takie trzy liczby, aby wraz z danymi tworzyly
a) ciag arytmetyczny; b) R ciag geometryczay.

91. Liczby 2x—2, %, 4x—2 tworza (w podanej kolejnosci) ciag arytmetyczny isa Lr.zeu_)a poczatkowymi
wyrazami czterowyrazowego ciagu (a,). Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,), wiedzac, ze liczby as, as, a4 sa
trzema kolejnymi wyrazami pewnego ciagu geometrycznego.

92.

Clag (ay) okreslony jest wzorem a,=2n"—3n+4. S o

a) Trzeci i piaty wyraz ciagu (a,) sa odpowiednio réwne széstemu i dz1ew1Qmaste.mu wyrazowi ciagu
arytmetycznego (b,,). Tle poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (b,) nalezy dodaé, aby otrzy-
mana suma byla nie mniejsza od 4837

b) Piaty oraz trzeci wyraz ciagu (a,) sa adpowiednio réwne pierwszemu i drugiemu wyrazowi nieskon-
CZOnego ciagu geometrycznego (¢n). Ktéry wyraz ciagu (c,) jest réwny %?




CIAGI

93.

94,

95.

96. R

97.

98.R

99. R

100.

101.

102.

1083.

Pagi Joanna ma t{gjg dzieci: Ale, Anig i Tomka. Ala, najmtodsza z tr6jki rodzenstwa, ma dwa lata. Gdyby
na}starszy z te] troqk1 Tomek byt o rok miodszy, to zapisujac wiek dzieci od najmtodszego do najstarszego,
otrzymaliby$my ciag arytmetyczny, a gdyby Tomek byl o rok starszy, to otrzymaliby$my ciag geome-
tryczay.

a) Oblicz wiek Ani.

b) Zaile lat, zapisujac wiek dzieci od najmiodszego do najstarszego, otrzymamy ciag geometryczny?

Dane sg liczby:
a=log 0520 — log ostS +log 0,53 , b=10g§30 —log30-logs5 ~logsS, c=logy 81+4logy 7.

Uzasadnij, ze ciag (a, b, ¢) jest arytmetyczny, zas (b, a, ¢) jest ciagiem geometrycznym,

Dla jakich w:._\rtos’ci xiyliczby x+y, 2x~1, y+2 sa trzema kolejnymi wyrazami zaréwno ciagu aryt-
metycznego, jak i geometrycznego?

Trzy Lit?zby catkowite, z ktérych pierwsza jest pieé razy mniejsza niz druga, tworza ciag arytmetyczny.
Gdybysmy druga z tych liczb zmniejszyli o 4, to otrzymaliby$my ciag geometryczny. Znajdz te liczby.

Trzy liczby tworza, r(?snaccy.ciatg arytmetyczny. Jezeli pierwsza z nich zwigkszymy o 1, to olrzymamy cigg
geo_metryczny. Jezeli drugi wyraz otrzymanego ciagu geometrycznego pomnozymy przez 2, a trzeci
zwigkszymy o 11, to znw otrzymamy ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

P_ierwszy Wyraz rosnacego ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 2. Znajdz réznicg ciagu (a,) wiedzac, ze
ciag (as, as, a7) jest geometryczny.

Trzy. ﬁc_zl}y, kidrych suma jest réwna 93, tworza ciag geometryczuy. Te same liczby stanowia pierwszy,
drugi i si6dmy wyraz ciagu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

Sz;snastowyrazqu ciag arytmetyczny (a,) nie jest ciagiem statym. Suma wszystkich jego wyrazéw réw-
na jest 192. Znajdz wzér na wyraz ogélny ciagu (a,) wiedzac, ze jego czwarty, siédmy i szesnasty wyraz
tworza w podanej kolejnosci ciag geometryczny.

Wykaz, z§ jezeli ciag (a,) jest arytmetyczny, to ciag (b,) okreslony wzorem b, = 2% Jest geometryczny.

Wykaz, ze jezeli (a,) jest ciagiem geometryczaym o dodatnich wyrazach, to ciag (b,) okreslony wzorem
bp=log a, jest arytmetyczny.

Ciag o dodatnich wyrazach (a,) jest geometryczny. Ciag (b,) dla kazdej liczby catkowitej dodatniej
okreslony jest nastepujaco: b, =log 3 a, +; + log; a,. Znajd? iloraz ciagu (a,) wiedzac, Ze (B, jest ciagiem
arytmetycznym o réznicy 8.

T YT T T T T e

CIAG! 19

104. R Liczby‘a, b, ¢ sg kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, zas liczby b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami nie-
monotonicznego ciagn geometrycznego. Suma pierwszej tréjki liczb wynosi 12, drugiej 19. Wyznacz licz-
bya, b, c, d

105. Mamy dwa ciagi rosnace: arytmetyczny (a,) i geometryczny (b,). Pierwsze wyrazy obu ciagdw sa rowne 2,
trzecie ich wyrazy sa takie same, a jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest téwny pigtemu wyrazowi ciagu
geometryczaego. Oblicz réznice ciagu (a,) i loraz ciagu (b,).

106.  Liczby x, ix; sa miejscami zerowymi funkcji f(x) =x*+bx +¢. Wyznacz zbiér wartoci funkeji f wiedzac,
ze ciag (x, V2, X,) jest geometryczay, a ciag (xi, W3, ) jest arytmetyczny.

107. R Pierwszy, trzeci i jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego o réznicy r#0 s kolejnymi wyrazami ciagu geo-

. . . ] 2
metrycznego o ilorazie g. Dla jakich wartosci parametru m najmniejsza warto$¢ funkeji f(x)=x"+mx+gq
jest wieksza od —1967?

108.% A Dane sq dwa ciagi: arytmetyczny i geometryczny. Kazdy z nich sklada sig z trzech wyrazéw dodatnich.
Pierwsze wyrazy tych ciagéw sa réwne oraz ostatnie wyrazy tez sa rowne. Suma wyrazéw ktérego ciagu
jest wigksza?

ZADANIA ROZNE

109. R Oblicz sume wszystkich nieparzystych liczb dwucyfrowych.

110.  Wyrazami skoficzonego i malejacego ciagu (a,) sg wszystkie liczby trzycyfrowe podzielne przez 9.
a) Podaj ostatni wyraz tego ciagu.

b) Znajdz wzdr na wyraz ogdlny ciagu (a.).
¢) Oblicz sume dziewigtnastu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).
111. W Oblicz sume tych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 3 i sa mniejsze od 300.

Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco: a,=1+2+3+...+2n+(2n+1). Oblicz pierwszy i dziesiaty wyraz
ciagu (a,).

Efyzgacz sume wszystkich nieskracalnych wtamkéw nalezacych do przedziatu (2; 8), ktérych mianowni-
em jest 7.

Pierwszy wyraz ‘fiﬂg\l (ay,) je_st wéwny 1, za§ n-ty wyraz, gdzie n > 1, réwny jest sumie n kolejnych liczb
naturalnych, z ktérych najmniejsza jest n. Ktéry wyraz ciagu (a,) jest réwny 707
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115.

116.

117.

118.

119. r

120.

121,

122. w

123. R

CIAG!

Twierdzenie. Dia kazdego ne Cy zachodzi réwnosé P+2d430 .+n3=(1 #2434, . 4+n)
Korzystajac z podanego twierdzenia,

a) oblicz sume 1°+2°+3%+. . +40%

b) oblicz sume szescianéw wszystkich naturalnych liczb dwucyfrowych;

c) zapisz liczbe 14400 jako sume szesdcianéw poczatkowych dodatnich Liczb catkowitych.

W turnieju szachowym nagrodzono szachistow, ktérzy zajeli miejsca od 1 do 6. Na nagrody przeznaczono
63000 $, a kazda z nagréd za zajecie miejsca od 2 do 6 réwna bylta potowie nagrody, jaka otrzymat
zawodnik zajmujacy miejsce o jeden wyzsze. Jaka byta wysokosé nagrody za zajecie czwartego miejsca?

Na poczatku 2002 roku zasoby wegla kamiennego w Polsce szacowane byly na 64 mid ton. W 2002 roku
w Polsce wydobyto 103,7 min ton wegla. Jaki procent zasobdw wegla kamiennego w naszym kraju ulegt-
by wyczerpaniu do kofica 2101 roku, gdyby Kazdego roku wydobycie wegla wzrastato o 0,4 min ton?
Wynik zackraglij do pierwszego misjsca Po przecinku.

W pewnym nadlesnictwie postanowiono wymieni¢ drzewostan na obszarze 150 hektaréw. W pierwszym
roku zaplanowano wymiane na obszarze 3 hektaréw i ustalono norme, wedtug ktrej w kazdym nastepnym
rokn bedzie sig dokonywaé wymiane na obszarze o 1 hektar wigkszym niz w roku poprzednim.

a) Oblicz, ile lat bedzie trwaé wymiana drzewostanu na zaplanowanym obszarze.

b) Oblicz, o ile nalezatoby zwigkszyé norme wymiany drzewostanu, aby skrécié caly proces o 3 lat,

¢) W obu przypadkach oblicz liczbe hektaréw, na ktérych dokonana zostanie wymiana w ostatnim roku.

Przez kolejnych dwadziescia dni do basenu zawierajacego poczatkowo 1000 m’ wody doprowadzano
wode. Pierwszego dnia wplyneto do basenu 25 m’ wody, po czym kazdego dnia doprowadzano o 2 m’
wody wigcej niz dnia poprzedniego. Réwnoczesnie z basenu ubywato codziennie 50 m’ wody.

a) Jaka ilos¢ wody bedzie w basenie po 10 dniach?

b} Po ilu dniach basen bedzie zawierat najmniejsza ilo§é wody?

Wykres ciagu (a,) zawiera si¢ w paraboli o wierzchotku W =(%, —%), przechodzacej przez punkt
P=(0, 27). lle yjemnych wyrazéw ma ciag (a,)?

j 2 i 7 i 1 T [T
Dana jest funkcja f(x) = 3“% Ciag (a.) dla kazdej catkowitej dodatniej liczby okreslony jest w naste.
pujacy sposéb: a, = f(L)

n

a) Oblicz dziesiaty wyraz ciagu (a,).

b) Podaj wzér na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

c+2
Rozwiaz réwnanie L+5ELy X2, +%@:2010.

3

Rozwiaz réwnanie n+(n+1)+(n+2)+ ... +3n+GBn+1)=232, gdzie ne C,.

=" W T 3 R U S O A N N TS0 WU 00 TR T At R U T v v
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125. R

iy
>3
_03

127. R

128.

129w

130.

131.R

132.

: L el 143+45+...+@n-1)
Dany jest clag o wyrazie ogélnym a, = 5 ) .

ciagu.

Zbadaj monotonicznosé tego

Liczby sina, 0,2, coso. tworza w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny. Oblicz iloczyn sinti-cosct.

Liczby sina, 0,2, cose, gdzie o€ (7 %7[), tworzg, w podanej kolejnosei ciag geometryczny. Oblicz sume
sing + cosol.

Oblicz sume wszystkich miejsc zerowych funkeji f(x)=cosx nalezacych do przedziatu (0; 50m).
L T
Oblicz sume stu najmniejszych dodatnich rozwiazafi réwnania sin’x=sinx.

Ciag (a,) dany jest wzorem a,= sin(%+n7r)A Oblicz sume a; +2as+3as+ . . . +50asp.

Liczby x; i x, sa pierwiastkami réwnania 2x” + mx — 1 =0. S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,)
§ isz i S0 i 2 e p i lednie pierwszymi
okreslonego wzorem a, = (x))"(x,)". Zapisz iloraz S W postact 7 gdzie p 1 g sa wzgle p: ymi

liczbami naturalnymi.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej k>—2 sumg wszyst}dch)h’czb calllkowitych spetnia-
jacych nieréwnosé x* — 3kx +2k% ~ k-1 <0, gdzie x jest niewiadoma. Znajdz wzér funkcji f.

2n-3
. . 3-p o _
Dany jest ciag (a,) 0 wyrazie ogélnym a, :(EJ , gdzie pe R\ {-3}.

a) Udowodnij, Ze ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym. - '
b) Wyznacz te wartoéci parametru p, dla ktérych ciag (a,) jest malejacy.

. logg a, i .
133.R  Ciag (a,) okreslony jest w nastepujacy sposéb: @y =4(2+3)? i a,,;=3"% %" dla kazdej liczby catkowi

134.% R Wyrazy ay, ag, as, . ..

tej dodatniej n. Zapisz trzeci wyraz ciagu (a,) W postaci a+b\c, gdzie a, b, c sa liczbami catkowitymi.

, ay pewnego ciagu (a,) spelniaja warunki: a; +a; + as+ar+ay= ’%0, i
i $ sdej liczby ne C, wzorem b,=4>""> jest ciagiern
G+ ay+ag+ag+ap=15. Clag (b,), okreslony dla kazdej liczby » .

geometrycznym. Oblicz iloraz ciagu (by).

135.%W Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=4n— 13. Znajdz wszystkie liczby naturalne & takie, ze wyrazy

U A sy, @5 4 liczbami pierwszymi.
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CZESC TEORETYCZNA

KATY
= Jesli proste a i b sa réwnolegte, to

hEGQ=a=ay 1 f=p=F=4,

ayiey, aia, g i By B3 1 B, — katy wierzcholkowe
o, 1 y oy ioay, Biig;, 8,18, —katy odpowiadajace
% 1a, By By —katy naprzemianlegle (wewnetrzne)

TWIERDZENIE TALESA

Jezel ramiona kata przetniemy prostymi réwnoleglymi, to odcinki w:

; uemny y yznaczone przez te £ j ient
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw na drugim ramieniu kata. P proste na Jednym ramien kata, sa

Jezeli m |1 n, to

o

A\

TROJKAT
UWAGA. We wszystkich wzorach i twierdzeniach dotyczacych tréjkata przyjmujemy, ze

1} naprzeciw katéw o miarach ¢ B, 7 leza boki o dlugosciach adpowiednio g, b, ¢.

2) roraz R sa promieniami okregdw odpowiednio wpisanego w tréjkat i opisanego na wdjkacie.
= Tréjkat prostokatny o przyprostokainych a, b i przeciwprostokame;j c.

Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym:

b

3 a
c sing ==, cosa=<, tga=2
¢ c £ b

Twierdzenie Pitagorasa: a* + b* =%
b Pole: P=Lap,
= Tréjkat réwnoboczny o boku a.

i _.an 23
Wysokosé: b= Pole:P:a—“£. R:%h:ig/i, r:%h:

= Cechy podobienistwa: kat-kat, bok-kat-bok, bok-bok-bok.

8

. =1 :
Pole.P——z-ah, P=%absm7, P=%r(a+b+c), P=%”E“-.

8

Srodkows, nazy»lvanlly Qdcinek Iaczacy wierzchotek ze srodkiem przeciwleglego boku.

Srodkowe przecinaja sig w jednym punkcie, zwanym srodkiem cigzkosci tréjkata.

Punkt ten dzieli kazda srodkowa w stosunku 2 ;1.

Dwausieczne katéw (wewnetrznych) przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat
s B . . . . . © B

Symetralne bokéw przecinajq sie w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie

Odeinek taczacy srodki dwéch bokéw tréjkata jest réwnolegly do trzeciego i réwny jego potowie.

a bo—_<_-2r

Twierdzenie sinuséw: —4— =2 = _
sinz  sinf siny

Twierdzenie kosinuséw: ¢* =a® +b* ~2abcos 7.

0 4 & 8 3 s

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkqcie.

£

Dwusieczna kata tréjkata dzieli przeciwlegly bok na odcinki, ktérych stosunek diugo-
§ci jest réwny stosunkowi dhugodei pozostalych bokéw: £ =& i
y B

PLANIMETRIA 23

ROWNOLEGLOBOK

= Pole: P=ah (a - bok réwnolegtoboku, h — wysokod¢ poprowadzona do boku a).
= Przekatne dziela sig na polowy.

= Suma dwdch kolejnych katéw wynosi 180°.

ROMB

= Pole: P=ah, P= %pq (p, ¢ — przekatne rombu).

= Przekatne przecinaja sie pod katem prostym.

= Przekatne zawieraja si¢ w dwusieczaych katdw rombu.

TRAPEZ
= Pole: P= “—';Q h {(a, b—podstawy trapezu,  — wysokos¢ trapezu).
= Odcinek laczacy $rodki ramion trapezu jest :éwnolegly do podstaw, a jego dhugodé réwna jest polowie sumy dlugosei podstaw.

= Suma katéw przyleglych do ramienia jest réwna 180°.

OKRAG 1 KOLO
=2 Pole kota: P=nr* (r— promien kota).
w Diugosc okregu: [=2nr (r— promien okregu).

STYCZNA DO OKREGU
= Styczna do okrggu jest prostopadia do promienia poprowadzonego do punku styczno$ci.
= Twierdzenie o gwiqekach miarowych miedzy odcinkami stycznej i siecznej. ’

k S P Jezeli prosta k jest styczna do okrggn o w punkcie S, prosta / przecina okrag o w
punktach A i B, a proste k i / przecinaja si¢ w punkcie P, to iloczyn diugosci odcin-
kéw PA i PB jest réwny kwadratowi dfugosci odeinka PS.

|PBHPAl=1PSP

KATY W KOLE

= Katy wpisane oparte na tym samym tuku maja réwne miary.

= Miara kata wpisanego jest réwna polowie miary kata srodkowego opartego na tym samym fuku.

= Kat wpisany oparty na $rednicy jest katem prostym.

= Zaleznosé¢ miedzy kqtem srodkowym i kqtem miedzy styczng a cieciwg okregu.
Kat ostry — wyznaczony przez cigciwg okregu i styczna do tego okrggu poprowa-
dzong, przez jeden z koncéw cigciwy — ma miarg réwna potowie miary wypuklego
kata $rodkowego opartego na tej cieciwie (ma wiec miare réwng mierze kata wpisa-

w nego opartego na tej cigeiwie).

/)

CZWOROKAT OPISANY NA OKREGU .
= W czworokat mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugosci przeciwlegtych bokéw czworokata sa réwne.

CZWOROKAT WPISANY W OKRAG
2 Na czworokacie mozna opisaé okrag wiedy i tylko wtedy, gdy sumy miar przeciwlegtych katéw czworokata sa réwne (po 180°).

WIELOKATY PODOBNE
= Stosunek ps| wielokatéw podobnych jest réwny kwadratowi skali podobiefistwa.
% Stosunek obwodéw wielokatéw podobaych jest téwny skali podobienstwa.

e e R A S W WP e e et i e e S TP TS l/%‘ra\.‘h S
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ZADANIA WPROWADZAJACE

© okresla¢ wiasnosci wielokatéw (w tym twéjkata ~ przyp. red.) i postugiwag si¢ nimi

Z j f. 1 G Sl éet ié 2 o
dajacy potrafi ©_posiugiwa si¢ wlasnosciami $rodkowych bokéw trojkata

katy w tréjkacie

21R W tréjkacie ABC miara kata BAC jest o 20° wieksza od miary kata ABC i trzy razy mniejsza niz miara kata
' ACB. Oblicz miary kat6éw tréjkata ABC.
2.2R  Katy migdzy bokiem tréjkata ostrokatnego, a wysokosciami opuszczonymi z wierzchotkéw nalezacych do tego
boku maja miary 20° i 40°. Znajdz miary katéw tréikata.
2.3R  Prosta k jest réwnolegla do Jednego z bokéw tréjkata ostrokatnego i przecina pozostate dwa boki. Katy rozwar-
te, jakie tworzy prosta k z bokami tréjkata, majg miary 110° i 130°. Oblicz miary katéw tréjkata,
24R W udjkacie ABC bok AB jest dwa razy dhuzszy od srodkowej CD. Wyznacz miare kata ACB.
twierdzenie Pitagorasa
2.5R Jednaz przyprostokanych tréjkata prostokatnego ma dhugodé a i jest pieé razy krétsza od przeciwprostokatne;.
Wyznacz diugosé srodkowej poprowadzonej do dhuzszej przyprostokatne;.
2.6R

Jeden z bokéw tréjkata ma dhugosé 42, a dhigoscei wysokos’ciri Srodkow

¢j poprowadzonych do tego boku sa
réwne odpowiednio 8 i 17. Oblicz dhugosci pozostatych bokéw tréjkata.

twierdzenie o érodkowych tréjkata

2.7R  Podstawa tréjkata réwnoramiennego ma dtugosé 8, a wysoko$é poprowadzona z wierzchotka tréjkata ma diu-
gos8¢ 9. Jakie dhugosci maja srodkowe tego tréjkata? :

2.8R  Srodkowe tréjkata ABC poprowadzone z wierzcholkéw A i B majg dlugosci réwne odpowiednio 9 i 12, a prze-
cinajg si¢ pod katem prostym. Oblicz dhugosci bokéw ABi AC.
twierdzenie o dwuslecznej kata trojkata

29R Boki 4B, BC, AC tr6jkata ABC maja dlugosci réwne odpowiednio 4, 6, 5. Oblicz diugosci odcinkéw, na jakie -
dwusieczna kata ABC dzieli bok AC,

210w

Dwusieczna kata prostego tréjkata prostokatnego dzieli przeciwprostokamg na odcinki o dhugosciach a i b.
Oblicz diugosci prayprostokatnych tego tréjkata.

rozpoznawad tréjkaty podobne na podstawie cech podobienstwa tréjkatéw

stosowaé twierdzenie Talesa do rozwiazywania probleméw teoretycznych lub praktycznych

stosowad cechy podobieistwa tréjkatéw do rozwiazywania probleméw teoretycznych lub praktycznych
wykorzystywaé wiasnoéci figur podobnych

Zdajacy potrafi

211 R Odcinki AX i BL sg wysokosciami tréjkata ostrokatne

g0 ABC, a punkt § punktem ich przecigcia. Wykaz, ze
podobne sa tréjkaty a) AKC i BLC:

b) LAS i BKS; ¢) ABC i LKC.

REREREEA 1. 1 4 1 £ L 1 1 L L 1 I L XTI LTI s e e e
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12 8 Dany jest iréjkat o bokach dugosei 6, 101 14. Oblicz obwéd tréjkata podobnego do danego, ktdrego najkrétszy
2127 : g
bok ma dhugoéé 9.

Wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego tréjkata prostokatnego dzieli przeciwprostokama na od-

2138 cinki o dtugodciach 112. Oblicz diugoéci bokéw tego trGjkata.

W trapezie ABCD, w ktérym ABI|CD i |AB| > |CD| przediuzono boki BC i AD do przecigcia w punkcie O.

4R . 2 1A 1 _1a
2 Oblicz dlugoséodcinka OC, jezeli |ADI=12, {0D|=15, 1BCl=13.

W trapezie KLMN punkt P jest punktem przeciecia przekatnych trapezu. Oblicz diugos¢ podstawy KL wiedzac,
ze |MNI=3, IMP|=2 i |PKI=5.

2.15R

216" Stosunck pél dwéch wielokatéw podobnych wynosi 196 : 289. Znajdz stosunek obwodéw tych wielokatdw.

Odpowiadajace soi)ie przekatne dwu wielokatéw podobnych maja si¢ jak 3: 4, a pola tych wielokatéw réznia sig
028 cm’. Oblicz pola tych wielokatéw.

2.17R

]

o wlasnosci czworokatéw wypukiych

Eajqcy zna

. 6 i $¢ katnej kwadrarmu
218 R Suma dtugodci boku kwadratu i jego przekatnej jest rowna 1. Oblicz diugosé przekatnej .

219 R Przekatne rombu tworza z jednym z bokéw katy, z ktdrych jeden jest o 15° wigkszy od drugiego. Oblicz miary
katéw tego rombu.

2.20 W Oblicz obwéd rombu o przekatnych dugosei 16 mm i 63 mum.

221 R Jedna z przekamych rombu jest dwa razy dtuzsza od drugiej. Wyznacz stosunek obwodu rombu do sumy diugosci
jego przekatnych.

Iy T rra oo ors

rownolegtobok

. N e Sw tego
222 R Miara kata rozwartego réwnolegtoboku jest o 74° wigksza od miary jego kata ostrego. ZnajdZ miary katéw teg
réwnolegioboku.

: - - Kat
2.23 R Z wierzchotka kata rozwartego réwnolegioboku poprowadzono dwie wysokosci. ‘Wysokosci te tworzg kat
o mierze 50°. Znajdz miarg kata ostrego réwnolegioboku.

trapez

2:24 W W trapezie ABCD o podstawach AB i CD miara kafa przy wierzcholku A jest cztery razy mniejsza mezr f:ifﬁ;a‘;
przy wierzcholku D, a miara kata przy wierzchotku C jest trzy razy wigksza niZ miara kafa przy wierzeh .
Oblicz miary katéw tego trapezu.

S e e Et




26 PLANIMETRIA

2.25  Podstawy trapezu féwnorarrﬁennego majg diugodci a i b (a> b). Z wierzcholka kata 10ZWartego rapezu popro-

wadzono wysokosé. Uzasadnij, ze wysokosé ta dzieli dhuzsza podstawe na odeinki o diugosciach “T‘b i %ll

2.26 R Ramiona trapezu majg diugosci 4 i 8, a obwéd trapezu jest réwny 30. Oblicz diugosé odcinka aczacego srodki
ramion tego trapezu.

Zdajacy potrafi

2.27 W W okregu o promieniu 5 poprowadzono d
tymi cigciwami.

o okresla¢ whasnosci podstawowych figur plaskich (m.in. okrag, koto) i postugiwad sig nimi !
° stosowaé twierdzenie o zwiazkach miarowych miedzy odcinkami stycznych i siecznych

wie réwnolegle cigciwy o dhugosciach 6 i 8, Oblicz odlegtos¢ miedzy

228 R Okregi o(4, 1), o(B, 2), o(C, R) $4 parami styczne zewngtrznie. Oblicz R, jeshi |£BACI=90°.

2.29 R Dwa styczae zewnetrznie okregi o $rodkach A i B sa styczne wewn

gtrznie do okregu o(C, 4), przy czym punkty
A, B, C nie sa wspélliniowe. Oblicz obwéd tréjkata ABC.

230 R Kat wyznaczony przez dwa promienie okregu ma miare 40°

. Oblicz miare kata rozwértego, ktéry tworzg, styczne
do okregu poprowadzone przez korice tych promieni.

bl

2.31 R Odleglosci érodkéw dwéch okregéw od wierzchotka kata o sa réwne odpowiednio 8 1 12. Okregi te sa styczne

zewnetrznie i kazdy z nich jest styczny do obu ramion kata o Oblicz diugosci promieni tych okrggdw.

2.32 R Prosta k przecina okrag o w punktach P i Q. Prosta ! jest styczna do okrggu 0 w punkcie S. Punkt X jest punktem
wsp6lnym prostych &1/, a punkt Q jest $rodkiem odcinka PK. Wyznacz stosunek dhugosei odcinkéw PQ i SK.

2.33R szmiq tréjkata réwnoramiennego ma diugosé 3, a kat przy podstawie ma miarg 30°. Okrag o jest styczny do

prostej zawierajacych jedno z ramion, a drugie ramie Jest jego cieciwa, Oblicz dlugosci odcinkéw, na Jjakie
okrag o dzieli podstawe tr6jkata.

° rozwigzywaé zadania geometryczne z wykor y funkcji trygonc yeznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Zdajacy potrafi ¢ oblicza¢ obwody i pola podstawowych figur plaskich, migdzy innymi z zastosowaniem funkeji frygonometrycznych

2.34 R Wysokosé CD irdjkata ABC ma dhugosé 6 cm i dzieli bok AB na odeinki o dingoseiach: |AD|=38, |BD|=243.
a) Oblicz tangens i kosinus kata BAC. b) ZnajdZ miare kata ABC.

2.35R Jeden kat ostry tr6jkata prostokatnego ma miarg o Wyznacz diugosci bokéw tego

tréjkata wiedzac, 76 wyso-
ko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dhugo$é h. .

diugosé v’g, 4 jedna z podstaw jest trzy razy dhuzsza od drugiej. Oblicz
pole trapezu wiedzac, ze sinus jego kata ostrego jest réwny 0,2.

T T
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2.37 R Podstawy trapezu prostokatnego maja diugosci 70 i 30, kat ostry trapezu ma miarg 22°. Oblicz pole tego trapezu.
’ Przyjmij, ze sin22°=0,375, cos22°=0,927, tg22°=0,404.

2.38 R Promiefi okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym ma dhagos¢ R. Znajdz diugos¢ promienia okregu wpisa-
' nego w ten tréjkat i obwdd tréjkata.

230 R W okrag o promieniu 13 wpisano rozwartokatny éjkat réwnoramienny o podstawie 24. Oblicz pole tréjkata.

2,40 R Suma miar dwéch katéw tréjkata jest réwna a, a boki zawarte w ramionach trzeciego kata majg, diugosci a i b.
. Oblicz pole trojkata.

2.41 W Romb o kacie ostrym 30° jest opisany na okregu o promieniu 2. Oblicz pole tego rombu.
2.42 R Wysokosci réwnolegtoboku maja diugosci 2 i 4. Oblicz pole réwnolegloboku wiedzac, ze jego obwdd wynosi 30.
2.43 B Kat rozwarty réwnolegloboku o bokach diugosci 6 1 7 ma miarg 150°. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

2.44 R Z dwéch przeciwleglych wierzchotkéw kwadratu o boku 2 zakreslono okregi o promieniu 2. Oblicz Pole
' ,.soczewki” wyznaczonej przez te okrggi.

Zdajacy potrafi

2.45R Wierzchotki ostrokatnego tréjkata ABC naleza do okrggu o $rodku S. Oblicz miary katéw tréjkata ABC wiedzac, ze
|£ASB{=80°1 [£BSCi=130°.

o postigiwaé sig whasnosciami katéw srodkowych i wpisanych w kolo o
e korzysta¢ ze zwiazku migdzy katem Srodkowym i katem miedzy styczna a cigciwa okrggu

2.46 W Do_okregu naleza trzy punkty dzielace okrag na trzy tuki, ktérych stosunek diugosci wynosi2:3:4. Obhc? miary
katéw tréjkata, kidrego wierzchotkami sa te punkt)j.

247 R W okrag wpisano tréjkat KLM i poprowadzono srednicg AL. Wyznacz miary katéw téjkata o wierzchotkach
w punktach L, A, K wiedzag, ze kat KML ma miarg 29°.

2.48 R Na tréjkacie ostrokatnym ABC opisano okrag, a nastepnie poprowadzqno prostac k, ktéra jest'stygznisg()‘ tseio
okregu w punkcie B. Prosta k tworzy z bokami AB i BC katy ostre o miarach réwnych odpowiednio i54°.
Oblicz miary katéw tréjkata ABC.

Zdajacy potrafi | e postugiwaé sig wlasnosciami: symetralnej odcinka, dwusieczne] kata

. . - ‘est
249w Symetralna boku AB tréjkata ABC przecina bok BC w punk.c'w K, przy czym odcinek BK ma diugos¢ 5. Jaka jes
odlegtosé punktu K od wierzchotka A? Odpowiedz uzasadnij.

2.50 W Dwusieczne katow ABC i BAC wéjkata ABC przecinaja sie w pu{].kcie K. Odleglosé punktu K od odcinka AB
wynosi 3. Jaka jest odlegtosé punktu X od edcinka AC? OdpowiedZ uzasadnij. .
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o , S 008¢ ¢ odstawie ma miarg . Wyznacz diugos¢ promienia
2.51 W W udjkacie ABC mamy dane: |£A] = 20°, |£B| = 60°. Punkt § jest Srodkiem okregu wpisanego w ten wdjkat. 4 953 R Ramig ir6jkata réwnoramiennego ma diugos¢ b, a kat przy p
Oblicz miary katéw ASB, BSC,ASC.

a) okregu opisanego na tréjkacie;
b) okregu wpisanego w trdjkat.
252 R Kat migdzy ramionami Sjkata réwnoramiennego ma miarg 40°.

Promieni okregu wpisanego w ten tréjkat ma
diugosé 2,1 cm. Oblicz dtugosé podstawy tréjkata. §

254 R Jeden z bokéw tréjkata ma diugos¢ a, za$ katy trAéjkafta przylegle do tego boku majg miary e i
- a) Znajdz promiest okrggu opisanego na tyn:f ‘txéjchxe.
b) Wyznacz dlugosci pozostatych bokéw troﬂ(‘z?_ta.
¢) Znajdz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

2.53 B Jeden z katéw tréjkata prostokatnego ma miarg 60°

a promiefi okregu wpisanego w ten réjkat ma dhugosé 1.
Oblicz diugo$ci bokdw tréjkata. :

. - - o
‘ 265R Dhugosci dwéch bokéw tréjkata sa rowne 1 i 4, a miara kaga zawartego migdzy nimi wynosi 60°,
Zdajacy potrafi | ® korzystac z wiasnosci czwcrokq‘iow wypuklych wpisanych w okrag —] X O e e et
b) Oblicz promief okrggu wpisanego w ten éjkar.

2.54  Na czworokacie KLMN opisano okrag. Miara kata K jest o 50°

mniejsza od miary kata M i o 50° wieksza od
miary kata L. Oblicz miary kat6w czworokata.

2.56 R Boki tréjkata majq diugosci 4, 81 10. -

i ; i jkrd boku.
i inus i tangens kata lezacego naprzeciwko najkrotszego
2.35 R Boki AB i AD wpisanego w okrag czworokata ABCD maja, dlugosé réwna dugoéei przekatnej BD. Oblicz miare a) Oblicz kosin s 1‘ 2 < (;, e romees o
@ BCD tego czworola. b) Oblicz dugos¢ srodkowej poprowadzonej il
. : i Sikata.
Sci 6 Jl 2:3:4. Oblicz kosinus najwigkszego kata tego trdj 7
Zdajacy potrafl | o korzystaé 2 wiasnosci czworolctéw wypukdych opisanych na olaggn ¥ ] 2.67 R Diugosci bokdw tréjkata sa w stosunku

2.56 W czworokacie KLMN bok KL jest o 3 krétszy od boku MN, |LM|=8, a |KN|= 9. Oblicz dhugosci bokéw KL 2.68 B Na boku LM tréjkata réwnobocznego KLM obrano taki punkt A, ze |AM|:[AL[=4:1.
i MN wiedzac, Ze w czworokat KLMN mozna wpisaé okrag. .

a) Oblicz stosunek pol tréjkatéw KLA i KAM. B '
b) Oblicz stosunek promieni okregéw opisanych na tréjkatach KILA 1 KAM.

2.57R W caworokat ABCD mozna wpisaé okrag. Bok AB tego czworokata jest siedem razy krdtszy niz bok CD, za$ o) Wyznacz sinus kafa LKA.
bok AD jest trzy razy krétszy niz bok BC. Ile razy bok BC jest dtuzszy od boku AB? §

@ rozpoznawaé wielokaty foremne § ZADANIA MATURALNE

Zdajacy potrafi | e podawaé przykiady figur osiowosymetrycznych oraz Srodkowosymetrycznych
© wyznaczaé oS symetrii i Srodek symetrii figury

TROJKATY
2.58 R Podaj dtugosci przekatnych szesciokata foremmego o boku 1.

136.  Kat BAC tréjkata ABC ma miarg 13°, a kat ACB miarg 119°. Wysokoé¢ CD dzieli bok AB na dwa odeinki,
z ktérych krétszy ma diugos¢ 25 cm. Oblicz dhugo$é boku AC.

2.59 W Oblicz miarg kata a) pigciokata foremnego; b) szedciokata foremnego; c) dziewigciokata foremnego.

137.  Dwa katy tr6jkata maja miary 30° i 50°. Oblicz miare kata, jaki tworzy dwusieczna trzeciego kata z wyso-
2.60  Tle osi symetrii ma a) tréjkat réwnoboczny;  b) réwnolegtobok, ktéry nie jest rombem i nic Jest prostokatem;

koscia poprowadzona z wierzchotka tego kata. c ‘
¢) prostokat; d) szesciokat foremny? e
. PO . ‘ 138.  Oblicz miary katéw wéjkata ABC (patrz rysunek
. , N
2,61  Kréra z figur: réwnoleglobok, prosta, wojkat réwnoboczny, jest figura $rodkowosymetryczna? * obok) wiedzac, 36 AB || &
A ] B

Zdajacy potrafi

® stosowa¢: twierdzenie cosinuséw, twierdzenie sinuséw, zwiazki miarowe w tréjkacie oraz funicje trygonome-
tryczne do rozwigzywania zada matematycznych

. ) (& amienia
138. R W ostrokatnym tréjkacie réwnoramiennym ramie ma dlugosé 61, a wysokosé poprowadzona do ramieni
ma.diugosé 11,

a)} Oblicz pole tego tréjkata.
b) Oblicz dhugosc podstawy tego tréikata.

2.62R W téjkacie ABC miara kara ABC jest réwna 150°, a bok AC ma
opisanego na tym tréjkacie.

diugosc 4. Obiicz dtugos¢ promienia okregu

I - > L R e LT
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Definicja. Trdjkqgr prostokqty,

ktorego diugosci bokéw sq liczbami naturalnymi, nazgywamy trdjkq-
tem pitagorejskim.

a) Sprawd?, czy podane liczby sq dhugosciami bokéw tréjkata pitagorejskiego 1) 7, 24, 25, 1) 9, 14, 17.

b) Znajdz wszystkie udikaty pitagorejskie, ktrych dtugosci bokéw s

¢) Uzasadnij, ze jesli dlugosei bokéw tréjkata sa réwne =4, 2pq, PP+ gduie p i q sa liczbami
dodatnimi takimi, ze p > q, to tréjkat ten jest prostokatny, a nastepnie znajdz diugodci pozostatych
bokdéw tréjkata pitagorejskiego, kidrego najkrétszy bok ma diugosé 13.

a kolejnymi liczbami naturalnymi.

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka

kata ostrego rownoramjennego tréjkata prostokatnego ma dhugosé 3.
Oblicz pole tego wéjkata.

W wéjkacie ABC miara kata ACB jest dwa raz:
tréjkat ABC na dwa tréjkaty. Uzasadnij,
a) jest réwnoramienny;

b} jest podobny do tréjkata ABC.

y wieksza od miary kata CAB. Dwusieczna kata ACB dzieli
Ze co najmnie] jeden z otrzymanych tréjkatow

Srodkowa CD tréjkata ABC jest réwna bokowi AC i dwa razy kréisza od boku AB. Znajdz katy tego tréjkata.

Obliczymy tangens kata o mierze 22,5°. &

e Narysujmy wojkat réwnoramienny ABC, ktérego ra-
mi¢ ma dugosé a, za$ kat przy wierzchotku ma miare
135°. Kat przy podstawie tréjkata ma wiec miare
22,5°. Wéwezas kat KAC (patrz rys.) ma miare 45°.

1EAl o JKC_ i 5o ; =|KCl=1
g = cos45°i Al sin45°. Stad otrzymujemy |KA|=|KC) 5 a2,

N

K A a B
e Zatem

n
® Teraz mozemy obliczyé tangens kata 22,5°: tg22,5° = IxCl :—Zi =42 -1.

1
| za¥2 +a

W podobny sposéb oblicz tg15°.

Stosunek dhugosci przyprostok
dhuzszej z nich ma dugosé 15.

a) Oblicz diugos¢ przyprostokatmych tréjkata.
b) Oblicz odleglosé srodka ciezkosci tréjkata od dhuzszej przyprostokatnej.

atnych rdjkafa prostokatmego wynosi 3:8, a srodkowa poprowadzona do

Obwdd tréjkata réwnobocznego ABC jest rtéwny 9. Punkt X nalezy do boku BC i |BK]

=2. Oblicz tangens
kata BAK.

Podstawa tréjkata réwnoramiennego i w

ysokos¢ opuszczena na podstawe maja réwne diugosci, Wyznacz
kosinus kata przy podstawie tréjkata.

Podstawa tréjkata réwnoramiennego i $rodkowe poprowa
gos¢ wysokosci poprowadzonej do podstawy.

R T S S N A 1
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adzone 2 jej koncéw maja dlugosé a. Oblicz dhu- &
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W Lréjka:cie réwnoramiennym ABC o podstawie AB miara kata ACB jest réwna 2¢ Promien okregu wpi-
sanego w ten tréjkat ma diugod¢ r. Oblicz diugosci bokdéw tréjkata ABC. .

Wysokosé tréjkata réwnoramiennego poprowadzona do podstawy jest dwg razy od niej dhuzsza. Oblicz
sinus kata, jaki tworzy z podstawg srodkowa tréjkata poprowadzona do ramienia.

Punkt P nalezy do boku BC tréjkata réwnobocznego ABC. Odcinek AP ma diugosé 6 i tworzy z bokiem
AB kat 45°. Oblicz pole tréjkata ABC.

Bok tréjkata réwnobocznego ABC ma dhugosé a. Przez wierzcholek B i $rodek w_ysokos’ci CD poprowa-
dzono prosta, kiéra przecina bok AC w punkcie K. Oblicz odlegtos¢ punktu X od wierzchotka A.

Pole tréjkata réwnoramiennego jest réwne 25. Oblicz diugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat
wiedzac, Ze ramig jest dwa razy diuzsze od podstawy.

Podstawa tréjkata réwnoramiennego ma dhugoéé 4. Srodek oergL} opisanegp na tym géjkeu;ie .dzie!j. jedna
z wysokosci tréjkata na odcinkd, ktérych stosunek dlugosci wynosi 3 : 5. Oblicz dfugos¢ ramienia trGjkata.

Srodkowa CD trGjkata ABC jest réwna bokowi AC. Wyznacz miary katéw trojkata ABC wiedzac, ze
|AB] =4 i |BC| =24/3.

Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC ma dlugos’é. 4, a ramiona maja dtugos¢ 8.
a) Oblicz diugo$é promienia okrggu wpisanego w ten trOJ’I‘caLt. )
b) Oblicz dlugosé promienia okrggu opisanego na tym tréjkacie.

Wrysoko$é tréjkata réwnoramiennego poprowadzona do podstayvy i odcinek aczacy $rodek podstawy ze
Srodkiem ramienia maja dhugosé 1. Oblicz dlugosé podstawy tréjkata.

Punkty A, B, C sy wierzchotkami tréjkata prostokatnego o przecmfprostokqtnej AB a punkty. A, B, M
wierzchotkami tréjkata réwnobocznego. Oblicz iloczyn sinuséw katéw ostrych tréjkata ABC wiedzac, ze
pole tego tréjkata jest pieé razy muiejsze niz pole tréjkata ABM.

Dany jest tr6jkat prostokatny. Na bokach tego tréjkqta Ja.lFO
na srednicach zakreslono pétkola (patrz rys.). W1§dzqc, ze
suma pél zakreslonych pétkoli jest dziesieé razy wigksza od
pola danego tréjkata, oblicz sume tangensdw katéw ostrych
tréikata.

Jeden z katéw tréjkata o obwodzie 6 ma miare 60°, a stosunek diugosci bokéw zawartych w ramionach
tego kafa jest réwny 1:2. Oblicz pole réjkata.

Ty

T Smmmm——
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Suma dlugosci bokéw AB i AC tréjkata o polu 4043 Jest réwna 26. Kat BAC ma miare 60°. Oblicz odle-
gtosé od boku BC punktu, ktéry jest jednakowo odlegly od wszystkich wierzchotkéw tego téjkata.

Miara kata miedzy ramionami trojkata réwnoramiennego o

polu P jest réwna «. Oblicz promien okregu
wpisanego w ten tréjkat.

W tréjkacie réwnoramiennym kat przy podstawie ma miarg o Oblicz stosunek diugosci promienia okregu
wpisanego w ten tréjkat do dtugosci promienia okregu opisanego na nim.

W rozwartokatym tréjkacie réwnoramiennym ABC ( |AC| = |BC|) odleglos¢ srodka kola wpisanego

w téjkat od wierzcholka A jest réwna d, a |ZACB| =2« Oblicz, pole tréjkata ABC i promien kota opisane-
go na tréjkacie ABC.

Ramig tréjkata réwnoramiennego jest dwa razy diuzsze od podstawy. Suma promieni okregu wpisanego i

w ten tréjkat i okrggu opisanego na tym tréjkacie Jest réwna 11. Oblicz dhugosé podstawy tréjkata.

W w6jkacie réwnoramiennym ostrokatnym ABC mamy dane: |AC|= |BCl=b oraz |ZACB]=
chotka B przez $rodek S okregu opisanego na
punkcie D.

a) Oblicz diugosé¢ promienia okregu wpisanego w tréjkat ABC.
) R Oblicz dhugosé odcinka BD.

a. 7 wierz-
tym tréjkacie poprowadzono prosta, przecinajaca bok AC w

W trjkacie ABC dane s dlugosci bokéw: |AC|=9, |BC|=7. Wiadomo tez, 7e miara kata ABC jest dwa
razy wigksza od miary kata BAC. Oblicz stosunek diugosei promienia okregu wpisanego w ten tréjkat do
diugosci promienia okrggu opisanego na tym tréjkacie.

Punkt W jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta przechodzaca przez punkty A i W przecina
okrag opisany na-tréjkacie ABC w-punkcie D. Wykaz, ze tréjkat BDW jest rtéwnoramienny.

Wykaz, Ze suma odleglosci dowolnego punktu wewnetrznego tréjkata od jego wierzcholkéw jest wigksza
od potowy obwodu tréjkata.

Na boku BC tréjkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt D, ze |CD| : |DB}

=2: 1. Oblicz tangens kata
CAD i znajdz stosunek promieni okregéw opisanych na tréjkatach ACD i ABD.

Na boku BC tréjkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt M, ze pole tréj

kata ACM jest cztery 1azy
mniejsze od pola tréjkata ABM. Oblicz sinusy katéw CAM i MAB.

Ramie tréjkata réwnoramiennego jest dwa razy dtuzsze od podstawy. Wyznacz obwdéd tréjkata, jesli §rod-
kowa poprowadzona do ramienia ma dlugosc d.
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: s S 6j g0 Téwnoramiennego
Oblicz tangens kata ostrego utworzomego przez $rodkowe trdjkata prostokatneg 7 g
poprowadzone do przyprostokatnych.

173.

174. R Dhugosci dwéch bokdw tréjkata wpisanego w okrag o promieniu R sa réwne +R i R+/3. Oblicz dhugosé
. D
trzeciego boku.

175.R W wdjkacie ABC diugosci bokéw AB i AC sa odpowiednio réwne 4 1 6, a dlugosé stodkowej AA” jest réw-
na +/10. Oblicz dlugo$é boku BC.

176. R Srodkowa tréjkata jest rtéwna potowie boku, do ktdrego zostala poprowadzona. Wykaz, ze tréjkat ten jest
prostokatny.

177.R Obwdd tréjkata prostokatnego o polu 0,5 jest réwny V3 + /5. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tréjkata.

178.R Udowodnij, ze w tréjkacie prostokatnym suma przyprostokatnych réwna jest sumie $rednic okregdw
opisanego na tym tréjkacie i wpisanego w ten trojkat.

179.  Na okregu o promieniu 1 opisano tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja dlugosci xiy.
a) Wyznacz y jako funkcje x i okredl dziedzing tej funkcji.
b) Sporzadz wykres tej funkcji.
180.  Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miarg . Oblicz stosunek wysokosci poprowadzonej

z wierzcholka kata prostego do promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

181. W W wéjkat prostokatny wpisano okrag. Oblicz miarg kata, ktdrego wierzch(?ilfiem jest punkt styczpos'ci tego
okregu 7 przeciwprostokatna, a ramiona przechodza przez punkty stycznodei z przyprostokatnymi.

182.%  QOblicz sinus jednego z katdéw ostrych tréjkata prostokatnego wiedzac, ze stosunek diugosci promienia

okregu wpisanego do promienia okregu opisanego na tym wéjkacie jest réwny 0,4.

183.* R Wysokos¢ tréjkata prostokatnego poprowadzona do przeciwprosto}cqmej ma dhugoéé 4 i jest pigé razy
krétsza od obwodu tego tréjkata. Oblicz dhugos¢ przeciwprostokatne;j.

184, Przez wierzchotek kata prostego trGjkata prostokatnego o przyprostokatnych 5 i 12 poprowadzono prosta,

ktéra dzieli ten tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych obwodach. Znajdz stosunek promieni okrggéw wpisa-
nych w otrzymane z podziatu tréjkaty.

185. R Oblicz miary kas6w tréjkata, w ktérym wysokosé i srodkowa poprowadzone z jednego wierzchotka dziely
kat przy tym wierzchotku na trzy katy o réwnych miarach.
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186.% W Dane sa diugosci bokéw a i b tréjkata. Znajdz diugosé trzeciego boku, jezeli kat lezacy naprzeciw tego
boku jest dwa razy wigkszy od kata lezacego naprzeciw boku b.

187.  Dwausieczna kata prostego w trGjkacie prostokamym dzieli przeciwprostokatna w stosunku 3 : 4. Oblicz
stosunek pola kola opisanego na tym tréjkacie do pola kota wpisanego w ten tréjkat.

188. W prostokacie ABCD, w ktérym stosunek diugosci bok6éw AB i BC jest réwny 4: 3, poprowadzono dwu-
sieczne katéw ADB i BDC. Dwusieczne te przecinaja boki AB i CB odpowiednio w punktach X i M.
Oblicz stosunek pola prostokata ABCD do pola tréjkata DKM. -

189. W udjkacie ABC dhugosci bokéw AC i BC sg odpowiednio réwne 2 i 4, zas miara kata ACB wynosi 120°
Oblicz dlugos¢ odcinka, kiéry jest czgécia wspdlna dwusieczne] kata ACB i tréjkata ABC.

190.%

Z punktu P nalezacego do boku AB tréjkata réwnobocznego ABC poprowadzono pdlprosta dzielaca tréjkat
na dwie figury o réwnych polach. Oblicz tangens kata jaki tworzy ta péiprosta z odcinkiem AP, jegli
|AP{:|PBl =m i m=1.

191.#w W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie prostym w wierzchotku C obrano taki punkt P, ze pola tréjkatéw
PAB, PBC i PAC saréwne. Oblicz dlugosé odcinka PC wiedzac, ze | PA1% + | PB|2=m.

* * *® # *
192.  Diugosci bokéw trdjkata sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Obwéd tréjkata jest réwny 21, |
a kosinus najwigkszego kata —0,1. Oblicz dlugosci bokéw tego tréjkata.
193.

Diugosci bok6w tréjkata prostokatnego tworza rosnacy ciag arytmetyczny. Wykaz, ze jego rézmica jest
diugos¢ promienia okrggu wpisanego w ten tréjkat.

194. R Wykaz, Ze jedli diugosci bokéw tréjkata sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, to diugosé
promienia okregu wpisanego w ten trGjkat jest réwna jednej trzeciej dtugodci jednej z wysokosci tego
tréjkata. )

195.R Diugosci bokéw trdjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Oblicz tangens jednego z katéw ostrych
tréjkata.

196.  Diugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag geometryczny. Oblicz sinus jednego z katéw ostrych.

197.w W tréjkacie prostokatnym diugodci wysokosei i $rodkowej poprowadzonej z wierzchotka kata prostego

oraz dlugosé przeciwprostokanej tworza ciag geometryczny, ktérego iloczyn wyrazéw jest réwny 8.
Oblicz dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

199. W

200.

201.

202.

203.

204,

205.

206.

207.r

208,

209.Rr
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ROWNOLEGLOBOKI
198.  Stosunek d}ugos'ci przekatnych rombu o boku 17 cm jest réwny 5 : 3. Oblicz pole rombu.

Jedna z przekatnych réwnolegloboku ma dugosé 6 i tworzy z bokami katy o miarach 30° i 105°. Oblicz
pole réwnolegtoboku.

Kat ostry miedzy przekamymi réwnolegioboku KLMN ma miarg 60°. Przekatna KM ma diugosé 6, a prze-
katna LN jest prostopadta do boku KN. Oblicz dhugosci bokéw réwnolegtoboku.

W réwnolegtoboku, w ktérym boki maja diugosci 1 i 3, symetralna krétszego boku przechodzi przez
wierzchotek réwnolegtoboku. Znajdz diugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

Diugosci bokéw réwnolegloboku sg réwne 6 i 10, a jego pole wynosi 36. Oblicz diugosci przekatnych tego
réwnolegioboku.

Z przeciwleglych wierzchotkéw prostokata poprowadzono odcinki prostopadie do przekatnej. Odcinki te
dziela przekatna na trzy czesci. Kazda z nich jest odcinkiem o dtugosci 4 cm. Oblicz pole tego prostokata.

Kat ostry réwnolegloboku ma miare 45°. Punkt wspélny przekatnych réwnolegtoboku jest oddalony od
bokéw o 242 i2.

a) Oblicz pole réwnolegtoboku.

b) Oblicz dlugosci przekatnych réwnolegtoboku.

Uzasadnij, ze dwusieczne dwoch sasieduich katéw réwnolegtoboku przecinaja sig pod katem prostym.
Pole rombu jest cztery razy wigksze od pola kota wei wpisanego. Oblicz sinus kata ostrego tego rombu.

Przez jeden z wierzcholkéw rombu poprowadzono prosta, ktéra odcina na przedlizeniach dwoch jego
bokéw odcinki o dfugosciach 41 9. Oblicz dtugo$é bok rombu.

Dtuzsza przekatna réwnolegloboku o kacie ostrym 60° ma diugosé 347. Réznica diugoéci jego bokéw
wynosi 3. Oblicz pole tego réwnolegloboku i dhugosé krétszej przekatne;.

Kl'6tszy bok réwnolegtoboku ma diugoéé 3. Dwa okregi o promieniu 1 wpisano w réwnoleglobok w taki
$poséb, ze oba okregi sa styczne zewnetrznie i kazdy z nich jest styczny do trzech bokéw réwnolegloboku.
Oblicz dhugose diuzszego boku réwnolegloboku.
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210.R Punkty 4, B, C, D s kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku o obwodzie réwnym 26. Wiedzac, ze
{ £ABC| =120° i promien okregu wpisanego w tréjkat BCD jest réwny 3, oblicz dlugosé przekamej BD.

211. R Wyznacz diugosé boku rombu ABCD, wiedzac, ze dlugosci promieni okregéw opisanych na tréjkatach
ABC i ABD sg odpowiednio réwne R¢ i Rp.

212. W Wykaz, ze rodki bokéw dowolnego czworokata sa wierzchotkami réwnolegioboku.
TRAPEZY

213.R Ramiona trapezu prostokatnego maja dfugosci 6 i 10. Odcinek laczacy $rodki ramion ma dhugos¢ 10. |
Oblicz diugodci podstaw trapezu. |

214. Podstawy trapezu majq diugosci 4 i 8. Katy, jakie tworza raniona z diuzszg podstawa, majg miary 30° i 45°, ;
Oblicz pole trapezu. :

215. R Przekatna trapezu réwnoramiennego tworzy z ramieniem kat prosty. Wysokos¢ trapezu poprowadzona
z wierzchotka kata rozwartego dzieli podstawe na odeinki o dhugoéciach @i b (a > b). Oblicz pole trapezu.

216.  Krétsza przekana trapezu prostokatnego dzieli trapez na dwa wéjkaty, z ktérych jeden jest réwnoboczny. )
Znajdz pole tego trapezu wiedzac, ze ramie prostopadte do podstaw ma diugosc 2. i

217. R Podstawy trapezu maja dtugosé 6 1 2, a wysoko$é ma dlugosé 4. Oblicz odlegtodé punktu przecigeia prze- |
katnych trapezu od jego podstaw. §

218. R Boki trapezu réwnoramiennego sa w stosunku 17: 13 :7: 13. Oblicz obwéd trapezu wiedzac, Ze jego pole
jest rowne 36,

219, Krétsza podstawa trapezu réwnoramiennego jest dwa razy krétsza niz dhuzsza postawa i trzy razy krétsza
niz przekatna trapezu. Zajdz miary katéw miedzy przekatnymi tego trapezu.

220.R Na trapezie réwnoramiennym o podstawach 2 i 6 opisano okrag. Oblicz pole trapezu, jesli dluzsza podsta-
wa jest Srednicg tego okreggu.

221, W wapezie ABCD ramie AD i podstawa CD maja dlugo$é 4, a rami¢ BC i przekatna AC maja dlugosé 6.
Oblicz diugos¢ podstawy AB. :

222.R

Przekatne trapezu prostokatnego o podstawach diugosci 4 1 9 sa prostopadie. Oblicz diugosé krdtszego
ramienia,

e T e e R i et o e

231.

232.

233,

234.R
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223.8 Okrag P wpisany jest w trapez ABCD. Punkt stycznosci tego okregu z podstawa AB jest odlegiyﬂ od wier%:

' chotka B 0 9 cm, a punkt stycznogci z podstawa CD odlegly jest od wierzchotka C o 4 cm. Oblicz diugosé
promienia okregu o.

224, Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu opisanego na okregu o promieniu 1 ma diugos¢ 4. Oblicz obwéd
. i pole tego trapezu.

225,  Stosunck dhigoéci ramion trapezu opisanego na okrggu o promieniu 6 wynosi 3 : 4. Obwdd trapezu jest
réwny 70. Oblicz diugosci podstaw trapezu.

226.  Przekatna trapezu réwnoramiennego dzieli jego kat ostry na katy o miarach o i_ B (o —kat migdzy prze-
katna i podstawa). Wyznacz stosunek pdl tréjkatéw, na jakie przekatna ta podzielila trapez.

227. Obwdd trapezu réwnoramiennego wynosi 116 cm, a dtugoé¢ odcinka lqczqcfego g’:rodki jego _ramion Jjest
réwna 41 cm. Diugos¢ ramienia i dlugosel podstaw tworza (w podanej kolejnodci) rosnacy cigg arytme-
tyczny. Oblicz pole trapezu.

228. W Przekama AC trapezu ABCD jest prostopadta do ramienia BC i zawiera sig w dwusiecznej kata BAD.
Wyznacz stosunek pdl tréjkatéw ABC i ACD.

229,  Trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci a i & (a > b) opisany jest na okrggu. Oblicz pole kola,
ktérego brzegiem jest okrag wpisany w ten trapez.

230.  Katy ostre trapezu maja miary & i A, a pole tego trapezu jest réwne P. Oblicz dtugoéé promienia okregu

wpisanego w ten trapez.

Najkrétszy bok trapezu réwnoramiennego ma dtugo$¢ réwna dtugosci promienia okregu wen wpisanego.
Wyznacz tangens kata ostrego trapezu.

Na okregu o promieniu » opisano trapez prostokatny, ktérego najkréiszy bok ma dtugosé —%n Oblicz pole

tego trapezu oraz stosunek diugosei jego przekatnych.

Ramiona trapezu opisanego na okregu maja dtugosci 3 cm i 5 cm. Odcinlek taczacy srodki ramion dzieli
trapez na dwie figury, ktérych stosunek pél wynosi 5 : 11. Oblicz dtugosci podstaw trapezu.

W trapezie ABCD boki nieréwnolegle AD i BC zawieraja si¢ w prosiych prostopadtych. Oblicz pole trape-
zu, majac dane |AD| = oraz | £ABC| = | £DAC] =
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235.w Wykaz, Ze jesli przekatma trapezu réwnoramiennego zawiera sie w dwusiecznej jego kata ostrego, to ramie

236.

237.R

238.w

239.

240.R

241.w

242.*

243.*

244.%R

245.%w

246.R

jest réwne krétszej podstawie.

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy dhuzsza od drugiej, a przekaina trapezu dzieli kat
przy dhuzszej podstawie na potowy. Oblicz dtugosci bokéw trapezn wiedzag, Ze jego pole jest réwne 343.

Punkt § jest srodkiem okregu wpisanego w trapez ABCD (AB || CD). Wykaz, ze tréjkat SBC jest prostokainy.

Srodek okregu wpisanego w trapez prostokatny znajduje sig w odleglogei 1 cm i 2 cm od koficéw ramie-
nia pochytego danego trapezu. Oblicz pole trapezu.

Punkt stycznosci okregu o promieniu r wpisanego w trapez réwnoramienny dzieli ramig trapezu w stosun-
ku 1: 2. Oblicz dhugoé¢ promienia okrggu opisanego na tym trapezie.

W trapezie réwnoramiennym przekatna ma dlugosé d i tworzy z dluzsza podstawa kat o mierze . Oblicz
pole tego trapezu.

W trapezie réwnoramiennym, kiry nie jest réwnoleglobokiem, rami¢ ma diugos¢ 7 cm, a przekatna 8 cm.
Oblicz diugoéci podstaw trapezu wiedzac, ze odcinek laczacy $rodki ramion trapezu ma dhugodé 4 cm.

Obwéd trapezu réwnoramiennego opisanego na okiggu jest réwny 16, a przekatna trapezu ma diugose 5. %

Oblicz diugo$é promienia okregu wpisanego w ten trapez i promienia okregu opisanego na nim.

W trapez réwnoramienny o obwodzie 20 i przekatnej dhugosci J41 mozna wpisa¢ okrag. Oblicz odleglo- !

$ci punktu przeciecia przekatnych tego trapezn od prostych zawierajacych jego bokd.

Jedna z podstaw trapezu wpisanego w okrag jest Srednica okregu. Oblicz kosinus kata ostrego trapezu

wiedzag, ze stosunek obwodu trapezu do sumy dtugosci jego podstaw jest 1éwny 1,5.

Podstawy trapezu maja diugogci a i b (a > b). Suma miar katéw wewngtrznych przy dtuzszej podstawie
wynosi 90°. Oblicz dtugos¢ odcinka taczacego srodki podstaw.

Pr;ekagne dziela trapez na cztery tréjkaty. Wykaz, ze
a) pola tych tréjkatéw, w ktdrych jeden z bokGw jest ramieniem trapezu, sa rowne;

b) stosunek, pol tych réjkatéw, w ktdérych jeden z bokéw jest podstaws, trapezu, jest réwny stosunkowi
kwadratéw dlugosci podstaw trapezu.

c) stosunek_ pél tféjkqtéw takich, ze bokiem jednego jest ramie trapezu, a bokiem drugiego jest podstawa
trapezu, jest rowny stosunkowi dtugosci podstaw trapezu. )

247. R

248.%

249.%

250. R

251.

252. W

253.R

254. W

265,

256.R

257.

258.
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W trapez o-polu 168 i ramionach diugosci 13 i 15 moZna wpisa¢ okrag. Przekatne dziela ten trapez na
cztery tréjkaty. Oblicz pole kazdego z tych tréjkatéw.

Pole trapezu jest réwne §, a stosunek diugosci jego podstaw wynosi k. Przekame dziela trapez na CZtery
tréjkaty. Oblicz pole kazdego z tych trojkatéw.

i 5 i i rzecigcia
Pola tréjkatéw, kidrych podstawami sa podstawy trapezu, a wspblnym wierzchotkiem punkt p =

przekacmych trapezu, sa réwne Sy i So. Oblicz pole trapezi.

Ramiona trapezu sg srednicami dwéch okregdw. Wykaz, ze jesli okregi te sa styczne zewnetrznie, 0
w {rapez ten MOZNA wpisaé okrag.

Udowodnij, ze w trapezie, kiéry ma dwa katy ostre przy jednej z poc}staw, suma kwad‘ratéw pgzilfqmych
éwna jest sumie podwojonego iloczynu dwéch bokdéw réwnolegtych i kwadratow pozostatych bokow.

INNE CZWOROKATY

Bok KN czworokata KLMN wpisanego w okrag jest §rednica tego okregu. Pf)pro.wadzoo.no sotyczn.aL do t.ego
okregu w punkcie L. Tworzy ona z bokami KL i LM katy ostre réwne odpowiednio 20° 1 30°. Oblicz miary
katéw czworokata KLMN.

Przekatna AC czworokata ABCD wpisanego w okrag o érodku S jest srednica tego okregu. Wiedzag, ze kat
A jest ostry i [ £BSD|=100°, oblicz miary katéw czworokata ABCD.

Dwausieczne katéw 4 i B tréjkata ABC przecinaja, okrag opisany na nim odpwiied.nio w punktach K i L.
Oblicz miary katéw czworokata ABKL wiedzac, ze |£ZBAC|=60° i | LABC|=40°.

Dane sa cztery okregi. Kazdy z nich jest styczny zewnetrznie do doktadnie dwéch spos’rc}’)d txzec.h pozosta-
tych okregéw. Uzasadnij, Ze grodki tych okregéw sa wierzchotkami czworokata, w ktéry mozna wpisacé
okrag. :

Bok AB czworokata ABCD jest $rednica okrggu opisanego na tym czworokacie. Boki BC 1 CD maja réwna,
dhugosé, a przekatna BD tworzy z bokiem BC kat 20°. Oblicz katy czworokata ABCD.

. 0 AN
Przedinzenia przeciwleglych bokéw czworokata wpisanego w okrag tworza katy ostre 0 miarach 20° 1 40°.
Oblicz miary katéw czworokata.

Boki AB i BC czworokata ABCD wpisanego w okrag sa réwne przekatnej AC. Kat BAD ma miare 30°.
Znajdz miary pozostatych katdw czworokata ABCD.
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259. Odcinki AX i BL sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC, a punkt S jest punktem ich przecigcia.
Uzasadnij, ze
a) na czworokacie LSK'C mozna opisaé okrag; 270.
b} okregi opisane na tréjkatach ABC i ABS maja promienie réwnej dlugosci.
260. Czworokat ABCD o obwodzie 20 opisany jest na okregu. Oblicz dhugosé boku AD wiedzac, ze diugosei 271. R
bokéw AB, BCi CD w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny.
261.  Dwa sasiednie boki czworokata wpisanego w okrag maja diugosé 5 cm i § em, przekatna, ktorej koncami 272.
sg konice tych bokéw, ma dtugosé 7 cm, a pozostaie dwa boki maja réwna dlugogé. Oblicz pole tego cawo-
rokata.
- . R
262, Wykaz, ze jezeli w czworokacie ABCD dwusieczne katéw przy wierzchotkach A i C przecinaja dwusiecz- ; 273
ne katéw przy wierzchotkach B i D w czterech réznych punktach, to punkty te leza na pewnym okregu.
|
263.R Dwusieczna kata B trGjkata ABC przecina bok AC w punkcie S, a dwusieczna kata C przecina bok AB / 274.
w punkcie 7. Dwusieczne przecinaja sig w punkcie 0. Znajdz miarg kata A, jezeli wiadomo, ze na czworo- :
kacie ATOS mozna opisac okrag.
; 275. W
264.  Dane sg cztery okregi. Kazdy z nich Jest styczny zewnetrznie do dokladnie dwéch sposréd trzech pozo-
statych okregéw. Udowodnij, Ze punkty stycznosci tych okregdw sa wierzchotkami czworokata, na ktérym
mozna opisa¢ okrag. 276.
265. R

Czworokat ABCD wpisany jest w okrag. Proste zawierajace boki AB i CD przecinaja sie w punkcie K. Oblicz,
ile razy bok AB jest diuzszy niz bok CD, jezeli punkt B jest srodliem odeinka AK i |DCl:| CRl=1:3.

266.*W W okrag o promieniu 7 wpisano czworokat ABCD. Oblicz obwéd i pole tego czworokata, wiedzac,
ze |ABl = |BCl, |£4DC! = 120° i stosunek pola rdjkata ABD do pola tréjkata BCD wynosi 2: 1.

) 277.
287.%R W kole o srodku O poprowadzono dwie prostopadie srednice AB 1 CD oraz cigciwe AM przecinajacy Sred-
nicg CD w punkcie K. Oblicz miare kata BAM wiedzag, ze w czworokat OBMEK mozZna wpisaé okrag.
278.
268.%R Jeden z katéw caworokata wpisanego w okrag ma miare 60°, boki zawarte w ramionach tego kata 88 réw-
ne. Wykaz, ze suma diugoéci pozostatych dwéch bokéw jest réwna dlugosci przekatnej poprowadzonej
z wierzchotka kata o mierze 60°.
289.%R Przekatne czworokata wypuktego ABCD pizecinaja, sie w punkcie E. Wiadomo, ze trojkaty ABE i CDE 3 279.

majg réwne pola, dhugosé boku AB jest rowna 4, a przekatna AC jest zawarta w dwusiecznej kata A. Oblicz
dhugosé boku BC.
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OKRAG, KOLO

Na kwadracie, ktérego bok ma dtugo$é 2, opisano okrag i w kwadrat ten wpisano okrag. Oblicz pole pier-
dcienia wyznaczonego przez te okregi.

W kole poprowadzono cigciwe 1 $rednicg. Cigciwa dzieli $rednicg na odcinki o diugosciach 2 oraz 10
i tworzy z nig kat o mierze 30°. Oblicz odlegtos¢ srodka okregu od cigciwy.

Z punktu A lezacego na okrggu poprowadzono $rednicg AB i cieciwe AC, ktére FworzaL kast o rqjerze 20°.
Przez punkt C poprowadzono styczng do okregn przecinajaca prosta AB w punkcie D. Oblicz miary pozo-
statych katow tréjkata ACD.

6znd ieni 6 6 O18 h jest réwna 3. W okregu o wigkszym promieniu
Rézmica promieni dwéch okregdéw wspéisrodkowyc Jes ok Y ] niu
poprowadzono cieciwe styczng do drugiego okregu. Cicciwa ta ma dhugose 10. Oblicz dtugos¢ promieni
tych okregéw.

W kole o srodku S poprowadzono cieciwe, ktéra nie jest $rednica. Punkt A dzieli tg cigeiwe na dwa odcin-
ki o dhagosciach 11 i 29. Odcinek AS ma diugo$é 15. Oblicz promieti tego kota.

Pole kota wpisanego w szesciokat foremny wynosi 9 cm?. Oblicz pole kota opisanego na tym szesciokacie.

Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a) b)

Podstawa, tréjkata réwnobocznego jest érednica kota. Oblicz stosunek pola czedci trojkata lezacej na
zewnatrz kola do pola czedei tréjkata lezacej wewnatrz kota.

Dany jest okrag o,. Kreslimy cigciwe AB nieprzechodzaca przez $ro-
dek okregu o), a nastepnie rysujemy okrag o, wspéls’roquwy_z ?kf‘?,'
giem oy i styczny do cieciwy AB. Okregi o) i 0, ograniczaja pierécien
kolowy. Uzasadnij, ze pole pierécienia kolowego nie zalezy od dtugo-
sci promienia okregu o (zalezy tylko od dlugosci cigciwy AB).

0

W kat o mierze 60° wpisano dwa okregi styczne zewnetrznie. Promiet mniejszego okregu ma diugosc 1.
Oblicz dlugoss promienia drugiego okregu.
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280.R

281.

282. R

283.

284,

285.R

286.

287.R

288,

289, w

290.%R

Promier okregu wpisanego w wycinek kota o kacie srodkowym 60° ma dtugodé 2. Oblicz pole powierzchni [

tego wycinka.

Odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw o promieniach'Z i 7 wynosi 13. Prosta & jest styczna do obu okregéw. &

Znajdz odlegtos¢ miedzy punktami stycznodci prostej k z tymi okregami. Rozwaz dwa przypadki.

Na zewnatrz tréjkata o bokach dtugosci 4, 57 i 6m poprowadzono linig, do ktérej naleza wszystkie punkty
odlegte od tego tréjkata o 1. Oblicz dlugos$d tej linii.

Dany jest kwadrat ABCD o boku a. Punkt K jest punktem wspdélnym okregéw o(4, a) i o(B, a), punkt L
jest punktem wspSlnym okregéw o(C, a) i o(D, a), przy czym oba punkty nalezg do kwadratu ABCD.
‘Wyznacz odlegtos$é migdzy punktami Xi L.

W prostokat o bokach dtugodci 24 i 32 wpisano w sposéb pokazany
na rysunku dwa styczne okregi o réwnych promieniach, Oblicz diu-
gos¢ promieni okregéw.

N

Prosta k jest styczna do okregu o(S, r) w punkcie K, prosta / przecina ten okrag w punktach Z i M. Punkt A
jest punktem wspélnym prostych & oraz [ i punkt M nalezy do odcinka LA. Uzasadnij, ze jezeli odlegtosé
punktu M od punktu K jest réwna diugosci odcinka MA, to odlegtosé punktu L od punktu K jest réwna
diugosci odcinka AK.

W okrag wpisano tréjkat ABC, w ktérym | £A| = 50° i |£B|=70°. Przez wierzchotek kata C poprowadzono
styczng do okregu, przecinajaca przediuzenie boku AB w punkcie D. Oblicz miary katéw tréijkata BCD.

Dwa okregi o $rodkach 8y i S, przecinaja si¢ w punktach 4 i B, przy czym punkty S i S, leza, po przeciw- ;

nych stronach prostej AB. Miary katéw ASiB 1 AS,B wynosza odpowiednio 90° i 60°. Wyznacz dtugosdci
promieni tych okregéw wiedzac, ze | 5,5, |=a.

W kwadrat ABCD o boku dlugosci 2a wpisano okrag. Oblicz diugoéé cigciwy wycietej przez ten okrag
z odcinka laczacego wierzcholek A ze érodkiem boku CD.

Punkt P nalezy do okregu opisanego na kwadracie ABCD. Wykaz, ze wyrazenie |PA|" + |PB{" + |PC|* + |PD[’
ma stala wartodé, niezalezna od wyboru punktu P.

R Punkt P nalezy do okregu opisanego na prostokacie o bokach a i b Wykaz ze suma kwadratéw odleglosci
punktu P od prostych zaw1erajqcych boki prostokata jest réwna a” + b‘

291.

292. W

293. W

294.

295. R

286. w

297.%R

298.%

299,

300.
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Trzy oqugi o promieniach 2, 4 i 6 sa parami zewnetrznie styczne. Oblicz dlugoé¢ promienia okregu, do
ktérego naleza punkty stycznosci tych okregéw.

Czeécia wspdlng kota k o promieniu 5 i prostej przechodzacej przez punkt A nienalezacy do kola k jest
odcinek KL o diugosei 7 (punkt L nalezy do odcinka AK). Wiedzac, ze odleglos¢ punktu L od punktu A
jest rtéwna 9, oblicz odleglos¢ érodka kola k od punktn A.

Prosta k jest styczna do dwéch okregéw przecinajacych sie w punktach A i B. Wykaz, ze prosta AB prze-
chodzi przez $rodek odcinka, ktérego koficami sa punkty stycznodci prostej k z okregami.

Ramiona kata ostrego o mierze 2« przecigto prosta k prostopadla do dwusieczne] kata w odlegtodei d od
jego wierzchotka. W ten kat wpisano dwa okregi, kazdy styczny do obu ramion kata i prostej k. Oblicz
odleglodci srodkéw tych okregéw.

Ramiona kata o mierze 60° przecieto prosta [ prostopadla do jednego z ramion kata i wpisano dwa kota
styczne do obu ramion tego kata i do prostej {. Oblicz stosunek pél tych két.

Dwa okregi sa styczne zewnetrznie w punkcie P. Poprowadzono prosta, styczng do obu okregéw odpo-
wiednio w punktach A i B (A B). Wykaz, ze kat APB jest prosty.

W péikole o $rednicy AB wpisano okrag styczny do $rednicy AB w jej srodku. Znajdz promieni okregu
stycznego jednoczesnie do pétokregu AB, do wpisanego okregu oraz do érednicy AB, jesli |AB|=2R

Dwa okregi o promieniach r i R (r<R) sq styczne zewnetrznie. Prosta [ nie przechodzi przez punkt
wspdlny tych okregdéw i jest styczna do kazdego z nich. ZnajdZ promien okregu stycznego zewngtrznie
do danych okregéw 1 stycznego do prostej . Rozwaz dwa przypadki.

ZADANIA INNE

- Twierdzenie. Liczha przekamych n-kata wypuklego jest réwna -+ n(n—3). Wykorzystujac podany wzér

a) oblicz liczbe przekamych siedmiokata wypuktego;

b) oblicz liczbe bokéw wielokata wypukiego, jezeli jest ona réwna liczbie przekatmych tego wielokata;

¢) oblicz liczbe bokéw wielokata wypuklego, jezeli ma on 54 przekatne;

d) oblicz, ile co najwyzej bokéw ma wielokat wypukly, jezeli jego liczba przekamych jest mniejsza od 27;

e} uzasadnij, ze jezeli liczba bokéw wielokata wypuklego jest liczba nieparzysta, to liczba przekatmych
wielokata jest wielokrotnoscia liczby jego bokéw.

Twierdzen ie. Suma miar kqtéw n-kata wynosi (n—2)-180°.

a) Wielokas W, ma o pieé wierzchoikdw wiecej niz wielokat W». Oblicz, o ile stopni suma miar katéw
wielokata W, jest wigksza od sumy miar katéw wielokata Wa.
b) Oblicz mlar@ kata dwudziestokata foremnego.
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301. Twierdzenie. Jezeli n prostych zawiera sie w jednej plaszczysnie i zadne dwié nie sq réwnolegle oraz
Zadne trzy nie przechodzq przez jeden punkt, to proste te rozcinajq plaszczyine na %( e+ 2) roztgez-
nych czescl.
a) Oblicz, na ile rozlacznych czesci dziela ptaszczyzne cztery proste spelniajace podane w twierdzeniu
warunki. Wykonaj rysunek obrazujacy ten podziat.
b) Na ptaszczyZnie lezy k prostych spetniajacych podane w twierdzeniu warunki. O ile zmniejszy sie licz-
ba czescl, na ktére dziela plaszczyzne proste, jezeli usuniemy jedna z tych prostych?

302. Definicja. Podzat odcinka, w wyniku kibrego otrzymujemy dwa odcinki takie, ze stosunek dlugosci
krotszego z nich do dlugosci dluzszego jest réwny stosunkowi dlugosci dhuzszego odcinka do dhugosci odcin-
ka dzielonego, nazywamy zlotym podziatem odcinka.

a} Odcinek AB podzielono na dwa odcinki o diugosciach 245 i 5—45. Rozstrzyguij, czy dokonano zio-
tego podziatu odcinka AB. i

b) Dokonano ziotego podziatu odeinka o diugosei 2. Oblicz diugodei odeinkéw, na jakie podzielono dany
odcinek. ‘

303. R Miara najmniejszego kata wielokata W jest réwna 100°, a najwiekszego 170°. Miary wszystkich katéw
tego wielokata ustawione od najmniejszej do najwigkszej tworzg ciag arytmetyczny. Oblicz, ile przekat-
nych ma wielokat W,

304. Punkt P, bedacy punktem wewnetrznym wéjkata ABC, przeksztatcamy przez symetrig wzgledem prostych
zawierajacych boki AB, BCi AC otrzymujac odpowiednio punkty P), P, i Ps. Udowodaij, ze pole szescio-
kata AP\ BP,CP; jest dwa razy wieksze od pola tréjkata ABC. :

305. Do obszaru kata ostrego o mierze o nalezy punkt P, ktérego odlegtosci od ramion kata sa réwne a i b.
Oblicz odlegtosé punktu P od wierzcholka kata.

ZADANIA Z KONTEKSTEM REALISTYCZNYM

306.  Plac w ksztalcie czworokata przylega dwoma bokami do mu-
ru (patrz rysunek). Wzdtuz pozostatych dwdch bokéw placu
zbu- dowano ogrodzenie z drucianej siatki. Wykorzystujac ]
dane zamieszczone na rysunku, oblicz 2 g
a) pole placuy; -

b) ile metréw siatki wykorzystano do ogrodzenia tego placu.
307.

Okno o obwodzie 2,6 m sklada si¢ z dwéch czesci: prosto-
katnej 1 trojkatnej (patrz rysunek). Czesé tréjkatna ma ksztalt
tréjkata réwnoramiennego o dhugosci ramienia wynoszacej
39 em i wysokosci o 57 cm krétszej od podstawy: Oblicz
pole powierzchni tego okna. Wynik podaj w m>,

a=3%cm

Tobob kb bbbdovdoa o
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Dziatka pana Pawlaka znajdujaca sie migdzy dmgaL-a laserg
ma ksztalt wéjkafa. Na rysunku przedstawiono widok tej
dziatki z zaznaczonymi wynikami pomiaréw geodezyjnych.
Pan Pawlak ma zapas ziarna wystarczajagcy do obsiania
dziatki o powierzchni 50 aréw. Sprawdz, czy posiadany
zapas ziarna wystarczy do obsiania tej dziatki.

Do obliczeh przyjmij, ze 3 = 1,73.

Na rysunku przedstawiony jest fragment planu wykonanego
w skali 1:10000, z zaznaczonym na nim terenem parku.
Oblicz powierzchnie parku. Wynik podaj w hektarach.

4 mm
R—

4mm Skala 1:10000

Powierzchnia dziatki, ktérej granice zaznaczone zostaly na

mapie (patrz rysunek) jest iéwna 18 aréw.

a) Znajdz skale mapy.

b) Oblicz, ile metréw siatki nalezy zakupi¢, aby ogrodzi¢ tg
dziatke.

0,5 cm
.

0,5 cm

Sci Sci dz. przelatuje doktadnie nad wieza kontrolna,
Samolot lecaey na wysokosei 9000 m z prqdkosmg 720 k/godz. p ituje | wieza, k _
W jakiej odlegtosci od wiezy bedzie znajdowat si¢ samolot po uplywie minuty? Wysokosé wiezy nalezy
zaniedbac.

Obraz o wymiarach 40 cm x 60 cm oprawiony zostal w drew-
niang rame wykonang z cienkiej prostopadiodciennej listwy
(rysunek obok). Oblicz szerokosé ramy wiedzac, ze pole
powierzchni jej zewnetrznej czesci (widocznej ma rysunku
obok) jest rdwne polu obrazu.

40 cm——r

i j dziatki i i Sw réznig sie o 43 metry. Wlasciciel dziatki zamierza
Wymi rostokatnej dziatki o powierzchni 96 aréw réznig si¢ o . ciciel _
po}sladzairc’y grzewa wzdhiz wszystkich bokéw dziatki, przy czym planuje_ poszlldzm drzewo w ka.zd}lm
2 czterech naroznikéw dziatki, wzdluz krétszych bokéw dziatki dr.ze.wa m.ajan.byc posadzone co 5 metréw,
a wzdtuz diuzszych co 8 metréw. Ile drzew planuje posadzi¢ wiasciciel dziatki?

Pewnego stonecznego dnia cien pana Adama byt péltora raza diuzszy niz cien jego syna. Oblicz wzrost
pana Adama wiedzag, ze jest on 0 60 cm wyzszy od syna.

Koszykarz o wzroscie 210 cm stoi w odlegtosci 10 m od drzewa. Drzewo rzuca cier’lAdlugos'ci 14,4 m, za$
cien koszykarza ma dtugosé 3,15 m. Oblicz odleglosé czubka gtowy koszykarza od wierzchotka drzewa.

e e T
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316.

317.

318.

319.

320.

321.

Do pomiaru wysokosci Sciany skalnej wykorzystano przy
rzad optyczny z luneta zamontowany na stojaku o wysokosci
1,8 m i tyczke geodezyjna o wysokosci 4 m. Przyrzady usta-
wione zostaty wzgledem $ciany w sposéb pokazany na ry-
sunku. Oblicz wysokodé sciany.

Po przeciwnych stronach jeziora, nad jego brzegiem, znajdu-
ja sig dwie wieZe obserwacyjne o wysoko$ciach S0 m i 30 m
(patrz rysunek). Zauwazono, ze promief $wietlny wystany ze
szczytu wyzszej wiezy odbija si¢ od powierzchni jeziora w
odleglodci 120 m od podstawy wiezy i trafia do obserwatora
znajdujacego si¢ na wierzchotku drugiej wiezy.

a) Oblicz, jaka jest szeroko$¢ jeziora na odcinku migdzy wiezami obserwacyjnymi.

b) Oblicz, jaka droge przebywa promief $wietlny.

Przyjmij, Ze obowiazuje prawo odbicia, tzn. kat padania réwna sie katowi odbicia.

Wieza obserwacyjna W znajduje si¢ w réwnych odlegto-

iciach od trzech le$niczéwek L, L, i L;. Na rysunku obok

przedstawiono fragment planu z zaznaczonym polozeniem

lesniczéwek i wiezy obserwacyjnej.

a) Oblicz odleglosé wiezy od lesniczéwek.

b) W jakiej odleglosci od drogi taczacej lesniczéwki L, i L,
znajduje si¢ wieza obserwacyjna?

Jedno rami¢ dziecigeej hustawki jest nieco krétsze i jego diu-

gos¢ stanowi g diugodci drugiego ramienia. Gdy diuzsze

ramig dotyka podioza, koniec krétszego ramienia znajduje sie
na wysokosci 96 cm nad ziemia,

a) Oblicz, na jakiej maksymalnej wysokosci moze znaleZ¢ sig koniec dhuzszego ramienia hustawki.
b) Przesunigto punkt podparcia tak, aby oba ramiona hustawki mialy te sama dugosé. Oblicz, na Jakl&]
maksymalnej wysokosci moze znalezé sie wéwczas koniec ramienia hustawki.

Rury cieplownicze, kazda o $rednicy zewnetrznej jednego
metra, zostaly ulozone w stos, ktérego przekrdj pokazany jest
na rysunku. Oblicz, jaka jest wysoko$é tego stosu.

Autobus jadacy ze srednia predkoscig 35 km/godz. trasg
z Bowa do Osmolina, przez Brzozéw i Sanniki, pokonuje
w 36 minut (patrz mapka obok). Ile czasu bedzie potrzebo-
wal bocian na przelot z Osmolina do Howa lecac z predko-
$cia 20 km/godz.?
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- 392, Kolarz jéz’dzi po torze w ksztalcie okregu o Srednicy 72 m. 5
W drodku toru ustawiona jest latarnia, a wzdhuz stycznej do
toru w punkcie startu S, znajduje si¢ parkan (rysunek obok).
a) Oblicz, jaka odleglosé przebyt ciefi kolarza na parkanie,

a=18m
b=4m

jezeli kolarz pokonat 1/12 dhugosci toru.
E 2w b) Po uptywie 3 sekund od momentu startu cien kolarza znajdowat si¢
w odlegioséci 36 m od punktu S. Oblicz, z jaka $rednia predkoscia jechat kolarz. Wynik podaj w m/s.

323.  Przy projektowanin wspélczesnych, olbrzymich konstrukeji
inzynierskich uwzglednia si¢ kulisto$¢ Ziemi. Pylony mostu
wiszacego Akashi-Kaikyo, wybudowanego w Japonii w 1993
roku, zostaly tak ustawione, aby ich osie skierowane byly
dokiadnie w kierunku $rodka Ziemi. Kazdy z pylonéw ma
wysokosé 283 m, a odlegloéé migdzy ich podstawami, mie- f 1950 m
rzona wzdtuz linii prostej, wynosi 1990 m.

Oblicz, o ile odlegtos¢ migdzy wierzchotkami pylonéw jest wigksza od odleglosci miedzy ich podstawami.
Wynik podaj w mm po zaokragleniu do jednodci. Przyjmij, ze promieft Ziemi jest réwny 6371 km.
Na rysunku nie zachowano skali.

W,
324. Na rysunku pokazano poloZenie w terenie trzech wsi Wy, Wy /@;\)3
i W;. Studnia glebinowa S, ktéra zaopatruje w wodg wszyst- L7 .
kie wsie zostala zlokalizowana w odleglosci 4 km od drogi . N
faczacej Wy z W, Wiadomo réwniez, ze odlegtosci od studni P \
do kazdej wsi, mierzone wzdiuz linii prostych, sa takie same. K 9
s

a) Oblicz odleglos¢ migdzy wsia Wy, a Wa.
b) Oblicz odlegtos¢ od studni do wsi Wa.

325,  Wedlug przekazéw historycznych nieistniejaca juz dzi§ $wia-
96 em tynia S znajdowala si¢ w tych samych odleglosciach od pira-

Y : mid P, P, i P3, ktérych wzajemne polozenie przedstawiono
IR na rysunku (piramida P, znajduje si¢ doktadnie na wschéd w
: stosunku do piramidy P;).

a) Oblicz, w jakich odleglosciach od piramid znajdowata sig
$wiatynia.

b) Na péinoc od piramidy P, potozona jest czwarta piramida Py, o ktérej wiadomo, ze réwniez znajduje
sie w tej samej odleglosci od $wiatyni co pozostate. Jaka odleglosé dzieli piramidy Py i Py?

326. Ania mieszka w miejscowosci M;, Tomek w miejscowosci
M,, a Rafal w miejscowosci M;. Pewnego dnia cala trGjka
uméwila sie na wycieczkg rowerowa, Za miejsce spotkania
wybrali stary dab D nad jeziorem, ktdry znajduje si¢ w réw- 5
nych odlegtosciach od drég taczacych miejscowosci M i My, &2
My i M; oraz M, i M,. Na rysunku pokazano plan okolicy
z zaznaczonyi polnymi drogami prowadzacymi do dgbu.

a) W Oblicz, w jakiej odlegtosci od drogi taczacej miasto M,
z M, znajduje sie dab.

—— drogagtowna
-~ droga poloa

lz\/[‘ 5km M,

b) Oblicz, jaka odleglosé od miejsca zamieszkania do miejsca spotkania musiata pokonaé kazda z oséb,
jezeli wiadomo, ze jechali po zaznaczonych na planie drogach i kazda z nich przebyta najkrétsza moz-
liwg odleglosé.
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329.

330.

331.

332.

Miasto B potozone jest w odlegtosci 12 km na pdéinoc od miasta A.
a miasto D w odleglodei 10 km na zachéd od A. Miasta A1 B, Bi C,

liniowymi odcinkami drég.
a) Wykonaj doktadny rysunek.

b) Uzasadnij, e mozna znalezé takie miejsce na budowg oczyszezalni Sciekéw, aby byta ona polozona
w takiej samej odlegtosci od wszystkich drég taczacych dane miasta. Okresl, jakie to miejsce i oblicz

te odleglosé.

¢) Oblicz, jaka bedzie wéwczas odleglosé, w Hinii prostej, od aczyszczalni sciekéw do miasta C.

W celu wyznaczenia szerokosci rzeki zmierzono katy pod jakimi

widaé komin fabryczny stojacy po przeciwnej stronie rzeki, w

odlegiodci 10 m od jej brzegu. Obrano dwa punkty pomiarowe,

punkt A na brzegu rzeki i punkt B oddalony o a od punktu 4

(rysunek obok).

a) Podaj wzdr wyrazajacy szerokosé rzeki w zalezmodei od war-
todcia, ai B

b) Oblicz szerokosé rzeki wiedzac, ze a = 100 m, = 60°, f=130°.

Przez bloczek zamontowany na wysokosci 8 m nad ziemig, prze-

rzucona jest lina. Do jednego kofica liny przymocowane jest

wiadro, a drugi koniec liny, znajdujacy si¢ na wysokosci 2 m nad

ziemis, trzyma w dtoniach robotnik. Robotnik stoi w odlegtosci

4.5 m od wiadra.

a) Oblicz diugosc¢ liny.

b) Oblicz, na jakiej wysokosci znajdzie sig wiadro, jezeli ro-
botnik - trzymajac w dioniach koniec liny na wysokosci 2 m
— przesunie sie 0 3,5 m w kierunku pokazanym na rysunku,

Wymiary bloczka i wiadra nalezy zaniedbag,

Stalowa szyna o dlugosci 10 m lezy na ziemi. Jeden koniec szy-

ny, za pomoca dzwigy, unoszony jest pionowo do géry z pred-

koscia 24 m/min (patrz rysunek).

a) Oblicz, o ile metréw przesunie sie po powierzchni ziemi dru-
gi koniec szyny po uptywie 15 sekund.

b} Oblicz, po jakim czasie drugi koniec szyny bedzie znajdowat
sie na wysokosci 8 metréw nad ziemia,

Ze statku ptynacego w kierunku portu zmierzono w odstepie
30 min. katy miedzy poziomem morza, a wierzchotkiem latarni
morskiej ustawionej przy wejsciu do portu (rysunek obok).
Wyniki pomiaréw byly réwne: a=2°, [=8°. Przyimujac, ze
tg2°=0,035 oraz tg8°= 0,141, oblicz po jakim czasie od mo-
mentu drugiego pomiaru statek wplynat do portu. Wynik podaj
w minutach po zaokragleniu do jednosci.

Kolejka toczy sig po torach w ksztaicie okrggu. Rozstaw szyn jest réwny 4 cm. Podezas jednego petnego

okrazenia lewe kétko wagonu wykonato o dwa obroty wigeej niz prawe. Oblicz srednice kétek wagonn,

A O S v S A A RS T AN S S L o O

PLANIMETRIA &

Miasto C lezy 15 km na zachéd od B, ]
CiDoraz A i D polaczone sg prosto- b

PLANIMETRIA

- 333.

334.

335.

336.

338.
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Na lysuriktl przedstawiono wzajmmle‘poloif:nie trzech masztéw

antenowych znajdujacych sig na terenie InsntutAe _gf Teleqomuny

cations w Melbourne. Maszty ustawione sa w linii prostej, a wy-

sokodci skrajnych masztéw M, i M5 sa réwne: 140 m i 260 m

(patrz rysunek). )

a) w Oblicz wysoko$¢ najnizszego masztu. .

b) Oblicz odlegtosci miedzy masztami M i Mz' oraz M, 1 M»
wiedzac dodatkowo, ze maszty M; i M5 ustawione sa w odle-
gtosei 300 m.

Na rysunku pokazany jest fragment domku jednorodzinnego.
Pewnego stonecznego dnia w poludnie promienie stoneczne
padaly pod katem 60° do poziomu. Oblicz diugosé okapu dachu
(czedci dachu wystajace] poza $ciang budynku) wiedzac, ze
szeroko$é zacienionego pasa ziemi wzdiuz Sciany budynku byta
réwna 3 m. Pozostale dane zamieszczono na rysunku.

Statek, kitéry wptynat do portu kieruje sie do punktu przefadun-
kowego P. Na rysunku przedstawiono polozenie staT_lcu wzgle‘;-
dem nabrzeza portowego w momencie, gdy znajdowal sig
w réwnych odleglosciach od dzwigéw portowych Dy i D,.

a) Oblicz odleglosé statku od dzwigéw portowych.

b) Znajdz odleglosé¢ statku od punktu przetadunkowego P.
Wyniki podaj w kilometrach.

Lampa zawieszona na wysokosci 4 m o$wietla powierzchnie

w ksztatcie kota. ‘

a) Postanowiono zawiesié lampe o 2 m wyzej. Oblicz, o ile pro-
cent wzrosta powierzchnia o$wietlona przez lampe.

b) Oblicz, na jakiej wysokosci naleZa_’(oby zawigsic’ te lampe,
aby o$wietlala dwukrotnie wigksza powierzchnig.

i
W M,
f

Pewnego dnia w potudnie cien masztu miat dfugosé 17,6 m. Po kilku godzinach, gdy promienie stoneczne

tworzyly z powierzchnia ziemi kat dwa razy mniejszy niz w potudnie, cien masztu miat dtugos¢ 45 m.

a) Oblicz wysokosé masztu.

b) Oblicz pod jakim katem do powierzchni ziemi padaty promienie stoneczne w potudnie. Wynik zaokra-

¢glij do petnych stopni.

Z pewnego punktu w terenie, dokonano pomiaru kacta‘ 171 p’od

jakim widaé¢ maszt telewizyjny wybudowany na szczycie gory

oraz pomiaru kata # pod jakim wida¢ gére (rysunek obok).

‘Wysokos$¢ masztu jest znana i wynosi /. o

a) Znajdz zalezno$¢ miedzy wysokoscia H géry, a wielkosciami
o B1ih

b) Przyrzad pomiarowy pokazat wartosci: tger= 0,05, tgfi= 0,45‘. Wie'dzahc,’i.e maszt ma wysoko$é 20 m,
oblicz wysokos¢ géry. Wynik podaj w metrach po zaokraglemu do jednosei.
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339.

340.

341.

342,

343.

Na rysunku przedstawiono polozenie trzech statkéw wzgle-
dem punktu P oznaczajacego wejicie do portu. Statek Sy
znajduje si¢ w odleglosci 3 km, a statek 5y w odleglosci 8 km
od portu. Katy wyznaczone zostaty wzgledem kierunku pot-
noc-potudnie, a ich miary wynosza: op = 60°, o5 = 120°,

a) Wyznacz odlegtosé miedzy statkami S, i S,.

b) Oblicz odleglosé statkn S5 od portu wiedzac, Ze znajduje

sig on w odleglodei 13 km od statkn Sy,

Rysunek przedstawia probe rekonstrukeji dawnego placu
miejskiego. Z istnigjacych opiséw wiadomo, ze plac miat
ksztalt kola, a zachowane do dnia dzisiejszego fragmenty
czterech kamieniczek znajdujacych sie na obrzeim placu
pozwolily na wykonanie pomiaréw, ktérych wyniki przed
stawione zostaty na rysunku. Oblicz, jaka byla

a) odleglo$é miedzy kamieniczkami B D;

b) odlegtos¢ miedzy kamieniczkami A i C;

¢) powierzchnia placu.

Stacja kolejowa S zostata usytuowana w réwnej odlegtodci

od drég taczacych wsie W, W i Ws. Na planie zaznaczono

odlegtosci miedzy wsiami i drogi dojazdowe do stacji .

a) Oblicz, w jakiej odlegtodci od gtéwnych drég wybudowa-
1o stacje kolejowa,

b) Rozpatrzmy najkrétsze odlegtosci, jakie trzeba pokonad,

aby dojechaé z kazdej wsi do stacji kolejowej. Oblicz
$rednig tych odlegtosci.

Na rysunku przedstawiono projekt poszycia latawca, ktére

ma by¢ wycigte z prostokatnego arkusza pergaminu. Poszy-

cie ma ksztatt deltoidu. Oblicz

a) dhugosé krétszego boku latawca;

b) dlugodci /) 1 I, listewek, ktére potrzebne beds do kon-
strukeji latawca;

¢} pole poszycia latawca.

Drabina o dhugosci 10 m oparta jest o $ciang. W pewnym
momencie drabina zaczyna si¢ zsuwaé w ten sposéb, ze jej
gdérny koniec pokonuje w czasie ¢ odlegtosé g(f) okreslona
wzorem g(f) =054, gdzie ¢ wyrazone jest w sekundach,
a g(¢) w metrach. Niech d(z) oznacza odleglosé o jaka prze-
suna} sig dolny koniec drabiny w czasie ¢. ZnajdZ wzér funk-
cji di okresl jej dziedzine.

[ T A 0 S T e T

. 3. GEOMETRIA ANALITYCZNA

czeSC TEORETYCZNA

U W AG A, W ponizszych wzorach przyjmujemy, ze 1) A= (xs, ya) i B=(rg ygli  2) V=[x vyl i & =[ux uy}

WEKTORY
» Wspblrzedne wektora AB:  AB =[xp~xs, Y- yal-

= R6wno$é wektoréw v iii: V=i wtedy itylko weedy, gdy vy =uy 1 vy=uy.
o Sumairézica wektordw ¥ 1 if: v+ = [vetuy, vpriyly ¥ — @ = [vg— iy, Vy—uy].

= Ioczyn wekiora v przez liczbg k: k-v =[k- vy, k- wi.

vl o 2 2
@ Dhugosé wektora 71 [¥]=yvZ +vj.

ODCINEK

2
» Diugosé odcinka AB: |AB| =Jey =2 )2 + O —y0)7.

=Eatry oo datdn
7 s pl

= Wspélrzedne $rodka = (xg, y5) odcinka AB:  xg

ROWNANIE PROSTEJ PRZECHODZACEJ PRZEZ DANE PUNKTY A ORAZ B
D (y-ya)as—xs) = (Yp— Yy —xa).

ROWNANIE KIERUNKOWE PROSTEJ: y=ax+b
= Jedli prosta y=ax+5 jest nachylona do osi OX podkatem ¢, to tgar=a.
= Dla dowolnego c< R prosta y=ax+c¢ jest téwnolegta do prostej y=ax+b.

=% Dladowolnego ce R prosta y = —%;x +c¢ jest prostopadta do prostej y=ax+b.

POSTAC OGOLNA ROWNANIA PROSTEJ: Ax+By+C=0
= Dladowoinego De R prosta Ax+By+D=0 jest réwnolegla do prostej Ax+By+C=0. A en
= Dla dowolnego De R prosta Bx—Ay+D=0 (oraz prosta —Bx+Ay+D=0) jest prostopadla do prostej Ax-+By+C=0.

PROSTA PROSTOPADLA DO WEKTORA
= Dladowolnego Ce R prosta Ax+By+ C= 0 jest prostopadia do wektora w=[A4, Bl.

ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ . ., |Axp + By, +C
= Odlegtos¢ d punktu P= (xp, yp) od prostej Ax +By+ C=0 wyraza sig wzorem d = m .

ODLEGLOSC MIEDZY PROSTYMI ROWNOLEGLYMI - D0 weeamn i srsorem
= Odleglos¢ d migdzy dwiema prostymi réwnoleglymi o réwnaniach Ax+By+C=0 i Ax+By+D=0 wy e
d=J€=Dl

Jar g

ROWNANIE OKREGU

o 2 1_.2
® Réwnanie okregu o srodku O=(a, b) i promieniu r: (x—a)y’*+(y—b)'=r>
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POLE TROJKATA

= P=%:-|vxuy—wuxf4 v

JEDNOKLADNOSG
=> Obrazem punktu 4 w jednoktadnosci o srodku § i skali k jest taki punkt A”, ze SA'=k-SA

k=-3
PSS e s -
N A A A N ;‘7{
SA=4.54 SA'=-3.5A
ZADANIA WPROWADZAJACE
Zdajacy potrafi ° fozpomawacyrown’anie prgst»ej w ’postac>i og'élnej ikierunkowej_
© nterpretowaé wspSlezynniki w réwnaniu kierunkowym prostej
3.1 Dane réwnanie prostej sprowadz do postaci 0g6lnej i (o ile to mozliwe) do postaci kierunkowej
a) dx=2y+5; b) 12y=72; c) Tx=8.

3.2 Réwnanie y=0,25x—1,5 zapisz w postaci Ax+By+C=0 tak, aby
a) R wspdlezynnik A byl réwny 3, b) R wspdtczynnik B byt réwny 2, ¢) wspdiczynnik C byl réwny —6

3.3 Napisz réwnanie prostej nachylonej do osi 0X pod katem ¢t przecinajacej o§ OY w punkcie o rzednej r.
a) a=45°, r=5; b) R =60°, r=-4; ) a=150°, r=3.

°® wyznacza¢ réwnanie prostej okreslonej przez dwa punkty o danych wspéirzednych
Zdajacy potrafi | e wyznacza¢ réwnanie prostej réwnoleglej (prostopadtef) do dansj
° badaé wzajemne potozenie prostych w ujgciu analitycznym

3.4 R ZnajdZ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A i B, jesli
a) A=(0,0), B=(1,2); b) A=(-1,-4), B=(1,2); c) A=(-4,2), B=(1,2),
d) A=(1,-4), B=(1,2).

3.5W Zbadaj, czy punkty A, B, C sg wspéiliniowe, jesli
a) A=(—4,-6), B=(~1,2), C=(5, 6); b) A=(=5,~2), B=(2,-1), C=(8, 0).

3.6 R Wyznacz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej & i przechodzace; przez punkt P = (2, 4), jezeli prosta k ma
réwnanie
a) y=3x-5; b) 2x+3y+7=0; c) y=-2; d) x=-

3.78 Wyznacz réwnanie prostej prostopadiej do prostej & i przechodzacej przez punkt P = (2, 4), jezeli prosta k ma
réwnanie

a) y=3x-5; b) 2x+3y+7=0; ) y=—2; d) x=

3.8R  Wyznacz wspdhrzedne wszystkich punktéw wspélaych prostych o rdwnaniach

a) y=2x+4 | y=—x+7; b) 4x+2y—1=0 i 12x=3-6y; ¢) x+2=0 i y+5=0.

GEOMETRIA ANALITYCZNA o

. s wyznaczaé odleglosé dwdch punkiéw —i
zdajacy potrafi |, wyznaczaé odleglo$é: punktu od prostej, dwdch prostych réwnolegiych

Dane sa punkty A=(~2,-1) i B=(10, 4) oraz prosta k o rdwnaniu y=-0,5x-+3. Oblicz

‘9 R . e . . —
® a) dtugoé¢ odcinka AB;  b) odleglosé punktu A od prostej k;  ¢€) odlegtos¢ prostej k od prostej y=-0,5x+2.
o graficznie przedstawia réwnania i nieréwnosci liniowe z dwiema niewiadomymi )
dajacy potrafi | @ zaznaczaéw ukiadzie wspéirzednych zbiér punktéw okresiony przez uktad nieréwnosei liniowych
liif s opisywaé za pomocy nkiadu nierdwnosci zbiory punktéw
3.10  Zaznacz w ukladzie wspShrzednych zbidr tych punktéw (x, y), ktdrych wspéhrzedne spetniaja warunek
a) y=2x+3; b) y<2x+3; ¢) y>2x+3.
311 Zaznacz w ukladzie wspéhrzednych zbidr A, jezeli
ay A={(x,y) x>0 A y<0}; b) A={(x,y): x<2Ay21}); ) A={(x,y): y2-—=x~1 A yS—x+2};
dy A={{x,y): x+y-3<0 A 2x—y20}; e) A={(x,y)x+y~-3<0v2x—y=0}.
3.12  Opisz za pomoca ukladu nieréwnosci zbi6r punktéw lezacych migdzy prostymi o réwnaniach y=2x i y=2x+3.
3.13  Opisz za pomoca uktadu nieréwnosci zbidr punktéw nalezacych do tréjkata ABC, jesli
a) A=(0,0), B=(4,0), C=(0,4); b) RA=(0,0), B=(—4,0), C=(2,-2).
3.14  7Zbidr, ktérego fragment pokazany jest na rysunku, jest zbiorem punkiéw praszczyzny, ktérych wspdirzedne

spetniaja pewien uktad dwéch nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi. Zapisz ten uklad nieréwnosci.
b)
a) y

wykonywaé dziatania na wektorach (dodawanie, odejmowanie, mnozenie przez liczbe) — w ujecin analityez-

B
Zdajaey potrafi L nym i syntetycznym

3.15

316 R

317 r

Dane sg wektory i =[-3,~2] i w={~1, 4]. Oblicz wsplrz¢dne wektora v, jesli
a)R V=u+w; B) v =—i; C)R V=5, d) v=3w-—du; e) v =2 -3w) —il.

Dane sa punkty A=(1,3), B=(3,7) i C=(5,8). .
a) Oblicz wspdhrzedne wektoréw AB i BA. b} Oblicz diugosé wektora AB.
) Znajdz taki punkt D, aby wektory AB i CD byly réwne. d) Oblicz wspélrzgdne srodka odcinka AB.

e) Znajd taki punkt K, aby punkt B byt $rodkiem odcinka AK. 1) ZnajdZ réwnanie symetralnej odcinka AB.

Dwa punkty dziela odcinek o koficach A =(17,31) i B=(53, 58) na trzy réwne czgsci. Znajdz wspdirzedne
tych punkidw.
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3.18  Dane sa wektory i =[3, 5] i 7 =[-2, 6]. Wyznacz takie liczby a i b, aby a-i+b-7=[10, 5].

318 Punkiy 4, B, ¢, D s kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku. Zapisz wektory AB i AD za pomocy wekto- |

16w AC i BD.

Zdajacy potrafi

©® postugiwa si¢ réwnaniem okregu
° przedstawiaé kolo za pomocy nieréwnosci z dwiema niewiadomymi

3.20  Zapisz réwnanie okregu o érodku S i promieniu r, jezeli

a) §=(0,3), r=35; b) §=(2,-1), r=2.
3.21  Kolo k ma $rodek S=(2, -1) i promient #=2. Opisz za pomoca nieréwnoséci

a) kolo &; b) wnetrze kota k; ¢) zewnetrze kota k.
3.22

Podaj diugo$¢ promienia i wspéirzedne érodka okregu o réwnaniu
2 2
a) X +y =4;

b) (x—4)2+(y+1)2=5;
d) P4y —der6y+ =0

e) Ra’+y +3xr~y+1=0.

c) Ryt +y* =2y =0;

Zdajacy potrafi | ® graficznie px:zv‘:dstawia?’ réwnania (nieréwnosci) drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi — okrag (k@
sume muogosciows dwdch prostych
3.23  Jaki zbiér tworza wszystkie punkty (x, ), ktdrych wspéirzedne spelniaja dane réwnanje?
a) F4+y*=2x+y); b) (x+y)=2(xy+2); ¢) Ay +dx+6y+13=0; d) Ptx+y+1=0;
&) xy=2; f) xy=0; 9) Rx’ =y’ h) 9x*—4y°=0;
) x+xy=0; D RX+4y%=dxy k) Ray+3=x+3y. |
3.24  Zilustruj w uktadzie wspétrzednych zbidr A
a) A={(x,y) +y*+2x>0};
B) A={(x, y): 38+ 6x+12 3%+ [2y+4 }; 3
¢ A={(x,y) xy<0};
d) A={(x,y): X+y>4). .
o okresla¢ wzajemne polozenie prostej i okregu oraz dwéch okrggéw — w ujeciu syntetyczoym i analitycznym
Zdajaey potrafi | e obliczaé wspdlrzedne wspdlnych punktéw prostej i okrggu
® postugiwad sie réwnaniem okregu i prostej w rozwigzywaniu zadar
3.25  Zbadaj wzajemne potozenie okregéw o réwnaniach
A RE-1’+(-1=16 i (x—4)P+y2=1;
D) R +y" —dy2x—120=0 i x*+32—200=0
&) =1+ (- 1Y=16 i F+y +2x+2y-8=0.
3.26 R

Znajdz wspélrzedne punktéw wspélnych
a) okregu o réwnaniu x° +y*=3x+ S5y—4=0 i prostej o réwnaniu x+ 2y-4=0;
b} okregn o réwnaniu x* 1'y* 3x+5y—4=0 i osi ukladu wspGirzednych.

U W AG A. Uniejemos¢ znajdowania wspdhrzednych punktéw wspdlnych okregéw o danych réwnaniach nie jest wymagana na zadnym poziomie.

L i e M A
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< . 2, 1 _ =
ZnajdZ réwuanie stycznej do okregu o réwnaniu x” +y =3
a) R w punkcie A= (1, -2);
¢) R réwnolegtej do prostej o réwnaniu 2x -y =0;

52 b) R przechodzacej przez punkt B = (0, 5);

d) prostopadiej do prostej o réwnaniu 2x —y =0.
3 ég R Znajdz réwnanie okrggu opisanego na tréjkacie o wierzcholkach A = (1,5,B=18,-2)i C=0O, 1.

29 R Punkty A =(0,~1) i B=(-2, 1) naleza do okrega Py J—4‘y -5=0. Wyznac; \legélrzgdne takiego punktu
328! C naléia@egb do okregu, by tréjkat ABC byt tréjkatem réwnoramiennym o podstawie AB.

@ znajdowaé obraz figury jednokiadnej do danej
zdajacy potrafi 2 ¢ wh sci jednoktadnosel w rozwiazywaniu zadai

Punkt A = (12, 6) przeksztatcono w jednokladnosci o $rodku S i skali k. Znajdz wspdlrzedne obrazu punktu A,
jezel

a) $=(-7,5), k=1,
d) S=(4,8), k=2,

3.30

L.
b) $=(0,0), k=-1; c) RS=(0,0), k=A3-,

) RS=(10,4), k=-3.

3.31 R Okrag o jest obrazem okregu o réwnaniu 2 +y —6x+8y=0 w jednokladnodci o §rodku §=(5, 2) i skali
k=-1,5. Znajdz érodek i promien okregu o.

o stosowaé wiasnosci izometrii (symetrii i przesunigcia) w rozwigzy waniu zadan

2dajacy potrafi o stosowadé wiasnosci fighr przystajacych w rozwigzywaniu zadan

3.32R Sprawdz, czy przeksztatcenie plaszczyzny okreslone wzorem P((x, y))=(—x, y+1) jestizometria.

3.33 R Znajdz obraz punktu A=(0, 3)
a) w symetrii $rodkowej o $rodku S =(2%, 3%«);
5 . 437
b) w przesunieciu réwnoleglym o wektor vV = [—5%, 4;],

c) w symetrii osiowej wzgledem prostej o réwnaniu y=2x.

3.34 R Znajdz obraz prostej o réwnaniu y=2x-3
a) w symetrii §rodkowej wzgledem punktu §=(2, 3);
b) w przesunieciu réwnolegtym o wektor ¥ =[—14;121;

c) w symetrii osiowej wzgledem prostej o réwnaniu y=x—1.

3.35  Uzasadnij, ze parabola p o réwnaniu y=x" jest przystajaca do paraboli g o réwnaniu
a) Ry=x"+dx+1; b) y=—x"-2.
3.36 R Obrazem kola x*+y*+6y<0 w pewnej izometrii jest figura F. Obiicz pole figury F.
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PROSTA
Sprawdz, czy punkt P=(5, —2) nalezy do symetralnej odcinka o koricach A = (1,3) 1 B=(~3,-1).
Dana jest prosta k 0 rtéwnanin y=-2x+3 i prosta [ o réwnaniu .\:=«/§.

a) Sprawdz, czy punkt P=(17, -31) nalezy do prostej k.
b) Podaj wspéhrzedne punktu przecigcia prostych ki I

¢) ZnajdZ réwnania prostych przechodzacych przez punkt A = (5, -8) i réwrolegtych do danych prostych v

Prosta k zawiera odcinek o koficach A = (4,5)iB=(7,9). Znajdz odlegtosé poczatku uktadu wspdlized- ~/

nych od prostej k.

Dane sa punkty A=(-13, -16), B=(~4,~2) i C=(4, 10).
a) Rozstrzygnij, czy punkty A, B, C sa wspétliniowe.
b) ZnajdZ réwnanie prostej prostopadtej do prostej BC i przechodzacej przez punkt A.

Prosta o réwnaniu y=3x+5 przecina 0§ OY w i ¢ i

; - punkcie A, prosta o rtéwnaniu 2x— 9y -30=0 i §
OX w punkcie B, a obie proste przecinaja si¢ w punkcie C. 7 preceina o2
a) Znajdz wspdirzedne punktéw A, Bi C.
b) Uzasadnij, ze odcinki ABi AC sg, prostopadte.

Proste k1 I sq réwnolegte do prostej o réwnaniu 2x+ 5y +7=0 i przechodzg przez punkty odpowiednio ‘:

A=(=30, 12)i B=(-34, 2).

a) ZnajdZ réwnania prostych ki 1.

b) Oblicz adlegtosé miedzy prostymi ki /.

¢) Uzasadnij, ze odcinek AB jest prostopadly do prostych ki [.

Przez punkt A = (2, 3) poprowadzono prosta odcinajaca na pélosiach uktadu wspéhzednych odcinki réw- »

nej dtugosci. Znajdz réwnanie tej prostej.

Prosta k przechodzi przez punkt A = (3, 0) i jest nachylona do osi OX pod katem 60°. Prosta ! przechodzi
przez punkt B=(9, 0) i jest prostopadta do prostej k. Obie Pproste przecinajg sie w punkcie C.

a) ZnajdZ réwnanie prostej k.

b) . Znajd% réwnanie prostej L.

c) Oblicz wspéirzedne punkt (.

d) R ZnajdZ réwnanie prostej zawierajacej dwusieczna kata BAC.
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Defini ¢ja. Rownanie £4—%: 1, gdzie a#0 i b0, nazywamy réwnaniem odcinkowym prostej.
a

a) Znajdz punkty przeciecia prostej o réwnanin %T% =1z osiami uktadu wspétrzednych.

b) ZnajdZ rdwnanie odcinkowe prostej o réwnaniu ogélnym 2x +3y—6=0.
¢} ZnajdZ réwnanie odcinkowe prostej o réwnaniu kierunkowym y=2x+3.

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktéw jednakowo oddalonych od koricéw odcinka. Wyko-
rzystujac te wiasnos¢ symetralnej, znajdziemy réwnanie symetralnej odcinka o konicach A=(1, 3)i B=(5, 9).
¢ Symetralna odcinka AB jest zbiorem tych punktéw (x, y), ktérych odlegtosé od punktu A:

Y(x=1%+(y—3)* jest réwna odlegtosci od punkiu B: J(x~35)% +(y —9)?.

e Otrzymujemy zatem réwnos$é \/(x —D2+(y-3)? = \/(x =52+ (y~9)2.

o Podnoszac do kwadratu obie strony tego réwnania, dostajemy: (x — l)2 +(y -3V =x-57+ (y-97,
a stad otrzymujemy réwnanie 2x+3y—24=0.

e Zatem symetralng odcinka AB jest prosta o réwnaniu 2x-+ 3y —24 =0, X

Postepujac w analogiczny sposéb, znajdz réwnanie symetralnej odcinka o koncach K= (1, -1)i L=(7, 1).

Uzasadnimy, ze zbidr punktéw, ktérych wspSlrzedne (x, y) spetniaja réwnanie x* + y* + 2xy — 9 = 0, jest

suma dwéch prostych.

o Wyrazenie x*+y* + 2xy—9 zapiszemy jako réznice dwéch kwadratéw: (x+y)>— 3%

e Rozkladamy otrzymane wyrazenie na czynniki: (x+y+3)(x+y—3).

e Zatem dane réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci (x +y+3)x+y—3) =0, a réwnanie to jest réwno-
wazne alternatywie réwnan: x+y+3=0 lub x+y-3=0.

e Kazde z otrzymanych réwnan jest réwnaniem ogélnym prostej. Uzasadniliémy wiec, ze dane réwnanie
opisuje zbidr, ktéry jest sumg dwéch prostych.

Uzasadnij, ze zbiér punktéw, ktérych wspélrzedne (x, y) speiniaja dane réwnanie, jest suma dwéch prostych

a) X’ +4y*=dxy+4; b) x* —y—6y-9=0;

) =y + 10x+4y+21=0.

Znajdziemy réwnania prostych zawierajacych dwusieczne
katéw wyznaczonych przez proste o réwnaniach 2x+y ~5=0
ix—2y=0.

e Zauwazmy, ze figura bedgea suma prostych zawierajacych
dwusieczne katéw wyznaczonych przez dwie nieréwnole-
gle proste ki [ jest zbiorem wszystkich punktéw réwnood-
dalonych od prostych k1 [ (patrz rysunek).

e Zatem szukane proste sa zbiorem tych punktdw (x, y), ktérych odlegios¢ od prostej 2x+y—5=0:
2x+y-3| Jx—-2yl

V5 ¥5

e Ofrzymane réwnanie jest réwnowazne alternatywie réwnan: 2x+y—3=x~2y lub

jest réwna odlegtosci od prostej x—2y=0:

[2x+y=5| _ =241
J5 ¥5

2x+y—5=—x-+2y. Wobec tego szukanymi prostymi sa proste o réwnaniach x+3y—5=0 i 3x~y~35=0.

W podobny spos6éb znajdz réwnania prostych zawierajacych dwusieczne katéw wyznaczonych przez proste
3) dx—y+1=01ix—dy+4=0; b) x+y-8=01Tx-y-8=0.
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b) Uzasadnij, ze punki A nalezy do danego okregu.

Prosta k przechodzi przez punkt A = (3, 2) i przecina dodatnie pélosie ukladu wspéirzednych w takich

; . ; A : 65.
punktach, ze iloczyn ich odlegtosci od punktu (0, 0) wynosi 25. ZnajdZ réwnanie prostej k. 3
Dane sa punkty A = (4, 5), B = (-4, —1) i prosta k o réwnaniu x =3y - 9 = 0. 366.
a) W Na prostej k znajdz punkt C jednakowo oddalony od punktéw A i B.
b) ZnajdZ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i nachylonej do osi OX pod katem dwa razy
wiekszym niz prosta . |
Promiefi $wietlny wystany z punkiu A = (5, 9) odbija si¢ od osi OX w punkcie B=(2, 0), a nastgpnie 367.

odbija si¢ od osi OY. Znajdz réwnanie prostej, po ktérej porusza si¢ promien po odbiciu od osi OY .

Na plaszczyznie z ukladem wspdtrzednych dane sa
punkty A i B oraz proste & i / tworzace z prostg o réwna-
niu y=0 katy o réwnych miarach (patrz rysunek).

a) Wyznacz réwnania prostych ki .

b) Oblicz tangens kata f.

Dany jest punkt A = (-1, 2).

a) Znajdz réwnanie tej prostej, na ktérej osie ukladu wspélrzednych ograniczajg odcinek o érodku
w punkcie 4.

b) Znajdz réwnanie takiej prostej przechodzacej przez punkt 4, ze odleglosé poczatku ukladu wspdhzed-
nych od tej prostej jest réwna 1.

ZnajdZz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P =(2,4) i przecinajacej proste 3x+y=0 oraz %
x—y+4=0 w punktach odpowiednio M i N w taki sposSb, ze punkt P jest srodkiem odcinka MN. 3

i
Jedna z dwdéch prostych réwnoleglych przechodzi przez poczatek ukladu wspdlrzednych, a druga przez

punkt A = (1, 3). ZnajdZ réwnania tych prostych, wiedzac, ze odleglo$¢ miedzy nimi jest réwna \/g .

OKRAG, KOLO

Punkty A=(3, 2) i B=(6,-5) sa konicami $rednicy kotfa k.
a) Oblicz pole kota k.
b) Znajdz réwnanie stycznej do kota k w punkcie A.

Dany jest punkt A= (0, 3) oraz okrag o srodku w punkeie S=(1, %) i $rednicy o dhugosci 13.

a) Uzasadnij, ze prosta o réwnaniu 7x— 4y—1=0 zawiera srednice danego okregu.
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Proste o réwnaniach y=2x+5 1 y=x+3 zawierajg $rednice okrggu o, do kiérego nalezy punkt P=(3, 2).
ZnajdZ réwnanie okregu o.

Prosta o réwnaniu x+ 3y —17=0 jest styczna do okregu o $rodku w punkcie S=(-1, —4).
a) Oblicz wspéirzedne punktu stycznosci danej prostej z tym okregiem.

b) Oblicz dlugo$¢ promienia tego okregu.

¢) Uzasadnij, ze prosta o réwnaniu 9x+ 13y—89=0 jest styczna do tego okregu.

Okrag o srodku w punkcie S=(1, 1) odcina na prostej o réwnaniu x —y + 4 =0 cieciwe o diugosci 2«/5 .
Znajdz dtugos¢ promienia tego okregu.

Srodek okregu przechodzacego przez punkty A=(3,0) i B=(0, 1) nalezy do prostej y=x-+2. Znajdz
réwnanie tego okregu.

Okrag przechodzacy przez punkt A = (=1, 1) jest styczny do prostej o réwnaniu y =x — 2 w punkcie
P = (4, 2). Wyznacz réwnanie tego okregu.

Napisz réwnanie okregu o promieniu «/g stycznego do prostej o réwnaniu x—2y—1=0 w punkcie
A=@3,1).

Okrag styczny do osi OX w punkcie A = (-3, 0) odcina na dodatniej pélosi osi OY cieciwe o diugosci 8.
a) Znajdz wspélrzedne $rodka i promien okregu.
b) Wyznacz wspéirzedne punktéw, w ktdrych okrag przecina o§ OY.

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=x° +4x + ¢. Dla jakich wartosci parametru ¢ wykres funkcji fprze-
cina o§ OY w punkcie nalezacym do

a) okregu o promieniu diugosci 5 i $rodku w punkcie S=(4, —1).
b) kota o promieniu diugosci 5 i srodku w punkcie S= (4, —1).

Dane sa funkcje f(x)=2x+1 i g(x)=-2x"—2x+ 1. Znajdz te dodatnie wartosci r, dla ktérych wszystkie
punkty wspélne wykreséw funkcji f i g naleza do kota (x— 1)%+ (y+ 1)* < /%

Liczby x, i x, 4 réznymi pierwiastkami réwnania x2 —2¢2x+ p? +1=0. Dla jakich wartosci parametru p

punkt (x;, x,) nalezy do kota o $rodku S = (0, 0) i promieniu diugosci ‘/g ?

Wykaz, ze jesli liczby a, b sa rézne, to réwnanie x*+y’ + ax + by +0,5ab =0 jest réwnaniem okregu. Podaj
diugo$¢ promienia tego okregn.
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Okrag przedstawiony na rysunku jest styczny do osi OX w I
punkcie (2, 0), a prosta k przechodzi przez punkt A =(-6, 0) i
jest styczna do okregn w punkcie B. 5
a) W Jaka diugoéé ma odcinek AB?
b} Znajdz réwnanie stycznej k wiedzac dodatkowo, ze punkt k
A znajdue sie w odleglodci 6+2 od srodka okregu. AL .
Z6 1 12 x

Znajdz réwnania stycznych do okregu (x+ 1)* +(y - 12 =5 poprowadzonych z punktm A = (2, 0).

Znajdz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu 3x + 4y + 1 =0 1 stycznej do okregu o réwna:
nin x* +y* —dx -2y +4=0.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x*+y* — 2mx — m’ +2m =0 opisuje okrag styczny do prostej
réwnaniu x =47

Znajdz te wartodci parametru m, dla ktérych prosta y=x+m ma dwa punkty wspélne z okregiem x*+y*=2.

Znajdz te wartosci parametru m, dla kiérych okregi x*+y* +dx—2my+m?=0 i x*+y*=2 sa styczne.

Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt M = (0, 1) i stycznego do dwdéch prostych o réwna-
niach x+y—-2=01x+y+3=0.

Znajdz wspdirzedne $rodkéw okregdéw stycznych do prostych o réwnaniach x+2y+9=0 i 2x~y—-2=
i przechodzacych przez poczatek ukladu wspStrzednych.

Dany jest okrag o srodku w punkcie S = (-4, 7) i promieniu dtugosci /5. Prosta k przechodzi przez punk .

A=(0, 4) i przecina dany okrag w punktach X i L. Oblicz iloczyn dlugosci odcinkéw AK i AL.

TROJKAT

Punkty A=(1, 2), B=(13, 4) i C=(7, 10) sa wierzchotkami tréjkata.

a) Oblicz dtugos¢ boku BC.

b) Znajdz réwnanie prostej zawierajacej bok BC.

C) ZnajdZ réwnanie prostej zawierajacej wysoko$é poprowadzong z wierzchotka A.

Wieﬁrchho{kami tréjkata ABC sg punkty A = (=3, 0), B= (1, 3)i C=(~1, 4).
a) Oblicz dlugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka C.
b) Oblicz pole tréjkata ABC.
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Punkty B =(10, 3)i C=(7, 10) sa wierzchotkami tréjkata ABC. Punkt §=: (2, 5) jest Srodkiem boku AB.
a) Znajdz réwnanie prostej zawierajacej Srodkows tréjkata ABC poprowadzona z wierzchotka C.
b) Znajdz réwnanie symetralnej boku AB.

Punkty A = (5, ~2) i B=(17, 2) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego ABC o kacie prostym przy wierz-
chotku A. Wierzchotek C nalezy do prostej o réwnaniu y=2x+3.
a) Wyznacz wspdlrzedne punku C. b) Oblicz pole trdjkata ABC.

Dany jest tréjkat o wierzcholkach A= (-1, 0), B=(3, 0), C=(2, V3). Wyznacz katy tréjkata ABC.

Dane sg punkty 4 = (1, 3), B=(5,1)i C=(4, 4).

a) Uzasadnij, ze trGjkat ABC jest rdwnoramienny i prostokatmy.
b) Znajdz dlugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC.
¢) Znajdz dlugos¢ promienia okregn wpisanego w tréjkat ABC.

Dwie wysokosci tréjkata ABC, gdzie A=(-2,-3), zawarte s3 w prostych o réwnaniach x-2=0
i 2x+ 3y~ 1 = 0. Oblicz wspéhzedne pozostatych wierzchotkéw tego tréjkata.

Punkty A = (-2, -2) i B=(4, 1) sq wierzchotkami tréjkata ABC, a punkt D =(0, 1) punktem przecigeia
jego wysokosci. ZnajdZ wspélrzedne wierzchotka C.

Proste y=x—4 i y=3x—~4 zawieraja dwa boki tréjkata prostokatnego. Znajdz wspélizedne wierzchotka
kata prostego tego tréjkata wiedzac, e prosta zawierajaca trzeci bok przechodzi przez punkt K= (3, 1).

Proste o réwnanmiach 3x—2y+2=0 i x—y+2=0 zawieraja dwa boki pewnego trGjkata, a prosta
o réwnaniu 2x —y— 1 =0 zawiera jedna z jego Srodkowych. ZnajdZ réwnanie prostej zawierajacej trzeci
bok tréjkata.

Podstaws,_tréjkata réwnoramiennego ABC jest odcinek o koncach A =(2,1) i B=(5,2). Jeduo z ramion
tréjkata zawiera si¢ w prostej 2x—y —3 = 0. Oblicz

a) wspdirzedne wierzcholka C; b) pole tréjkata ABC.

Podstawa AB trGjkata réwnoramiennego ABC zawarta jest w prostej x+y-+1 =(. Ramig BC zawiera sig
w prostej 2x—y—1=0. Wyznacz réwnanie prostej k zawierajacej ramie AC wiedzac, ze punkt P=(—4, 0)
nalezy do prostej £.

Punkt §=(2, -1) jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wierzcholek A4 ma wspéirzedne
(=3, ~1), a bok BC jest zawarty w prostej x + 7y — 20 = 0. Oblicz
a) wspéirzedne wierzchotkw Bi C; b) pole tréjkata ABC.
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Dane sg punkty A =(1, 1) i B=(3, 3) oraz prosta k o réwnaniu y=x + 3. Wyznacz na prostej k taki pun_kt

C, aby pole tréjkata ABC bylo réwne 6.

Punkt C=(1,~3) jest wierzchotkiem tréjkata réwnobocznego ABC, za$ punkt S = (3, —1) jest srodklem I

okrggu wpisanego w ten tréjkat. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkéw A i B.

W réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym punkt A = (3, 1) jest wierzchotkiem kata ostrego. Przeciwle-
gla do niego przyprostokatna zawiera si¢ w prostej o réwnaniu x — y + 1 = 0. Napisz réwnania prostych E

zawierajacych pozostate boki tréjkata.

g

W réwnoramiennym tréjkacie prostokgtnym punkt C = (3, —1) jest wierzcholkiem kata prostego. Przeciw- 4

prostokatna trGjkata zawiera sig w prostej 3x~y+2=0. Wyznacz pozostale wierzcholki tego tréjkata.

Dany jest réjkat ABC, w ktSrym A = (-2, —1), AB= [8, 4], a punkt przeciecia $rodkowych ma wspdirzed- . »

ne (1, 4). Znajdz wspblrzedne pozostatych wierzchotkéw tréjkata.

Bok AB trdjkata ABC zawiera si¢ w prostej y=2x+2, a srodkowa poprowadzona z wierzchotka C zawiera

sig w prostej x — 3y +21 = 0. Wiedzac, ze B_C" =[4, —2], oblicz wspélrzedne wierzchotkéw tréjkata ABC.

Wierzchotek C trdjkata ostrokatnego ABC ma wspélrzedne (2, 7). Prosta o réwnaniu 2x +y — 1 = 0 jest ‘

symetralng wysokosci CD, a prosta o réwnaniu x + 3y —8 = 0 zawiera $rodkowa tréjkata poprowadzong i

z wierzchotka A. Oblicz wspdhrizedne punktéw A, Bi D.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC (|AB|=|AC]) dane sa wierzcholki B=(1,~1) i C=(4,0). Jedno z ra-
mion tréjkata zawiera sie w prostej x + 2y — 4 = 0. Na boku AB obrano taki punkt P, ze |AP|:|PB|=3:2.
ZnajdZ réwnanie okregu o srodku w punkcie P, stycznego do boku AC.

W trojkacie ABC dany jest wierzchotek A = (2, —5) oraz réwnania prostych zawierajacych dwie jego érod-:
kowe: 4x+ 5y =0 1 x—3y=0. Wyznacz wierzchotki Bi C.

Prosta x~y—5=0 zawiera bok AB tréjkata ABC, prosta 2x+y—13=0 zawiera bok BC, natomiast pr
sta 3x—y—7=0 zawiera dwusieczna kata BAC. Znajdz wierzchotki tego tréjkata.

Punkty X, M, N sa $rodkami bokéw tréjkata ABC, a P jest dowolnym punktem wewnetrznym tego tréjkat
Udowodnij, ze PK +PM +PN = PA+PB+PC.
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ROWNOLEGLOBOKI
prostokat

Punkty A =(4, =3), B=(10, 6) sa wierzchotkami prostokata ABCD, a prosta 3x—2y+8=0 zawiera bok CD.
a) Wyznacz réwnanie prostej AD.

b) Oblicz wspéirzedne wierzchoika D.

¢} Oblicz pole prostokata ABCD.

Punkty A = (=4, —4) i B = (8, 2) sq sasiednimi wierzchotkami prostokata ABCD, ktérego $rodkiem symetrii
jest punkt §' = (1, 1).

a) ZnajdZ réwnanie prostej zawierajacej przekama AC.

b) R Wyznacz wspohrzedne wierzchotkéw CiD.

Punkt A =(-10, 8) jest wierzchotkiem kwadratu ABCD, a prosta y=—x+4 zawiera jedna z jego przekatnych.
a) Znajdz wspélrzedne srodka symetrii kwadratu ABCD.
b) Oblicz dlugosé boku tego kwadratu.

Prosta o réwnaniu y=-2x-+3 zawiera jeden z bokéw kwadratu, a punkt §= (3, 12) jest srodkiem symetrii
tego kwadratu.

a) Oblicz pole kola wpisanego w ten kwadrat.
b) Oblicz pole kota opisanego na tym kwadracie.

Prostokat ABCD jest wpisany w okrag Py +dx+ 6y — 12 = 0. Bok AB zawarty jest w prostej
2x+y—3=0.Znajdz

a) wspétrzedne wierzchotkéw prostokata;

b) pole prostokata.

Punkt A= (7, 3) jest wierzchotkiem, zas punkt §=(3, 2) srodkiem symetrii kwadratu ABCD. Wyznacz
pozostate wierzchotki kwadratu ABCD 1 napisz réwnanie okregu wpisanego w ten kwadrat.

Punkt A = (1, -1) jest wierzcholkiem kwadratu opisanego na okregu 2+ y2 — 4y - 1=0. ZnajdZ pozostate
wierzchotki tego kwadratu.

Punkty A = (2, 3), B= (4, —1) sa dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Wyznacz wspoirzed-
ne pozostalych wierzchotkéw kwadratu,

W prosteJ o réwnaniu 2x+y—6=0 zawiera si¢ bok kwadratu opisanego na okregu o réwnaniu
s +y = 2y -4 =0. Oblicz wspétrzedne wierzchotkéw tego kwadratu.

Przekatna kwadratu opisanego na okregu o réwnaniu x* + % — 2x —4 = 0 zawiera sic w prostej o réwnaniu
2x—y~2=0. Wyznacz wspoirzedne wierzchotkéw tego kwadratu.
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419, Punkty A = (1, -11) i B = (10, 2) sa wierzchotkami rombu ABCD. Prosta k o réwnaniu x + 7y — 24 =
zawiera jedna z przekatnych tego rombu.

a) Sprawdz, ktéra przekatna zawiera prosta k.
b} Znajdz réwnanie prostej zawierajacej druga przekatna rombu.
¢) Oblicz pole rombu.

420, Pankty A=(2,1) i C=(4, 3) sa przeciwleglymi wierzchotkami rombu ABCD. Wierzchotek D nalezy do osi OY,
a) Wyznacz wspéhizedne wierzchotkéw B 1 D. b) Oblicz pole rombu.

421. R Punkty A =(2, ~6), C = (4, 8) sq przeciwleglymi wierzchotkami rombu ABCD o boku diugosci 1
Wyznacz wspdirzedne pozostalych wierzchotkéw tego rombu.

422.  Punkty przecigcia paraboli y=x?-2x—8 z prosta 2x+y—1=0 sa koficami przekatnej rombu, ktérego po
jest réwne 30. Oblicz wspélrzedne wierzchotkdw tego rombu.

423.  Punkt A=(-2,-3) jest wierzchotkiem rombu, ktérego bok zawiera si¢ w prostej o réwnani
x-2y-4=0. Srodkiem symetrii tego rombu jest punkt §=(1, 1). Oblicz wspélrzedne pozostatych
wierzchotkéw rombu i napisz réwnanie okregu wpisanego w ten romb.

424.  Punkty A=(-1, -6) 1 B=(3, -3) sa kolejnymi wierzchotkami rombu ABCD. Wierzcholek C nalezy do
prostej o réwnaniu x + y = 5. Znajdz wspéirzedne punktéw CiD.

425,*) Na okregu o réwnaniu x° +y* =8 opisano romb o polu 33%. Diuzsza przekatna rombu zawiera si¢ w pr
stej o réwnaniu y=x. Oblicz wspélrzedne wierzchotkdw katéw ostrych tego rombu.
inne réwnolegloboki

426. Punkt C = (11, 20) jest wierzchotkiem réwnolegloboku ABCD. Prosta y =x — 3 zawiera bok AB, a pros!
y=-3x+9 zawiera bok AD tego réwnolegloboku.

a) Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok BC i znajdz punkt przecigcia tej prostej z osig OY.
b) Oblicz wspétrzedne pozostatych wierzchotkdw réwnolegtoboku ABCD.
427.  Punkty A =(0,0), B=(6,2)1 C = (8, 6) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.
a) Znajdz réwnanie prostej CD; '
b) ZnajdZ wspdirzedne wierzchotka D.
¢) Oblicz pole réwnolegloboku.
428. Punkt S = (0, 0)

jest érodkiem boku AD rdwnolegioboiu ABCD. Oblicz wspdirzedne wierzchotkow (€8
réwnolegtoboku oraz jego pole wiedzac, 76 AB = 4,311 BC= [6,2].

s S LA T B

429.

430.

431.

433. R

434,

435,

436,

"Zbidr A jest zbiorem punktéw, ktérych wspdlrzedne spelniaja uktad nierdwnosci {

GEOMETHIA ANALITYCZNA .

TRAPEZY

Czworokat ABCD pokazany jest na rysunku.

a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest.trapezem. :

b) Znajdz réwnania prostych zawierajacych prze- ; - R
katne tego czworokata. Epa

¢) Oblicz pole czworokata ABCD.

Dane sa punkty A= (1, 1), B=(9, 5), C=(5, 8). Wyznacz wspélrzedne punktu D wiedzac, ze czworokat
ABCD jest trapezem prostokatnym, ktdrego kat przy wierzchotku A jest prosty, a kat przy wierzchotku B
jest ostry.

Punkty 4 = (1, ~2), D = (-2, 2) sa kolejnymi wierzcholkami trapezu ABCD o podstawach AB 1 CD. Prosta

_x+2y—T7=0 jest osig symetrii tego trapezu. Znajdz pozostate wierzchotki trapezu.

Punkty A =(0,-5), B=(4,3) 1 C=(-1, 3) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD o podsta-
wach AB i CD. Wyznacz wspéhizedne wierzchotka D i oblicz pole trapezu.

Odcinek o koncach A = (3, 3) i B = (0, 0) jest podstawg, trapezu ABCD. Druga podstawa trapezu jest cztery
razy dluzsza i ma srodek w punkcie K = (3, —1). Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw C i D tego trapezn
oraz oblicz jego pole.

ROWNANIA. NIEROWNOSC!. UKLADY ROWNAN | NIEROWNOSC!

- nieréwnosci i uktady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi

Punkty A = (=100, —=300) i B = (7, 19) sa koncami odcinka AB. Sprawdzimy, czy odcinek AB ma punkt

wspdlny z prosta o réwnaniu y=3x—1.

o  Wspdhrzedne punktu A spetniaja nierdwnosé y>3x -1, gdyz —-300 > 3-(-100) — 1, natomiast wsp6t-
rzgdne punktu B spelniaja nieréwnosé y<3x-1 (19<3.7-1).

e Zatem punkty A i B naleza do réznych polplaszezyzn wyznaczonych przez prostg y=3x—1, a to ozna-
cza, ze odcinek AB ma punkt wspdlny z prosta o réwnaniu y=3x-—1.

Sprawdz, czy odcinek, ktérego koricami sa punkty K = (80, 402) i L= (=30, —148), ma punkt wspdlny

2 prostg o réwnaniu Sx—y+3=0.

Dane sg zbiory A= {(x, y): x~2y20 A xe R A ye R} i B={(x,y): y20,5x-2 A xe R A yeR}.
Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbidr

a) ANB; b) AUB; c) A\B.

2x-y20
A+2y-520
a) Naszkicuj w ukiudzie wspSirzeduych zbidr A.

b) Obiicz dhugosé odeinka, ktéry jest czedcia wspdlng zbioru A 1 prostej o réwnaniu 4x+3y-20=0.
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437.

438.

439.

440.

441,

442, w

443.

444.

Punkty A =(-3, -2), B=(5,-2), C=(5,3) iD=(-3,3)sa wierzcholkami czworokata ABCD.

a) Narysuj w ukiadzie wspétrzednych czworokat ABCD.

b) Opisz za pomoca ukiadu nieréwnosci zbidr wszystkich punktow nalezacych do czworokata ABCD.

¢) Rozstrzygnij, czy punkt przecigcia prostych o réwnaniach 18x+18y—13=0 i 36x+ 54y +11=0_
nalezy do czworokata ABCD.

x+y20
Dany jest uklad nieréwnosci § x-2y<0
|x+dy-18<0

Figura F jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych wspshzedne speiniaja dany uklad
nieréwnosci. Naszkicyj w ukladzie wspélrzednych figure F i oblicz jej pole. ]

Zbiér A (fragment zbioru A pokazano na rysunku) jest zbiorem

punktéw, ktérych wspélrzedne speiniaja pewien uklad trzech

nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi.

a) Zapisz ten uktad nieréwnosci.

b) Znajdz taka warto$¢ wspélczynnika b, aby prosta o réwnaniu
y=-3x+b miata tylko jeden punkt wspéiny ze zbiorem A. =

Prosta y =x—2 zawiera przyprostokatng AB tréjkata prostokatnego ABC, w prostej y =-0,5x + 10 zawiera siq
przeciwprostokatna tego trdjkata, a prosta zawierajaca przyprostokatma AC przechodzi przez punkt M= (4, —1) i3
a) Znajdz wspdhzedne wierzchotkéw A i B. .
b) Opisz za pomoca uktadu nieréwnodci zbiér wszystkich punktéw nalezacych do tréjkata ABC.

Zaznacz w uktadzie wspélrzednych zbidr W=
otrzymanego wielokata.

{ Gy xS2 A y20 A 3x-4y+ 1220 }. Oblicz pole

Zaznacz, w uktadzie wspélrzednych zbiory A= {(x,y): |y—~2x+3|<1},
zbibr AN B’

B={(x,y): |y+3x|>21} oraz_

. N o yzlx-2|
Rozwiaz graficznie uklad nieréwnosei 17, .
X +y < 2y+4

s . jxty>0 . L, C . .
Uktad nieréwnosci { 4 o TDoma rozwiazaé algebraicznie w nastgpujacy sposdb:
X

o zauwazmy, ze dany uklad nieréwnodci réwnowazny jest uktadowi réwnan {:fi zZ’ gdzie a je
dowolna liczba dodatnia, a b jest dowolng liczba ujemna;
e rozwigzujemy powyzszy uklad réwunan i otrzymujenty: x *%’2 iy= ”—;2;

e rozwiazaniem danego ukladu nieréwnosci jest kazda para liczb ( ath s b —==),gdzieac R, ibe R

W podobny sposéb rozwiaz uktady nieréwnosci:

2 [ x+y<t b) [2x+y>2
2x+y>0 x=2y>1
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445.

" 446,

447.

448. R

449.

450.

451,

453

452, w

rézne réwnania, nieréwnosci | uktady nieréwnosci z dwiema niewiadomymi

y=|x-1|

Rozwiaz ukiad réwnan { 1 podaj interpretacje geometryczna, tego uktadu.

x2+y2 —2x~-4y+1=0

feb+Hyi=3

Rozwiaz algebraicznie i graficznie ukiad réwnan { 6"
Xy =~

Zaznacz w ukladzie wspéhrzednych zbidr wszystkich punktéw (x, y), ktérych wspdlrzedne spelniajg nie-
ré6wnosé y* + x* < 2xiy.

Zbadaj, dla jakich wartosci parametru a istnicje dokiadnie jedna para liczb x, y spelniajaca ukiad
X+ y2+2xS1
x—y+a=0 '

ZBIORY PUNKTOW O DANEJ WLASNOSCI
‘Wyznaczymy zbi6r punktéw (x, ), ktdrych odlegtosé od punktu A=(5, 1) i od prostej y=3 jest jednakowa.
o Odleglodé punktu (x, y) od punktu A=(5, 1) jest rtéwna /(x—5)% +(y-1*. 1/

o Odleglo$é punktu (x, y) od prostej y=3 wynosi (x—x)* +(y—3).
o Stad otrzymujemy réwnosé J(x -5+ (y-D% = J(y -3

y=3

¢ Podnoszac do kwadratu obie strony tej réwnosci, dostajemy réwnanie
(x=3)+(y—1=(y—-3)%, a po przeksztaiceniach otrzymujemy réwnanie y=—
Lx-d+.

Postepujac w pokazany sposdb, znajdz zbidr tych punktéw, ktorych odlegiosc od punktu A = (-6, 2) i od
prostej o réwnaniu y=—4 jest jednakowa.

e Zatem szukanym zbiorem jest parabola o réwnaniu y=— 1 x +24
Zbidr A jest zbiorem tych punktéw plaszczyzny, kt6rych odlegtosdé od poczatku uktadu wspéirzednych jest
dwa razy wigksza niz odleglosé od prostej x— y«/g =0. Wyznacz zbidr A.

Znajdz réwnanie krzywej, ktéra tworza wszystkie punkty jednakowo odlegte od okregu x> +y? —2y=0
iod prostej y+1=0.

Znajdz zbiér $rodkéw wszystkich okregéw stycznych wewnetrznie do okregu o réwnamiu x*+y° =4
1 stycznych do prostej o rtéwnaniu y = 0. Podaj ilustracjg graficzna rozwiazania.

_Wyznacz réwnanie zbioru srodkéw wszystkich okregéw stycznych zewnetrznie do okregu x° + (y ~2)° = 1
1 stycznych do prostej y=-
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454.% w Wyznacz figure, ktdra jest zbiorem $rodkéw cieciw paraboli o réwnaniu y=x-1 przechodzacych prze:

455,

456.

457.

458.

459,

480.

poczatek uktadu wspélrzednych.

PRZEKSZTALCENIA GEOMETRYCZNE

Napisz rownanie okregu symetrycznego do okregu o réwnaniu x* -+ Y2 — 4y +4 =0 wzgledem proste] -

oréwnaniu x—y—-3=0.

Oblicz pole czedci kota ograniczonej prosta o réwnaniu y=«/§xv2\/§, obrazem tej prostej w symetri
wegledem osi OY i 3 czescia okregu x” +* = 12, kira lezy ponad osia OX.

Obllicz pole figury AnB, gdzie A={(x,y): x,ye R i 2* +y —dx— 2y +1<0}, za$ B jest obrazem
zbioru A w przesunigciu réwnoleglym o wektor [—2, 2] :

Obrazem punktu K= (2, 4) w jednoktadnosci o srodku O i skali s=—5 jest punkt L=(9, 1). Wyznacz wspét
rzg¢dne punktu O.

ZnajdZ réwnanie okregu, ktdry jest obrazem okregu o réwnamn x> +3% — 4y — 2y -4 =0 w jednoktadnosci
o$rodku S=(0,0) i skali k=-2. :

Wyznacz te wartosci parametru k, dla ktérych przeksztalcenie okreslone wzorem P((x, ) = (ky, x+%)
jest izometria,

8 8 88 8 8

4. STEREOMETRIA

czESC TEORETYCZNA

KAT MIEDZY PROSTA | PLASZCZYZNA

= Prosta [ jest prostopadta do plaszczyzny P, jesli jest prostopadia do kaz-
Hej prostej zawartej w plaszezyznie P majacej punkt wspdlny z prosta /.

= Jesli prosta [ nie jest réwnolegta i nie jest prostopadta do plaszezyzny P,
to katem nachylenia prostej [ do ptaszczyzny P nazywamy kat miedzy
prosta ! i jej rzutem prostokatnym na plaszczyzng P (rysunek obok).

TWIERDZENIE O TRZECH PROSTYCH PROSTOPADLYCH

= Niech k bedzie prosta, ktéra nie jest réwnolegta i nie jest prostopadia do
plaszczyzny P, a [ prosta zawierajaca si¢ w plaszczyZnie P i przechodza-
cg przez punkt wspdlny prostej & i plaszczyzny P. Prosta [ jest prostopa-
dta do prostej & wtedy i tylko wtedy, gdy [ jest prostopadia do rzutu pro-
stokatnego & prostej k na ptaszczyzng P (rysunek obok).

KAT DWUSCIENNY

= Niech o oznacza kat dwuscienny wyznaczony przez rézne pélplaszczy-
any P, i P, majace wspélng krawedz k. Miara kata o nazywamy miarg
wypuktego kata ptaskiego, ktérego wierzchotek nalezy do prostej k,
a ramiona sa prostopadle do & i jedno z nich zawiera si¢ w péiplaszczyz-
nie Py, a drugie w poiplaszczyznie P, (rysunek obok).

_GRANIASTOSLUPY

Réwnolegtoscian — graniastostup, ktdrego podstawa jest réwnolegtobok.

Graniastostup prosty — graniastostup, kt6rego krawedzie boczne sa prostopadie do podstaw.
Graniastostup prawidlowy — graniastostup prosty, ktérego podstawa jest wielokatem foremnym.
Prostopadtoscian — graniastostup prosty, ktérego podstawa jest prostokatem.

Objetos¢ graniastostupa o polu podstawy P i wysokosci i: V="Ph.

Pole powierzchni catkowitej: P.=P,+2P (P, — pole powierzchni bocznej, P — pole podstawy graniastostupa).

OSTROSLUPY
= Ostroshup prawidlowy — ostrostup, ktérego wszystkie krawedzie boczne sa réwne, a podstawa jest wielokatem foremnym.
=% Czworoscian foremny — ostrostup, kidrego wszystkie ciany sa wéjkatami réwnobocznymi.
% Spodek wysokosci ostrostupa — rzut prostokatny wierzchotka ostrosthupa na ptaszczyzneg podstawy.
= Twierdzenia o ostrostupach.
1} Jesli wszystkie krawedzie boczne sa réwne (lub jesli wszystkie krawedzie boczne tworza z plaszezyzna podstawy réw-
ne katy), to na podstawie ostrostupa mozna opisaé okrag, ktérego srodkiem jest spodek wysokosci ostrostupa.
2) Jesli wszystkie $ciany boczne tworzg z podstawa, réwne Katy, to w podstawe ostrostupa mozna wpisa¢ okrag, ktérego
Srodkiem jest spodek wysokosci ostrosiupa. E
= Objetosé ostrostupa o polu podstawy P i wysokosei i V = %Ph.
® Pole powierzchni calkowitej: P.=P,+P, gdzie P, jest polem powierzchni bocznej, a £ polem podstawy ostrostupa.

WALEC

: 'Oznaczenia: r — promien podstawy walca, 1 — wysokos¢ walca.
2 Objetosé: V=nri.

= Pole powierzchni bocznej: P,=27rh. = Pole powierzchni catkowitej: Po=2mr(r+h).
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STOZEK 4.8R
Oznaczenia: r — promien podstawy stozka, /1 — wysokos¢ stozka, [ — tworzaca stozka.
= Objetosé: V = %m‘lh. = Pole powierzchni bocznej: P, = 7rl. = Pole powierzchni catkowitej: P, = zr(r+1).
KULA
Oznaczenia: R — promien kuli.
= Objetose: V :%n’R? = Pole powierzchni: P = 4R’ 4.9R
ZADANIA WPROWADZAJACE 10
4.10R
i Zdajacy potrafi l @ okredlaé wasnosci podstawowych figur przestrzennych: graniastostupéw i ostrosiupGw (prostych, prawidiowych) ]
4.1 W  Graniastostup ma 66 krawedzi. Ile Scian bocznych ma ten graniastostup?
411 R

STEREOMETRIA
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Krawed? podstawy ostrostupa prawidiowego tréjkamego ma diugosé 10, a krawedz boczna 13.
a) Oblicz sinus kata, jaki tworzy krawed?Z boczna z krawedzia podstawy.

1) Obtlicz kosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

¢) Oblicz kosinus kata, jaki tworzy $ciana boczna z podstawa,

d) Oblicz kosinus kata migdzy $cianami bocznymi ostrostupa.

Krawedz boczna graniastostupa prawidlowego tréjkatnego jest dwa razy diuzsza niz krawedZ podstawy. Oblicz
sinus kata, jaki tworzy przekatna $ciany bocznej z sasiednia Sciang boczna.

W wéjkat ABC, ktdry jest podstawa ostrostupa ABCS wpisano okrag. Punkt O jest Srodkiem tego okregu,
a punkt P jest punktem stycznodci okregu z krawedzia AB. Wykaz, ze jedli odcinek OS jest wysokoscia ostro-
stupa ABCS, to odcinek PS jest wysokofcia sciany ABS.

Trdjkat réwnoboczny ABC jest podstawa ostrostupa ABCS. Odcinek AD jest wysokoscia tréjkata ABC, a spodek
wysokosci ostrostupa jest srodkiem odcinka AD. Oblicz pole Sciany ABS wiedzac, ze krawedZ podstawy oraz
wysokosé ostrostupa maja t¢ samg dtugosé a.

’ Zdajacy potrafi

® stosowaé i przeksztatcad wzory zwiazane z polem powierzchni i objgtoscia wielosciandw
© wyznaczad pola powierzehni i objgtosci wielosciandw z zastosowaniem trygonometrii

4.2R Podstawa graniastostupa prostego jest prostokat o bokach 3 i 4, a wysoko$¢ graniastostupa ma dhugosé 12.
a) Oblicz dlugos¢ przekamej graniastosiupa.
b) Oblicz sinusy katéw, jakie przekatna prostopadioscianu tworzy z przekatnymi $cian bocznych majacymi
z nig wspdluy koniec.
43R Wszystkie krawedzie graniastostupa prawidiowego szesciokatnego maja dtugosé a. Wyznacz diugosci przekat- -+
nych tego graniastostupa. 412
4.4 w Ile wierzchotkéw ma ostrostup, kiéry ma 44 krawedzie? 443R
4.5 ‘W ostrostupie prawidlowym czworokatnym, wprowadzono oznaczenia
tj. na rysunku obok. Uzasadnij prawdziwos¢ ponizszych réwnodcei:
2 414R
a) d=a«/§; b} hz+(%a) =b2',
2
o) #*+(La] =v% o) B2 +(La) =%
h_x
e) R it
4.15R
4.6 R Wszystkie krawgdzie ostrostupa prawidlowego czworokatnego maja dugosé 6.
a) Oblicz dlugos¢ wysokosci ostrostupa.
b) Oblicz odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi boczne;.
¢) Oblicz odleglosé spodka wysokodci ostrostupa od $ciany boczne;j.
416 R

® bada¢ wzajemne polozenia prostych i plaszczyzn w przestrzeni
@ stosowaé pojecia: kata dwusciennego, kata migdzy prosta i plaszczyzna w rozwiazywaniu zadan
e stosowadé twierdzenie o trzech prostych prostopadlych

Zdajacy potrafi

4.7 W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym, wprowadzono oznaczenia

tj. na rysunkn obok. Uzasadnij prawdziwodé ponizszych réwnosci:
2 2
a) H? +(—a‘3/§) =p; b) H2+(—-“‘£) =n%
a3

c) R cos@ ==,

417 R

dy R cosﬁ:—"f;

e) a*=2x"-2x"cos v. 418

Zdaiqr:y potrafi l o rysowad siatki wielosciandw

Wyznacz podang wielko$é¢ z danego wzoru a) h, P =24" +4ak; b) a, V=%a2h.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé 8 cm i jest nachylona do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°. Oblicz objgtosé graniastoshipa.

Krawed? podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dugodé a i jest dwa razy krdtsza niz krawedz
boczna tego ostrosiupa.

a) Wyznacz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

b) Wyznacz objetosé ostrostupa.

Wysoko§¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma diugosé 6. $ciany boczne tego ostrostupa tworza z plasz-
czyzna podstawy kat o mierze 30°.

a) Oblicz objgtosé ostrostupa.

b) Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa.

Podstawg, ostrostupa jest réwnoramienny tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej diugodci a. Wszystkie
krawgdzie boczne ostrostupa tworza z podstawg kat o mierze ¢ Oblicz objetosé ostrostupa.

|

Mréwka przeszia po powierzehni szescianu z wierzchotka A do wierzcholka bedacego drugim korficem przekat-
nej szecianu wychodzacej z wierzchotka A, przy czym byla to droga najkrétsza z mozliwych. Narysuj siatke
szescianu, a nastepnie oblicz odleglosé, jaka pokonata mréwka, jezeli krawed? szedcianu ma diugosé V5 m

Narysuj siatke czworogcianu foremnego.
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Ejajqcy potrafi ! ¢ wyznaczaé przekroje ptaskie wielosciandw j

4.19 Jaki wielokat jest przekrojem ostrostupa prawidiowego czworokatnego ptaszczyzna,

a) przechodzaca przez przekama podstawy i wierzcholek;

b) przechodzaca przez przekamna podstawy i nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem ostrym;
¢) przechodzaca przez wierzcholek oraz srodki dwéch sasiednich krawedzi podstawy;

d) zawierajaca krawed? boczna i Srodek roztacznej z nia krawedzi podstawy;

e) zawierajaca krawed? podstawy i Srodek roztacznej z nig krawedzi bocznej;

) zawierajaca srodek wysokodci oraz §rodki dwdch sasiednich krawedzi podstawy?

| Zdajacy potrafi | e okresla¢ wlasnosci bryt obrotowych (kuli, walea, stozka)

4.20 R W kule wpisano walec o promieniu podstawy 2,5 cm i wysokosci 12 cm. Oblicz promien kuli.

4.21 R Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na plaszczyZnie jest prostokatem o bokach 8 i 12. Oblicz dugosé -
promienta podstawy tego walca.

4.22 R Oblicz diugo$¢ promienia podstawy stozka, jezeli powierzchnia boczna stozka po rozwiniecin jest
a) pétkolem o promieniu 4;
b) wycinkiem kota o promieniu 6 i kacie srodkowym 60°.

@ stosowac i przeksztatcaé wzory zwiazane z polem powierzchni i objetoscia bryt obrotowych

461.

Zdajgcy potrafi

s wyznaczac pola powierzchni i objgtosci bryt obrotowych z zastosowaniem trygonometrii

4.23 Wyznacz podang wielkodé z danego wzoru a) I, P=mwr(r+1); b) R, V=%nR3.

4.24 R Oblicz objgtos¢ kuli, ktdrej powierzchnia ma pole 36 cm’.

4.25R Promien podstawy walca ma dtugo$é 3. Przekatna przekroju osiowego walca tworzy z podstawa kat o mierze

60°. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé walca.
4.26 R

Oblicz pole powierzchni bocznej i objgtosé stozka o wysokosci H i kacie rozwarcia 2.

4.27R

Pole powierzchni bocznej stozka jest dwa razy wigksze niz pole jego podstawy. ZnajdZ miare kata nachylenia
tworzacej do plaszezyzny podstawy.
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7ADANIA MATURALNE

GRANIASTOSLUPY

graniastostupy prawidiowe

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego czworokamego ma dhugosé 4, a przekaina tego grania-
stostupa ma dhugo$é 9. )
a) Oblicz objetosé graniastostupa.
b) Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna graniastostupa z krawedzia podstawy majaca z nia punkt wspélay.

462.  Przekatna graniastosthipa prawidlowego czworokatnego ma dtugos¢ d i tworzy z podstawg kat . Oblicz
pole powierzchni bocznej graniastostupa.

463.  Podstawa graniastoshupa prostego jest kwadrat. Przekatna graniastostupa ma dfugos¢ 2 dm i tworzy z kra-
wedzia podstawy kat 60°. Oblicz objeto$¢ graniastostupa.

464. R W graniastostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy ma dlugos¢ 4 i tworzy z przekatng
$ciany bocznej wychodzaca z tego samego wierzchotka kat o mierze 60°. Oblicz objgtosé graniastosiupa.

465. 8 Oblicz objetosé graniastostupa prawidtowego tréjkatnego, w ktérym dhugosé krawedzi podstawy jest row-
na 20 cm oraz kat nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej Sciany bocznej ma miare 45°,

466. W graniastostupie prawidtowym wéjkatnym pole powierzchni bocznej réwne jest sumie pol obu podstaw.
Oblicz kosinus kata nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sastedniej sciany bocznej.

467.R Ze érodka sciany szescianu o krawedzi a poprowadzono prosta prostopadla do przekamej szescianu.
Oblicz diugosei odcinkéw, na jakie ta prostopadta podzielita przekatma szescianu.

468. Podstawa, prostopadioscianu ABCDA B,CiD jest kwadrat ABCD, a odcinki AA,, BB), CC\| i DDy sa krawe-
dziami boeznymi. Oblicz odleglosé wierzchotka By od plaszezyzny ACD, wiedzac, ze |ABl=a i |44 =b.

469,

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego szesciokatnego ma diugosé a. Najdiuzsza przekatna grania-
stostupa jest cztery razy diuzsza od najksGtszej przekainej podstawy. Oblicz objgtod¢ graniastostupa.

inne graniastostupy
470.  Dwic krawedzie podstawy prostopadioscianu maja diugosé 3. Przekatna prostopadioscianu ma diugosé 12
i tworzy z krawedzia boczna kat o mierze 30°. Oblicz objetos¢ prostopadioscianu.

471. R Podstawa graniastostupa prostego jest réwnolegtobok o bokach diugosci 2 i 4 oraz kacie ostrym o mierze

60°. Krétsza przekamna graniastoshupa tworzy z podstawa kat o mierze 30°. Oblicz pole powierzchni
graniastostupa.
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472. w

473. R

474.

475. R

476.%R

a77.

478.

479.

480.

481. R

482. R

483. R

484.

Siedem krawedzi graniastostupa prostego ma diugo$¢ 13, a pozostale dwie krawedzie maja dlugosé 10,
Oblicz objeto$é i pole powierzchni catkowitej graniastoshupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest réwnolegtobok o obwodzie 18. Przekatne graniastostupa majg
diugodci 9 1 /33, akrawedz boczna 4. Oblicz objetos¢ tego graniastoshupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest réwnoleglobok o kacie ostrym o. Przekatne graniastostupa sg
nachylone do plaszczyzny podstawy pod katami S1i y ( S<7), a wysoko$¢ graniastostupa ma diugosé H, ' §

Oblicz objetosé tego graniastostupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym ¢ Krétsza przekatna graniastostupa ma
diugos¢ d i tworzy ze $ciana boczna kat 8 Oblicz objetosé tego graniastostupa.

Oblicz objetos¢ réwnolegloécianu, ktdrego wszystkie sciany sa rombami o boku a i kacie ostrym a.

OSTROSLUPY

ostrostupy prawidtowe czworokaine

‘Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugo$é 6 cm i tworzy z krawedzia boczna kat
o mierze 30°. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Kazda $ciana ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma pole 8. Oblicz objgtosé tego ostrostupa.

Podstaws, ostrostupa prawidtowego jest kwadrat o boku 3y2. Objetosé tego ostrostupa wynosi 18.
a) Znajdz miare kata, jaki tworzy krawedz boczna z ptaszczyzng podstawy ostrostupa.
b) Oblicz kosinus kata, jaki tworzy §ciana boczna z plaszczyzng podstawy ostrostupa.

Miara kata dwusciennego migdzy $ciang boczna, a podstawg, ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest
réwna «. KrawedZ podstawy ma dhugosé a. Oblicz objetosc i pole powierzchni bocznej ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym przeciwleglte krawedzie boczne sa prostopadle, a wysokosé

$ciany bocznej poprowadzona z wierzchotka ostrostupa ma dlugos¢ 3v3. Oblicz objetosé 1 pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Oblicz objgtosé ostrostupa prawidiowego czworokatnego majac diugoéé krawedzi podstawy 6 i miare 120°
kata miedzy dwiema sasiednimi $cianami bocznymi.

Pole $ciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne S. Kat paski przy wierzchotku
ostrostupa ma miarg 2c. Oblicz objetosé ostrostupa.

W ostrostupie prawidlowym czworokamym krawedz boczna tworzy z krawedzia podstawy kat o WyznacZ
kosinus kata miedzy sasiednimi scianami bocznymi.
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485. W Oblicz objetodé ostrostupa prawidlowego czworokatnego majac diugos¢ krawedzi podstawy a 1 miare 2«
kata miedzy dwiema sasiednimi $cianami bocznymi.

486.R W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ ma diugosé H, a kat miedzy sasiednimi $cianami
bocznymi ma miare o Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

487. R Odlegtos¢ $rodka podstawy ostrostupa prawidiowego czworokatmego od jego krawedzi bocznej jest réwna 4,
a krawedZ boczna tworzy z plaszezyzna podstawy kat . Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrosiupa.

488. R Odleglos¢ srodka podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego od sciany bocznej jest rtéwna d, a kat
sciany bocznej przy wierzchotku ostrosfupa ma miare «. Oblicz objetosé ostroshupa.

489.# W W ostrostupie prawidiowym czworokamym odlegtodei $rodka wysokosci od krawedzi bocznej 1 Sciany
bocznej wynosza odpowiednio a i b. Oblicz objetosé tego ostroshipa.

ostrostupy prawidtowe irédjkatne

490.  Oblicz pole powierzchni i objetodé czworoscianu foremnego o krawedzi diugodet a.

..491. R Oblicz odlegtos¢ srodkéw dwdch skosnych krawedzi czworoscianu foremnego o krawedzi diugosei 2.

492. R Wysokos$t ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma diugosé réwng diugosci krawedzi podstawy. Znajdz
miare kata, jaki tworzy krawedZ boczna z plaszezyzng podstawy.

483. W ostrostupie prawidlowym trGjkamym $ciana boczna tworzy z podstawa kat o mierze 60°. Promien okregu
opisanego na podstawie ma dtugosé 10. Oblicz dtugosé krawedzi bocznej ostrostupa.

494, Suma dlugodci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 72. Krawedz boczna

tworzy z podstawa Kat, ktérego kosinus réwny jest L;— Oblicz pole powierzehni bocznej ostrostupa.

495. R KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego tréjkamego ma dhugosé a. Pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa wynosi % \/Eaz . Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest rowne S, a miara kata miedzy wyso-
ko$ciami dwéch écian bocznych poprowadzonymi z wierzchotka ostrostupa jest réwna 2¢. Oblicz objgto$é
ostrostupa,

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwne S, a $ciana boczna jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem c. Oblicz dlugosé krawedzi podstawy tego ostrostupa.
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W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym kat paski przy wierzcholku ostrostupa ma miare ¢, zas odleglos¢

wierzchotka podstawy od krawedzi bocznej, do ktérej nie nalezy, jest rtéwna a. Oblicz objetosé i pole po- *f

wierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Odleglosé srodka wysokosei ostrostupa prawidlowego tréjkatnego od Sciany bocznej jest réwna d.
Krawedz boczna ostrostupa tworzy z plaszczyzng podstawy kat «. Oblicz objgtos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym pole podstawy jest réwne 443, a miara kata nachylenia krawedzi
bocznej do plaszezyzny podstawy jest cztery razy mniejsza od miary kata plaskiego $ciany bocznej przy
wierzchotku ostrostupa. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetos¢ ostrostupa.

Srodek jednej z wysokosci czworogcianu foremnego polaczono odcinkami z dwoma wierzchotkami nie-
nalezacymi do tej wysokosci. Wykaz, ze odcinki te sa prostopadie.

Udowodnij, ze punkt przeciecia wysokosci czworoscianu foremnego dzieli kazda z nich w stosunku 1:3.

inne ostrostupy prawidtowe

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma dlugosé a i jest trzy razy krétsza od
krawedzi bocznej.

a) Oblicz objetosc ostrostupa.

1) Oblicz tangens kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa.

Promienie okregéw opisanych na $cianach bocznych i na podstawie ostrostupa prawidlowego n-kamego
maja dlugosé R. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

inne ostrostupy

Ramie tréjkata réwnoramiennego ma dugosé 5, a podstawa dtugoéé 8. Tréjkat ten jest podstawa ostrostu-
pa, a $rodek ciezkodci tréjkata jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Oblicz objegtosé ostrostupa wiedzac, Z¢
najkrétsza krawedz boczna ma diugos¢ 4.

W ostrostupie, ktérego podstawa jest tréjkat réwnoboczny o boku diugosci a, jedna 7 krawedzi boczaych,
jest prostopadta do podstawy. Dwie pozostate krawedzie tworza z podstawa katy o mierze a. Znajdz pole:
najwigkszej $ciany bocznej oraz tangens kata nachylenia tej $ciany do plaszczyzny podstawy.

Podstawa, ostrostupa ABCS jest wéjkat ABC, w ktérym |AB| =10, |AC|=|BC|= 13. Krawedz AS ma diugo
204 jest wysokoscia ostrostupa. Wyznacz tangens kata, jaki tworzy Sciana BCS z ptaszczyzng podstawy.

Podstawa ostroslupa jest kwadrat o boku a. Dwie sasiednie sciany boczne ostrostupa sa prostopadte do.
plaszczyzny podstawy, a dwie pozostale Sciany boczne tworza z podstawa kat . Oblicz pole powierzchnt
bocznej ostrosiupa.
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Jedna Z;krawqdzi bocznych ostrostupa, ktérego podstawa jest prostokat, ma dtugosc & 1 jest prostopadia do
ptaszczyzny podstawy. Najdtuzsza krawedz boczna ostrostupa tworzy z podstawa kat o mierze ¢, a z jedna
z sasiednich krawedzi bocznych kat B. Wyznacz objetosé ostrostupa.

Dwie krawedzie ostrostupa tréjkatnego zawierajace sie w prostych skosnych maja diugosc b, zas pozostate
krawedzie maja diugos¢ a. Spodek wysokosci ostrostupa nalezy do jego podstawy. Wyznacz objetosé
ostrostupa.

Wykaz, ze jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tréjkatnego tworza z podstawg katy o réwnych
miarach, to spodek wysokosci ostroshupa jest srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Wrykaz, ze jesli na podstawie ostroshupa mozna opisaé okrag i srodek tego okregu jest jednoczeénie
spodkiem wysokosci ostrostupa, to $ciany boczne ostroshipa sa tréjkatami réwnoramiennymi.

Jedna z krawedzi ostrostupa tréjkamego ma dhugoéé 2, a pozostate 4. Oblicz objeto$é tego ostrostupa.

Podstawa ostrosiupa jest tréjkat réwnoramienny, w ktérym boki réwne maja dlugosé b, a kat miedzy nimi
zawarty jest réwny . Oblicz objetosé ostrostupa, jesli kazda krawedZ boczna tworzy z wysokoseia ostro-
stupa kat /.

W ostrostupie tréjkatnym wszystkie krawedzie boczne 1 dwie krawedzie podstawy maja dlugosé b, a kat
miedzy réwnymi bokami podstawy ma miare «. Oblicz objetosé tego ostrostupa. Dla jakich « zadanie to
ma rozwigzanie?

Kazda z- krawedzi bocznych ostrostupa tworzy z plaszczyzna podstawy kat a. Podstawa tego ostrostupa
jest tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej 2¢ i kacie ostrym y Oblicz objetosé ostrostupa.

Podstawa ostrostupa jest trapez réwnoramienny o kacie ostrym ¢, w ktérym ramie i krétsza podstawa ma
diugos¢ a. Kazda krawedz boczna ostrostupa tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 4. Oblicz objetodé tego
ostrosupa.

Siatke ostrostupa tworza dwa tréjkaty réwnoboczne o boku a i dwa irdjkaty prostokatne. Oblicz pole
powierzchni catkowitej i objeto$é ostrostupa.

qustawq ostrosiupa jest trjkat prostokatny o przeciwprostokatnej diugosci ¢ i kacie ostrym « Kazda
sciana boczna tworzy z podstawa kat o mierze 4. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa.

W.czworos'cianie ABCD krawedzie AB 1 CD sa réwnej dlugosci. Niech K, L, M i N bedg srodkami krawe-
dzi odpowiednio AC, BC, BD i AD. Udowodnij, ze proste KM i LM sa prostopadte.

W}’kHZ ze jesli skosne krawedzie czworodcianu sa parami réwne, to suma miar katéw miedzy krawedzia-
m wychodzacymi z jednego wierzcholka czworoscianu jest réwna 180°.
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522.% W Udowodnij, Ze jesli trzy $ciany czworo$cianu s3 wzajemnie prostopadle, to kwadrat pola czwartej éciany
jest réwny sumie kwadratéw pdl tych trzech $cian.

PRZEKROJE WIELOSCIANOW

przekroje graniastostupow

523.  Graniastostup prawidiowy tr6jkatny przecieto ptaszczyzna przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy
i przeciwlegly wierzchotek gérnej podstawy. Plaszczyzna ta tworzy z podstawa kat o, a pole otrzymanego

przekroju jest réwne S. Wyznacz objetosé graniastostupa.

524,  Szescian podzielono plaszczyzng przechodzaca przez krawedZ podstawy na dwie bryty z ktérych jedna ma I
pigé, a druga sze$¢ scian. Pole powierzchni cafkowitej tej bryty, kiéra ma pigé scian jest réwne polowie -

pola powierzchni szescianu. Oblicz tangens kata nachylenia plaszczyzny dzielace] szescian do ptaszczyzny
podstawy.

525. Szescian o krawedzi diugosei 3 przecigto plaszczyzng przechodzaca przez przekatng podstawy i tworzacg ]

z plaszezyzna podstawy kat e Oblicz pole otrzymanego przekroju dla a) @=45°, b)) a=60°.

526.R Prostopadtoscian o podstawie kwadratu przecigto plaszczyzna przechodzacy przez jeden z wierzchotkéw
podstawy otrzymujac w przekroju romb o kacie ostrym «. Wyznacz kosinus kata nachylenia tej ptaszczy-
zny do plaszczyzny podstawy prostopadioscianu.

przekroje ostrostupow prawidtowych czworokatnych

527. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat miedzy $ciang boczng i plaszezyzna podstawy ma miare ¢,
a krawedZ podstawy ma dtugosé a. Oblicz pole przekroju tego ostroslupa plaszczyzng zawierajaca prze-
katng podstawy 1 wierzchotek.

528. W ostrostupie prawidiowym czworokatnym pole podstawy jest réwne S, a kat nachylenia éciany bocznej do
plaszczyzny podstawy ma miarg o. Ostrostup przecieto plaszczyzna zawierajaca krawedz boczna tego ostro-
stupa i przechodzaca przez $rodek roztacznej z nia krawedzi podstawy. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

529. W W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy ma dlugosé a i jest cztery razy krétsza od
krawedzi bocznej. Ostrostup przecigto ptaszczyzng zawierajaca $rodki dwdch sasiednich krawedzi pod-
stawy i wierzcholek ostrostupa. Oblicz pole otrzymanego przekroju oraz tangens kata nachylenia plasz-
czyzny przekroju do plaszczyzny podstawy ostroshupa.

530. R W ostrostupie prawidlowym czworokatnym poprowadzono plaszczyzne przez przekama podstawy i srodek
krawedzi bocznej roztacznej z ta przekatna. Plaszezyzna ta tworzy z plaszczyzna podstawy kat «, a pole
otrzymanego przekroju jest téwne P. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

531. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym sciana boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem . Przez krawedZ podstawy o diugosci a poprowadzono plaszezyzne tworzaca z ptaszezyzna pod-
stawy kat 4 (0 << o). Oblicz pole otrzymanego przekroju.
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w ostroéiupie prawidlowym czworokatnym kat $ciany bocznej przy wierzchotku ostroshupa ma miare o.
Oblicz tangens kata, jaki tworzy z plaszczyzng podstawy plaszczyzna przechodzaca przez wierzchotek
ostrostupa oraz $rodki dwéch sasiednich bokéw podstawy.

Pole przekroju ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszczyzna przechodzaca przez przekatna podstawy
i réwnolegta do krawedzi bocznej roztacznej z ta przekatna wynosi P. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa
plaszczyzna zawierajaca $rodki dwéch sasiednich bokéw podstawy i $rodek wysokosci ostrostupa.

przekroje ostrostupow prawidtowych tréjkatnych

Krawedz podstawy ostroshupa prawidlowego tréjkatnego ma diugos¢ a i jest trzy razy krétsza od krawedzi
bocznej. Ostrostup przecieto plaszczyzng zawierajaca krawedz boczna i srodek roziacznej z nig krawedzi
podstawy. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego trdjkatnego ma diugosé a. Krawedz boczna jest nachylona do
plaszezyzay podstawy pod katem S Ostroshup ten przecigto plaszczyzna przechodzaca przez krawedZ
podstawy i nachylong do plaszczyzny podstawy pod katem ¢. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Ostrostup prawidlowy tréjkatny o podstawie ABC i wierzchotku § przecieto plaszczyzna przechodzaca
przez srodki krawedzi AC, BC, AS i BS. Pole otrzymanego w ten sposéb przekroju jest cztery razy mniej-
sze od pola powierzchni bocznej tego ostroshipa. Oblicz kosinus kata nachylenia $ciany bocznej do plasz-
czyzny podstawy.

Krawedz boczna ostrostupa prawidiowego tréjkatnego jest dwa razy diuzsza od krawedzi podstawy, ktérej
dhugosé jest réwna a. Oblicz pole przekroju tego ostroshupa plaszczyzna, ktGra przechodzi przez krawedz
podstawy i jest prostopadia do krawedzi bocznej.

Czworo$cian foremny o krawedzi @ rozcigto plaszczyzng prostopadia do jednej z krawedzi, przechodzaca
w odleglodei 0,25a od jednego korica tej krawedzi. Oblicz objetosei otrzymanych bryl.

WIELOSCIANY — INNE ZADANIA

Twierdzenie (Bulera). Jezeli wieloscian wypukly ma w wierzchotkéw, k krawedzi oraz s Scian to

miedzy liczbami w, k, s zachodzi rownosé¢ w—k+s=2.

a) Oblicz liczbe wierzchotkéw, krawedzi i $cian ostrostupa majacego w podstawie piec¢dziesigciokat,
a nastgpnie sprawdz czy zachodzi podana w twierdzeniu réwnosé.

b) W pewnym wielodcianie wypukiym liczba krawedzi jest dwa razy wigksza od liczby $cian i o 50%
wigksza od liczby wierzchotkéw. Tle wierzchotkéw ma ten wielodcian?

Definicja. Klinem nagywamy wieloscian, ktérego podstawq jest prostokqt, a Scianami bocznymi sq

dwa trapezy réwnoramienne i dwa tréjkaty réwnoramienne.

Dany jest klin, ktérego podstawa jest prostokgt o bokach 10 cm i 6 cm, a jedna ze $cian bocznych jest

trapez o bokach 10 cm, 5 cm, 4 cm i 5 cm.

a) Narysuj siatkg danego klina.

b) Oblicz pole powierzchni tego klina.

¢) Objetosé klina wyraza sie wzorem V=% (2a+c)bh, gdzie a, b — diugosci bokéw prostokata, a, ¢ — dlugo-
$ci podstaw trapezu, & — odlegios¢ podstawy ¢ trapezu od podstawy klina. Oblicz objetos¢ danego klina.
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BRYLY OBROTOWE
walec, stozek, kula

541. Otowiany walec o promieniu 12 cm i wysokodci 5 cm przetopiono na kule o promieniu 3 cm. e kul
otrzymano?

542. Przekr6j osiowy walca jest kwadratem o boku a. Oblicz objgtosc i pole powierzehni catkowite] tego walca,

543. R Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem, ktdrego przekatna o dlugosci 8 tworzy
z bokiem réwnym wysokosci walca kat o mierze 60°. Oblicz objeto$¢ walca.

544, Oblicz pole powierzchni catkowitej i objgtos¢ stozka o promieniu podstawy r wiedzac, ze tworzaca stozka
jest nachylona do ptaszezyzny podstawy pod katem ’

545. Promien podstawy stozka o objetosci 72m jest trzy razy krdtszy niz tworzaca.
a) Wyznacz tangens kata nachylenia tworzacej stozka do jego podstawy.
b) Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka.

546.  Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu 18. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

547.R Po rozwinieciu powierzchni bocznej stozka na plaszezyZnie otrzymano wycinek kotowy o kacie srodko-
wym 90° i promieniu 4. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka.

548. Rozwiniecie powierzchni bocznej stozka jest wypuklym wycinkiem kotowym o kacie $rodkowym o
Kat ten oparty jest na cigciwie o diugosci a. Oblicz objgtosé tego stozka.

549.  Kula o promieniu r i stozek maja réwne objetosci. Pole powierzchni bocznej stozka jest trzy razy wigksze
od pola powierzchni jego podstawy. Znajdz wysokos¢ stozka.

550. R Stozek i walec maja réwne tworzace, réwne objetosci i réwne pola powierzchni bocznej. Oblicz kosinus
kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy.

551.%R Pole przekioju osiowego stozka jest 7+/3 razy mniejsze od pola powierzchni catkowitej. Wyznacz miare kat
zawartego migdzy tworzacs, a wysokoscia tego stozka.

552.% Tworzaca stoska jest nachylona do ptaszezyzny podstawy pod katem o mierze o. Plaszczyzna prostopadit:

do wysokosci stozka dzieli ten stozek na dwie bryly o réwnych polach powierzchni catkowitych. Oblicz:
stosunek objetosci tych bryt.

553.

554.

555.

556.

557.R

558.
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obracanie wielokatéw

Stosunek diugosci bokéw prostokata jest réwny 2 :1. Prostokat ten obracamy najpierw wokét dluzszego
boku, a nastepnie wokét krdtszego boku. Oblicz stosunek objetosei i stosunek pél powierzchni catkowi-
tych otrzymanych bryt.

Prostokat o bokach dhigosci a i b (@ <b) obraca sie dookola prostej lezacej w plaszezyZnie prostokata, nie
przecinajacej prostokata, réwnolegtej do wigkszego boku i odleglej od niego o ¢. Oblicz pole powierzchni
catkowite] i objetos¢ bryty powstalej przez obrét prostokata.

Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ma diugosé a i jest cztery razy krétsza od przeciwpro-
stokatnej. Oblicz objgtos¢ bryly powstatej przez obrét tego tréjkata wokét najkrétszego boku.

Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ma diugosc 2 i tworzy z przeciwprostokatna kat 60°. Oblicz
objetos¢ 1 pole powierzchni bryly powstatej z obrotu tréjkata wokét prostej zawierajacej przeciwprostokatna.

Dwa boki tréjkata maja dhugodei 4 i 8, a kat migdzy tymi bokami ma miare 120°. Oblicz objeto$é i pole
powierzchni bryly powstatej z obrotu tréjkata woké} prostej zawierajacej bok o dugoécei 8.

Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugosci 71 3, a kat ostry trapezu ma miare 60°. Oblicz objetosé
bryly otrzymanej w wyniku obrotu trapezu wokét prostej zawierajacej dfuzsza podstawe.

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest trzy razy diuzsza od drugiej. Bryla B, powstata z obrotu
trapezu wokot krétszej podstawy, a bryta B, powstata z obrotu trapezu wokét dluzszej podstawy. Wyznacz
stosunek objetodci bryt By i Bs.

W twéjkacie ABC |AB| =8, |BCl =10, zas | ZABC| = 60°. Oblicz objgtosé i pole powierzchni bryly
powstatej z obrotu tréjkata ABC dookota prostej zawierajacej bok AC.

W tréjkacie ABC |AC| =7, | BCl =8, za$ | ZABC| =60°. Oblicz objetosé bryly powstate] z obrotu trjkata
ABC wokét prostej zawierajacej bok AC. '

W trjkacie ABC dane sa: |AB| =c, | ZCAB| = i | ZABC| = gdzie B>90°. Oblicz objetosé bryly otrzy-
manej w wyniku obrotu tréjkata ABC wokdt prostej zawierajacej wysokosé poprowadzona z wierzchotka C.

Tréjkat o boku a i katach ostrych do niego przylegtych o miarach 4 i ¥ obraca sie dookola prostej réwnole-
glej do tego boku, poprowadzonej przez wierzchotek przeciwlegtego kata. Oblicz objetosé powstatej bryly.

Boki tréjkata zawierajg sig w prostych: x—y=0, x+y—-4=0, x-3y=0. Oblicz objetos¢ bryty powstatej
z obrotu tego tréjkata dookola najdiuzszego boku.

Oblicz pola powierzchni bryl obrotowych otrzymanych przez obrét szesciokata foremnego o boku a wokét
a} prostej przechodzacej przez §rodki przeciwlegtych bokéw szesciokata;

b} prostej zawierajacej dhuzsza przekatna szesciokata;

©) prostej zawierajacej bok szesciokata.
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566. W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawa CD ma dlugosé 1, kat ABC ma miare 60°, a przekatna AC
jest prostopadta do bokn BC. Oblicz objeto$é bryty powstatej z obrotu trapezu wokét boku BC.

567. R Romb o boku a i kacie ostrym e obraca sie dookola prostej przechodzacej przez wierzcholek kata ostrego
i prostopadlej do jednego z bokéw. Oblicz objgtodé powstalej bryly.

BRYLA WPISANA W BRYLE

bryty obrotowe

568. W kule o promieniu 9 wpisano stozek o kacie rozwarcia 90°. Oblicz objetos¢ i pole powierzehni catkowitej
stozka. '

569.  Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat réwnoboczny o boku 4. W stozek ten wpisano walec o wysokosci 1.
Oblicz objetosé walca.

570. W stozek o promieniu podstawy 1 i tworzacej 3 wpisano kulg. Oblicz pole powierzchni kuli

571.  Tworzaca stozka jest nachylona do podstawy pod katem c. Kula opisana na tym stozku ma promiefi R.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.

585.
572. W kule wpisano dwa stozki o wspdlnej podstawie, przy czym jeden z nich ma pole pow1erzchm bOCZne_]

trzy razy wigksze niz drugi. Oblicz stosunek diugosci wysokosci tych stozkéw.

573. W Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do pola powierzchni kuli opisanej na tym stozku wynosi 3:8.

586.
Znajdz kat rozwarcia tego stozka.

574.R Wykaz, Ze stosunek objetoéci stozka do objetosci kuli wen wpisanej jest réwny stosunkowi pola,
powierzchni catkowitej stozka do pola powierzchni kuli. -

' e ki wiicancd ” 587,
575.% R Pole powierzchni catkowitej stozka jest dwa razy wigksze od pola powierzchni kuli wpisanej w ten stozek.

Oblicz kosinus kata nachylenia tworzacej do ptaszezyzny podstawy stozka.

576.* R Wysokos¢ walca wpisanego w stozek jest réwna promieniowi podstawy stozka. Stosunek objetodei stozkt

do objetosci walca jest réwny 8 : 3. Oblicz tangens kata zawartego miedzy wysokoscia, a tworzaca stozka. - Ses.

kula i ostrosfup prawidiowy

§577. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysokos$¢ jest réwna H, a krawedZ boczna tworzy z krawedzid
podstawy kat . Oblicz pole powierzchni kuli wpisanej w ten ostroshup.

578. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego wpisanego w kulg o promieniu R two
z plaszezyzna podstawy kat o. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

579.  ZnajdZ stosunek objgtosci kuli opisanej na czworoscianie foremnym do objgtosci tego czworoscianu.
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w ostrds}up prawidlowy tréjkatny wpisano kule o promieniu r. Sciana boczna ostrostupa nachylona jest do
plaszczyzny podstawy pod katem 2. Oblicz objgto$é tego ostrostupa.

Ostrostup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy a wpisany jest w sfere, ktérej $rodek dzieli wyso-
kosé ostrostupa w stosunku +/3 :1. Oblicz objetosé ostroslupa

bryfa wpisana w bryte — inne zadania

Podstawa ostrostupa jest tréjkat prostokatmy o kacie ostrym o Kazda krawedz boczna tworzy z podstawa
kat A. Oblicz stosunek objetosci ostrostupa do objgtosci opisanej na nim kuli.

W stozek o promieniu podstawy R i wysokoéci H wpisano graniastostup prawidtowy tréjkatny w taki sposéb, ze
dolna podstawa graniastostupa zawiera si¢ w podstawie stozka, a wierzchotki gémej podstawy leza na powierzch-
ni bocznej stozka. Oblicz objetos¢ graniastostupa wiedzac, ze wszystkie jego krawedzie sa réwnej dhugosci.

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego nachylona jest do podstawy pod katem c.
W ostrostup ten wpisano szescian o krawedzi a tak, ze cztery jego wierzchotki naleza do krawedzi
bocznych ostrostupa, zas cztery pozostate naleza do podstawy ostrostupa. Oblicz objgtosé ostrostupa.

Tworzaca stozka ma dfugoéc ! i jest nachylona do plaszezyzny podstawy pod katem . W stozek ten
wpisano szescian tak, ze cztery jego wierzcholki naleza do powierzchni bocznej stozka, zas cZiery pozo-
stale naleza do podstawy stozka. Znajdz dlugosé krawedzi szescianu.

Na czworoscianie foremnym opisano walec w taki sposéb, ze skoéne krawedzie czworoécianu sq srednicarni
podstaw walca. ZnajdZ stosunek objetodci kuli opisanej na walcu do objetogci kuli wpisanej w czworoscian.

ZADANIA Z KONTEKSTEM REALISTYCZNYM

Do czgdciowo wypelnionego woda zbiomika w ksztalcie walca o srednicy 1 m wpuszczono krople oliwy,
ktéra réwnomiernie rozlata sig na powierzchni wody. Zakladajac, ze wpuszczona kropla miata ksztatt kuli
0 Srednicy 0,3 c¢m, oblicz grubo$¢ utworzonej warstwy oliwy.

Do prostopadiosciennego szklanego akwarium o wymiarach podstawy 50 cm i 90 cm wiano 216 litréw
wody, wypetniajac w ten sposéb 80% jego objetosci. Oblicz laczna powierzchnie écian bocznych tego
akwarinm. Grubosé szkla nalezy pominaé.

Osiemdziesieciolitrowe szklane akwarium w ksztatcie prostopadtoscianu ma wysoko$é 32 cm i do polowy
napetnione jest woda, Oblicz, o ile centymetréw podniesie sie poziom wody w akwarium, jezeli wlejemy
do niego 4,5 lira wody. Gruboéé szkia nalezy pominag.

Prostopadioscienne, szezelnie zamknigte naczynie, o wymiarach pedstawy 12 cm x 10 cm i wysokosci
8 cm, w 75% swej objetosei wypelnione jest woda, Na jakiej wysokosci bedzie poziom wody w tym naczy-
niu, jezel postawimy je na $cianie o wymiarach 8 cm X 10 cm. Grubo$¢ scianek naczynia nalezy pominag.
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W tabeli podany zostat procentowy sktad powietrza atmosfe-

rycznego.

a) Oblicz, ile litréw tlenu znajduje sie w pustym pokoju
o wymiarach podtogi 4 m X 8 m i wysokosci 3,5 m.

b) Oblicz, ile kilograméw powietrza znajduje sig¢ w tym
pokoju. Gestodé powietrza wynosi 1,29 g/dm®.

Rysunek obok przedstawia betonowy krag w ksztatcie walca.
Zaznaczone na rysunku wymiary kregu sa réwne: a=1m,

 b=0,8m, c=05m. Przyjmij, ze gestos¢ betonu wynosi

2300 kg/m3 i oblicz mase tego kregu.

Naczynie w ksztaicie walca o pojemnosci 240n em’®, uzywa-
ne do przeprowadzania do§wiadczen z ciektym azotem, odla-
ne jest w calosci z metalu. Wysokosé naczynia wynosi
18 cm, a grubosé wszystkich jego scianek jest réwna 3 cm.
Przekréj osiowy naczynia pokazany jest na rysunku. Oblicz,
ile cm® metalu zuzyto na wykonanie tego naczynia.

W drewnianym, szesciennym kiocku wycigte zostaly dwa

identyczne, prostopadioscienne i przelotowe otwory. Na ry-

sunku pokazano otrzymang bryle oraz widok sciany szescia-

nu zZ wycigtym otworem.

a) Oblicz objetodé powstalej bryly.

b) Oblicz mase bryly wiedzag, ze przed wycigciem otworéw
klocek wazyt 50 dkg.

éciany boczne drewnianej skrzyni sa prostopadie do prosto-
katnej podstawy. Zaznaczone na rysunku wymiary skizyni sa
nastepujace: a=40cm, b=90cm, ¢=50cm, d=100cm.
Oblicz objetosé skrzyni. Wynik podaj w metrach szedcien-
nych. Grubosci wszystkich elementéw, z ktérych wykonana
jest skrzynia, nalezy pominggc.

Na rysunku przedstawiony jest widok z géry czterospadowe-

go dachu pewnego budynku. Wysokosé poddasza w najwyz-

szym punkcie wynosi 8 m.

a) Oblicz powierzchnie dachu.

b) Oblicz, ille paczek dachéwlki nalezy kupi¢ na pokrycie tego
dachu, jve'zeli jedna paczka zawiera 20 m® dachéwki,
ana 1 m” powierzchni dachu zuzywa si¢ 1,8 m*> dachdwki.

Skiadnik

Zawarto§¢ w % objetosci

Azot

78,08

Tlen

20,95

Inne sktadniki 0,97

==

10 cm

18m

597.
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W celu wyznaczenia polozenia balonu meteorologicznego,

z dwéch punktéw obserwacyjnych O i O, odlegtych o 4 km,

dokonano pomiaru trzech katéw, Wyniki pomiaréw przedsta-

wione zostaty na rysunku.

a) Oblicz wysokos¢ £, na jakiej znajdowat sig balon.

b) Znajdz miare kata, pod jakim obserwowano balon z
punktu obserwacyjnego O,.

c) Oblicz, ile wynosita odleglo§¢ od balonu do punktu
obserwacyinego O,.

Budynek biurowy wybudowany na planie trdjkata prostokat-

nego posiada ukosnie usytuowans, w stosunku do po-

wierzchni ziemi, plaszczyzne dachu. Wymiary budynku

podane zostaty na rysunku.

a) Oblicz objetosé budynku. Grubosci scian i innych ele-
mentéw wewnetrznych nalezy pominaé.

b) Oblicz taczna powierzchnig écian zewnetrznych budynku.

Do usztywnienia masztu antenowego uzyto 8 odciagéw beda-
cych stalowymi linami o lacznej dtugosci wynoszacej 2,8 km.
Konce lin zakotwiczone zostaly w podiozu w czterech punk-
tach stanowigcych wierzchotki kwadrat, w drodku ktérego
znajduje sie podstawa masztu (rysunek obok). Krétsze liny
tworzg z podlozem kat 30°, a diuzsze kat 60°.

a) Oblicz diugosci poszezegdlnych lin.

b) Oblicz wysokos¢ masztu (bez anteny).

Cok6t pommnika jest wykonany z granitu i ma ksztalt stozka

$cigtego. Na rysunku obok podano wymiary tego cokotu.

a) Oblicz objetodé cokotu. )

b) Sprawd#, czy bedzie mozna unie$¢ ten cokét za pomoca
zurawia o maksymalnym udzwigu 60 ton. Gesto$¢ granitu
jest réwna 2700 kg/m®. '

Po wycigciu i sklejeniu wycinka kolowego wykonanego
z kartonu (rysunek obok) otrzymano powierzchnie boczng
stozka. Oblicz

a) pole powierzchni bocznej stozka,

b) wysoko$¢ stozka.

W celu oszacowania ilosci przeplywajacej wody w rzece,
zbadano ksztalt jej koryta. Przyjeto, ze przekrdj koryta rzeki
ma ksztalt trapezu réwnoramiennego 1 wykonano pomiary,
ktérych wyniki pokazane sg na rysunku. Zmierzono réwniez,
7e predkodé przeplywajacej wody wynost 20 m/s. Oblicz, ile
metréw sze$ciennych wody przeptywa przez powierzchnie
przekroju koryta rzeki w ciggu jednej minuty.

20m

~a——— antena
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Na rysunku przedstawiony jest projekt basenu plywackiego. Mm
Gieboko$¢é basenu w najplytszym miejscu ma wynosi¢ 1,5 m, By
a w najglebszym 3,2 m. Inne wymiary pokazane zostaly na !
rysunku (na rysunku nie zachowano proporcji).
a) Oblicz giebokosé 2 na samym $rodku basenu.
b) Oblicz objetosé basenu.

Jezeli z kartki papieru wytniemy trdjkat prostokatny
i nawiniemy go na walec, to przeciwprostokatna tréj-
kata utworzy na powierzchni walca tzw. linie $rubowa,
Na rysunku zaznaczono lini¢ $rubowa, jaka powstata-
by po nawinigciu tréjkata 7" na walec o wysokosci
10 cm i promieniu podstawy 2 cm. Oblicz dhugo$é linii
Srubowej pokazanej na rysunku. Podaj wynik doktadny
oraz wynik przyblizony po zaokragleniu do jednosci
(przyjmij, ze m = 3,14).

-

P 10cm

koniee linij érubowej

Nalezy wykonaé wykop pod budowg zbiormika prze-
ciwpozarowego. Dolna i gbma czeg$é wykopu maja
mie¢ ksztalt prostokata, a jego gteboko$é wynosié be-
dzie 6 m. Projekt wykopu i pozostale jego wymiary
przedstawione sa na rysunku obok.

a) Oblicz objetosé wykopu.

b) Oblicz koszt wykonania wykopu, jezeli wydobycie 1 ' ziemi kosztuje 20 z1, a za wywiezienie 10t

ziemi trzeba zaplaci¢ 45 zi. Przyjmij, Ze gestosé ziemi jest réwna 2,0 t/m’.

Diugos¢ basenu plywackiego jest réwna 50 m, a jego szerokoéé
wynosi 20 m (na rysunku nie zachowano proporcji). Glebokogé
basenu na jego Srodku jest réwna 3 m.

a) Oblicz objetosé basenu.
b) Oblicz faczna powierzchnie wszystkich $cian bocznych basenu.

Mozna przyja¢, ze piramida Cheopsa jest ostrostupem prawidtowym czworokatnym o krawedzi podstawy
dhugosei 233 m. Diugo$¢ cienia piramidy w momencie, gdy promienie stoneczne padaja prostopadie do
jednej ze $cian, wynosi 67,5 m. Wyznacz wysoko$¢ piramidy Cheopsa. Wynik zaokraglij do dziesiatych
czedci metra.

W celu oszacowania masy 400 metrowej wiezy telewizyjnej, zbudowanej ze stalowych kratownic, doko-

nano nastgpujacego pomiaru: wierny model wiezy o wysokosci 80 cm zanurzono calkowicie w wodzie, -

w prostopadiosciennym naczyniu o wymiarach podstawy 10 cm X 10 cm. Na narysowane;j skali odczytano,
ze poziom wody w naczyniu podnidst si¢ o 2 mm.

a) Oblicz, ile m’ stali zuzyto do budowy wiezy.

b) Wyznacz mase wiezy wiedzac, ze gestosé stali wynosi 7800 kg/m®, ‘Wynik podaj w tonach.

5. ZADANIA OPTYMALIZACYJNE
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- | zdajacy potrafi
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52R

54R

® swykorzystywac whasnosei funkeji kwadratowej i jej wykresn do rozwiazywania zadaf optymalizacyjnych

ZnajdZ takie dwie liczby, ktérych réznica jest iéwna 10, a ich iloczyn jest najmniejszy z mozlwych.

Jakie najwigksze pole moze mie¢ trdjkat, w ktérym suma dhugosei jednego z bokéw i wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka nienalezacego do tego boku wynosi 12 cm?

Na dwusiecznej kata prostego tréjkata prostokatnego o wierzchotkach A =(0, 0), B=(3, 0), C=(0, 3) znajdz taki
punkt P, aby suma kwadratéw odlegtosci punktu P od wierzchotkéw tréjkata byta najmniejsza.

Nauczyciel matematyki polecil uczniom wykonac nastepujace zadanie praktyczne: ..z kawatka drutu o diugosci
80 cm wykonad szkielet prostopadio$cianu o podstawie kwadratowej i o najwigkszym polu powierzchni bocznej”.
Oblicz pole powierzchni tego prostopadiodcianu.

ZADANIA MATURALNE

609. R
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PLANIMETRIA

Ratownicy majacy do dyspozycji ling diugosci 80 metréw majg wytyczyé przy brzegu plazy kapielisko
w ksztalcie prostokata (wzdhuz brzegu nie bedzie liny). Jakie wymiary powinno mie¢ to kapielisko, jezeli
wezasowicze chea, aby miato ono jak najwigksza powierzchnig? Nalezy przyjaé, ze brzeg plazy tworzy
linig prosta,

Deweloper przed rozpoczeciem inwestycji zamierza ogrodzié
fragment dziatki, na kiérym beds sktadowane materialy
budowlane. Sklad materialéw ma mieé ksztalt prostokata,
a cze$c ogrodzenia stanowic bedzie istniejacy mur (tak jak na
rysunku). Na ogrodzenie skladu zakupiono 50 metréw dru-
cianej siatki. Jaka maksymalna powierzchnie moze mie¢
skiad materialéw budowlanych?

W punkcie skupu trzody chlewnej nalezy zbudowaé ogrodzenie
ograniczajace trzy jednakowe prostokatne boksy (patrz rysunek).
Wihasciciel skupu zakupil materialy pozwalajace zbudowac ogro-
dzenie o lacznej dlugosci 48 m i chee, aby powierzchnia bokséw
byla mozliwie najwigksza. Jakie powinny by¢é wymiary kazdego
boksu?

Drewniana listwg o dtugosci 1 m i szerokosci 4 cm nalezy pociaé na
takie cztery czedci, aby po ich sklejenin (w sposéb pokazany na
rysunku) otrzymaé rame, w ktdéra mozna oprawi¢ obraz. Oblicz
maksymalne pole powierzchni obrazu, ktéry moze by¢ oprawiony
w tak zbudowang rame.
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Drut o dlugbs’ci 28 cm nalezy podzieli¢ na dwie czedel 1 z jednej zrobié kwadratowa ramke, a z drugiej
ramke prostokatna, kidrej jeden bok jest trzy razy diuzszy od drugiego. Jak nalezy podzieli¢ drut, jezeli
chcemy, aby suma pdl otrzymanego kwadratu i prostokata byta najmniejsza?

Drut o dhugosci 72 cm rozcieto na dwa kawatki i z kazdego kawatka zbudowano brzeg tréjkata réwnora-
mierinego, przy czym stosunek dlugosci ramienia do dtugodci podstawy w jednym tréjkacie wynosi 5 : 8,
a w drugim 13: 10. Jaki obwody maja te tréjkaty, jezeli suma ich pél jest najmniejsza z mozliwych?

Na bokach prostokata 0 obwodzie 16 ¢cm opisano, jako na Srednicach, péokregi lezace na zewnafrz pro-

stokata. Zbadaj, dla jakich diugosci bokéw prostokata, pole figury ograniczonej krzywa ztoZong z tych
czterech pélokregéw jest najmniejsze. Oblicz to pole.

Suma dhugosci dwéch bokéw tréjkata jest réwna 12 cm, a kat migdzy tymi bokami ma miarg 30°. Oblicz,

jakie powinny by¢ diugosci bokdw tego tréjkata, aby jego pole bylo najwigksze.

Obwdd tréjkata réwnobocznego ABC jest réwny 12 cm. Punkty M, N, P naleza odpowiednio do bokéw

AB, BC i AC tego tréjkata, przy czym |AM |=|BN|=|CP|= x. Zbadaj, dla jakiej wartosci x pole tréjkata

MNP bedzie najmniejsze. Znajdz wartos¢ tego pola.

Zbiér T jest zbiorem wszystkich trapezéw o obwodzie 60 cm i kacie ostrym, ktdrego sinus jest réwny

0,75. Znajdz diugo$é ramienia tego trapezu nalezacego do zbioru 7, ktéry ma najwigksze pole.

W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 6 1 8 wpisujemy prostokat w taki sposéb, ze dwa jego - ¢
boki zawarte sq w przyprostokamych, a jeden z wierzchotkéw lezy na przeciwprostokatnej. Zbadaj, jakie ¢

powinny byé wymiary prostokata, aby jego pole bylo mozliwie najwigksze.

Z kawatka blachy w ksztalcie trapezu réwnoramiennego
o polu 1,2 m* i podstawach dhigosei 60 cm i 140 cm nalezy
wycia¢ (w sposéb pokazany na rysunku) prostokatny frag-
ment o maksymalnym polu. Jakie wymiary bedzie miat
wycigty prostokat?

W tréjkat prostokatny o kacie ostrym 30° i przeciwprostokamej diugosci 40 cm wpisujemy prostokaty

w ten sposGb, ze jeden bok kazdego z tych prostokatéw zawiera si¢ w przeciwprostokatnej tréjkata. -

Zbadaj, ktdry z tych prostokatéw ma najwigksze pole.

Boki tréjkata prostokatnego ABC maja diugosci: lAcl=3, |BCl=4, 1AB|= 5. Prosta I, réwnolegta d
prostej AB, przecina boki AC i BC odpowiednio w punktach M i N.' Niech § oznacza rodek odcinka AB”
oraz |MC =x.

a) Pole P(x) tréjkata MNS jest funkcja zmiennej x. ZnajdZz wzor tej funkeji.
b} Zbadaj, jaka najwigksza wartosé moze przyjmowaé pole tréjkata MNS.

Sumg d%}igos'ci wysokoscei trapezu réwnoramiennego i obu jego podstaw jest réwna s. Wyznacz tangen
kata, jaki tworzy z podstawami przekatna tego trapezu, wiedzac, ze jego pole jest najwigksze z mozliwych.
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W tréjKaLt réwnoboczny, ktérego bok ma diugosé 2, wpisujemy prostokat 1
kwadrat w sposéb pokazany na rysunku. Jaka powinna byé diugosé boku
kwadratu, jezeli suma pél obu czworokatéw ma byé najwigksza?.

625.% W Sposréd wszystkich czworokatéw wypuktych, ktérych suma dhugosci przekatnych réwna jest d, wyznacz

te, ktére maja najwigksze pole.

E 3D
P
626.%w Z kawatka blachy nalezy wycia¢ prostokat o najwigkszym polu, w taki spo- :
s6b, jak zostato to pokazane na rysunku (wierzchotek P prostokata ma na- . ¢
leze¢ do krawedzi CD). Wymiary blachy podane sa w dm. ZnajdZ wymiary s 6
tego prostokata. S
4 I B

GEOMETRIA ANALITYCZNA

Dane sa punkty A =(1,2) i B=(7,6). Na osi OX znajdz taki punkt C, aby suma kwadratéw diugosci
odcinkéw AC i BC byta najmniejsza.

Na prostej o réwnaniu x + Sy —20=0 znajdz taki punkt P o dodatnich wspélrzednych, ze iloczyn odleglo-
§ci punktu P od osi uktadu wspélrzednych jest najwigkszy z mozliwych.

Na paraboli o réwnaniu y=x>—5x+8 znajdz taki punkt P o dodatnich wspélrzednych, aby suma odlegto-
el punkta P od osi ukladu wspélrzednych byta najmniejsza.

Prosta k o réwnaniu y = 0,5x + 4 przecina osie ukladu wspdhrzednych w punktach A i B. W tréjkat AOB,
gdzie O jest poczatkiem uktadu wspétrzednych wpisano prostokat MNOP, ktérego dwa boki zawarte s w
przyprostokatnych tréjkata AOB, a wierzchotek M nalezy do prostej k. Wyznaczyé wspéhrzedne punktu M
tak, aby pole prostokata bylo najwigksze. Oblicz to pole.

Dany jest punkt B=(6, 0) i prosta o réwnaniu y=2x—4 przécinajqca 0§ OX w punkcie M. T jest tréjkatem
o najwigkszym polu wérdd tréjkatéw réwnoramiennych takich, ze jednym koficem podstawy jest punkt B,
drugi jej koniec nalezy do odcinka BM, a trzeci wierzchotfek tréjkata nalezy do danej prostej. Oblicz pole
tréjkata 7.

Dany jest punkt B = (-2, 0) i prosta o réwnaniu 4x—3y+32=0 przecinajaca 0§ OX w punkcie M. T jest
tréjkatem o najwiekszym polu wérdd tréjkatéw prostokatnych takich, ze wierzchotek kata prostego nalezy
do odcinka BM, punkt B jest wierzchotkiem kata ostrego, a trzeci wierzcholek nalezy do danej proste;.
Oblicz obwdd tréjkata 7.

Wyznacz najwieksza warto$é obwodu prostokata, ktérego dwa wierzchoiki leza na paraboli o réwnaniu
y=3-x% a dwa pozostale na odcinku, ktérego koticami sg punkty przeciecia danej paraboli i prostej
o réwnaniu y=0.

Rozwazamy prostokaty, ktérych dwa wierzchotki leza na odcinku laczacym punkty wspdlne osi OX
i paraboli o réwnaniu y =x*~6x+5, a dwa naleza do tej paraboli. Wyznacz wspéirzedne wierzchotkéw
tego prostokata, ktéry ma najwigkszy obwod.
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Na paraboli y=1 — %% znajdz punkt lezacy najblizej prostej x+y—2=0.

Dane sa punkty A=(-2, 0) i B=(0,-4). Na paraboli y=x*+1 znajdz taki punkt C, aby pole tréjkata ABC
a) bylo réwne 20;
b) bylo najmniejsze.

Dane sa punkty A = (4, 1), B=(1,5), C=(0, t+ 1), D=(t, 0), gdzie t € (0; 4).

a) Dla =1 narysuj czworokat ABCD.

b) Znajdz wzdr funkcji P przyporzadkowujacej liczbie te (0; 4) pole czworokata ABCD.

¢) Wsréd czworokatéw ABCD znajdz-czworokat o najmnisjszym oraz czworokat o najwigkszym polu.
Podaj pola oraz wspélrzedne wierzchotkéw C i D znalezionych czworokatéw.

STEREOMETRIA

graniastostupy

Z prostokatmego arkusza kartonu o wymiarach 50 cm na 70 cm wycinamy w narozach cztery jednakgwe
kwadraty. Z pozostalej czesci kartonu sklejamy otwarte prostopadioscienne pudetko. Wyznacz wymiary
pudetka tak, aby pole jego powierzchni bocznej byto najwigksze.

Wsré6d prostopadiodcianéw, w ktérych stosunek: dtugosci krawedzi podstawy wynosi 2:3, a suma dhlggs’gi
wszystkich krawedzi jest réwna 152 cm, znajdZz ten o najwiekszym polu powierzchni catkowite].
Oblicz objetos¢ znalezionego prostopadtoscianu.

Wsréd graniastosiupéw prawidtowych szedciokatnych charakteryzujacych sie tym, Ze -obwéd i.ch prze-
kroju plaszczyzna zawierajaca dwie krawedzie boczne i krétsza przekatng wynosi d, jest graniastostup
o najwiekszym polu powierzchni bocznej. Znajdz objetosé tego graniastostupa.

ostrostupy

Rozwazmy te ostrostupy prawidtowe czworokatne, w ktérych suma dhigosci wysokosci i krawedzi pogi-
stawy jest réwna 8 cm. Spodrdd tych ostrostupéw wybrano taki, ze pole tréjkata, ktérego bokami sa dwie
krawedzie boczne i przekatna podstawy ostrosiupa, jest najwigksze.

a) ZnajdZ dtugodé krawedzi podstawy i wysokos¢ tego ostroshupa.

b) Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

Wsréd ostrostupéw prawidlowych tréjkatnych takich, ze suma diugosci wysokosci Sciany bocznej 1 wyso-
kosci ostrostupa jest réwna 14 cm, jest osirostup o najwigkszej objetosci.

a) Oblicz sinus kata jaki §ciana boczna tego ostrostupa tworzy z plaszczyzna podstawy.

b} Oblicz dhugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

Rozwazamy ostrostupy, ktére w podstawie maja szedciokat foremny, jedna z krawedzi boczaych jest pro-
stopadia do plaszczyzny podstawy, a suma diagodci najkrdtszej i najdtuzszej krawedzi bocznej jest réwna
24 cm. Znajdz diugoéé krawedzi podstawy tego ostrostupa, ktéry ma najwieksza, objetosé.
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bryfy‘obrotowe

Rozwazamy te walce, ktdre powstaja z obrotu prostokata o obwodzie 60 cm wokét jednego z bokéw.
Wyznacz dlugosci bokéw prostokata wiedzac, Ze pole powierzchni bocznej otrzymanej bryly jest
najwieksze.

Oblicz objetodé tego walca o obwodzie przekroju osiowego réwnym 40 cm, ktérego pole powierzchni
bocznej jest najwigksze.

Wérdd stozkéw o sumie diugosci wysokosci i tworzacej réwnej 6 dm znajdz ten, ktéry ma najwieksza
objetosé.

Jaka najwieksza objetod¢ moze mied bryta powstala z obrotu tréjkata réwnoramiennego o obwodzie 36 cm
wokél prostej zawierajaca podstawe tréjkata?

bryta wpisana w bryte

Dany jest stozek o kacie rozwarcia 120° i tworzacej diugodci 4. Oblicz objetosé tego walca wpisanego
w dany stozek, kt6rego pole powierzchni bocznej jest najwigksze.

W ostrostup prawidlowy czworokatny, ktérego krawedZ podstawy ma diugo$é a, wpisano walec o naj-
wigkszym polu powierzchni bocznej. Wyznacz dlugosé promienia podstawy tego walca.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat o boku diugosci a. Jedna z krawedzi bocznych ostrostupa réwniez ma
dlugos¢ a i jest prostopadia do podstawy. W ostroshup ten wpisujemy graniastostupy prawidtowe czworo-
katne w taki sposéb, ze dolna podstawa graniastosfupa zawiera si¢ w podstawie ostroshipa, a wierzchotki
drugiej podstawy naleza do krawedzi bocznych ostrostupa. Znajdz dhugosé krawedzi podstawy graniasto-
shupa o najwigkszym polu powierzchni bocznej.

W ostrostup prawidtowy szesciokatny, ktérego krawedz podstawy ma dhugo$¢ 10, 2 wysokosé ma dugosé
643, wpisujemy prostopadiosciany w ten sposéb, ze jedna podstawa prostopadioscianu zawiera sie

w podstawie ostroshipa, a wierzchotki drugiej podstawy naleza do krawedzi bocznych ostrostupa. Oblicz
objgtos¢ prostopadioscianu o najwigkszym polu powierzchni boczne;.

Dany jest stozek o promieniu podstawy 26 cm. Rozpatrzmy zbiér wszystkich prostopadioscianéw wpisa-
nych w ten stozek, w ktérych stosunek dhugodci krawedzi podstawy jest réwny 5:12. Jedna podstawa
kazdego prostopadtoscianu zawiera si¢ w podstawie stozka, a wierzchotki drugiej podstawy naleza do

powierzchni bocznej stozka. ZnajdZ wymiary podstawy tego prostopadioscianu, ktéry ma najwigksze pole
powierzchni bocznej.

Dany jest stozek o promieniu podstawy 15, ktérego przekrdj osiowy jest tréjkatem prostokatnym. W sto-
zek ten wpisano graniastostup prosty majacy w podstawie tréjkat prostokatny, w ktérym stosunek dtugosci
przyprostokgmych jest réwny 3:4. Jedna podstawa graniastostupa zawiera sie w podstawie stozka,
a wierzchotki drugiej podstawy naleza do pobocznicy stozka. Zbadaj, jakie powinny byé dhugosci krawe-
dzi podstawy i wysokos¢ graniastostupa, aby pole jego powierzchni bylo najwieksze.
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- dla tego argumentu odejmujemy wartos¢ funkcji ¢ dla argumentu a. Jaka najmniejsza réznice mozemy

INNE ZADANIA

Dane sa funkeje f()=522+5x+7 i g(x)=x*~3x+ 1. Bierzemy dowolny argument a i od wartosci funkcji ¢

otrzymac?

Liczbe 56 przedstaw w postaci sumy trzech takich liczb dodatnich, aby stosunek dwéch spoéréd nich byt

réwny 1:2, a suma kwadratéw wszystkich trzech byla najmniejsza. i

Wsrdd ciagéw arytmetyczaych o réznicy 2 ciag (a,) wyréznia sig tym, ze suma kwadratéw jego czterech ¢
poczatkowych wyrazéw jest najmniejsza. Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw tego ciagu. E

Wiéréd ciagéw geometrycznych o pierwszym wyrazie réwnym 3, znajdZ i podaj wzér na wyraz ogélny -
tego ciagu, ktérego suma trzech poczatkowych wyrazdw jest najmniejsza.

Niech liczby x, X3, ..., X, beda kolejnymi wynikami pewnego doswiadczenia (lub pomiaru) powtérzonego
n razy. Za ostateczny wynik tego doswiadczenia przyjmuje sig jedng liczbe x taka, ze suma kwadratéw
réznic x —Xj, XXy, ..., X — X, osiaga najmniejsza wartosé.

Wykonano pig¢ pomiaréw S$rednicy sworznia bgdacego elementem pewnego urzadzenia. Otrzymano
nastepujace wyniki: x; = 2,5 mm, x, =2 mm, x3 = 2,25 mm, x; = 2,25 mm, x5 = 2,5 mm. Opisang wyzej
metoda oblicz, jaki jest ostateczny wynik przeprowadzonego pomiaru $rednicy sworznia.

Rolnik hoduje 400 kréw mlecznych. Ze sprzedazy mieka osiaga dzienny dochdéd wynoszacy 1200 zi.
Oszacowano, ze gdy zwigkszy sie liczbe hodowanych kréw, to dochéd, jaki przynosi dziennie jedna
krowa, spadnie o 1%o wraz z kazda dodatkowo zakupiong krowa. Oblicz, ile kréw nalezy hodowaé w tym
gospodarstwie, aby osiaga¢ mozliwie najwigkszy dochdéd. Tle wynosi ten dochéd?

W zbiorniku o objgtosci 480 litréw znajdowalo sie 230 litréw wody. Po odkreceniu zawordw, w ciagu
pierwszej minuty do zbiomika naplyneto 20 litréw wody, a w kazdej nastgpnej minucie o 2 litry wody
wiecej niz w poprzedniej. Jednoczeénie przez zawédr odptywowy w ciagu kazdej minuty wydostawato si¢
ze zbiornika 39 litrtéw wody. Niech V(n) oznacza objetoséé wody w zblormku po uplywie n-tej minuty.

a) Znajdz wzér funkeji V.

b) Oblicz, kiedy w zbiormiku byto najmniej wody.

¢} Oblicz, w ktérej minucie woda przelata sig ze zbiomika.

Funkeja f kazdej liczbie rzeczywistej a przyporzadkowuje reszte z dzielenia wielomianu W(x) =x>+dx+2
przez wielomian P(x)=x-a-+ 1. ZnajdZ najmniejsza warto$¢ funkeji f.

Jednym z rozwiazan réwnania x>+ (p +2p)x+ 2p +dp ~4=0 jest -2, Wyznacz t¢ wartos¢ parametru p
(o ile istnieje), dla ktérej drugie rozwiazanie tego réwnania jest najwicksze.

Znajdz t@ wartosé parametru p (o ile istnieje), dla ktérej suma dwdch réznych pier

h pierwiastkéw réwnania
X +2p = 2p)x+p - 4p® v 6p= 0 jest najwigksza.

S S S S B S o -
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6. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

czeSC TEORETYCZNA

© KOMBINATORYKA

Reguta mnozenia. Jezeli pewnego wyboru W dokonujemy w dwdch etapach i w pierwszym etapie mozemy dokonaé¢ wybo-
ru nia k sposobéw, a w drugim etapie na m sposebdéw, to wybort W mozemy dokonaé na km sposchdw.

Regute mnozenia stosowa¢ mozna takze wtedy, gdy wyboru W dokonujemy wiecej niz w dwdch etapach. Np. jezeli pewne-
go wybora W dokonujemy w trzech etapach i w pierwszym etapie mozemy dokona¢ wyboru na k sposobdw, w drugim
etapie na m sposobéw, a w trzecim na n sposobéw, to wyboru W mozemy dokonac na kmn sposobSw.

Silpia: n!=1-2-...-n, gdy ne N,, natomiast Ol=1.

. n\ 1! <
Symbol Newtona: (k) =Tl gdzie k,ne N i k<n.
Liczba k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami n-elementowego zbioru A (czyli liczba k-wyrazowych ciggdw o wyrazach

(ozn. W"k )

nalezqcych do zbioru A) jest réwna .

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen n-elementowego zbioru A (czyli liczha k-wyrazowych ciagéw o réinych

wyrazach nalezacych do zbioru A) jest réwna (Tflkv)—‘ (ozn. V,f )

Liczba permutacji n-elementowego zbioru A (czyli liczba n- wylazawych clagow o réinych wyrazach nalezqcych zbioru A)
jestréwna nl. (ozn. F,)

Liczba k-elementowych kombinacji n-elementowego zbioru A (czyli liczba k-elementowych podzbioréw zbioru A) jest

réwna ( ) (ozn. C,, )

KLASYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIENSTWA

o Jezeli wszystkie zdarzenia elementarne nalezace do zbioru Q

sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo

dowolnego zdarzenia A (A < Q) wyraza si¢ wzorem P(A) =B~I, gdzie lal jest liczbg zdarzen elementarnych sprzyjaja-

]

cych zdarzeniu 4, a | Q! jest liczba wszystkich zdarzen elementarnych.

" NIEKTORE WELASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Jedli Q jest zbiorem zdarzen elementarnych, a P prawdopodobieistwem okreslonym na zdarzeniach zawartych w zbiorze O,
to dla dowolnych zdarzen A, B Q

B PA)<I.

B PA)+P(A") =1, gdzie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.

% P(AUB)=P(A)+P(B)~P(ANB).

~ZADANIA WPROWADZAJACE
‘| Zdajacy potrafi | ® obliczaé wartosei ni i (2)
) L 6. 9! 8t an? 311301
Oblicz @) 415 B) & aR g 9 5 8" R 3 R 5 DR Soras
6.2 Sprowad? do prostszej postaci wyrazenie  a) ("—t‘@ b) M:T(”;;%!, c) @mt+(@n— DI+ @2n-2L
n —1):

e

e
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6.11

63  Oblicz a) R C)

5.4R Rozwiaz réwnanie lub nieréwnosé

zliczaé obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycznych
stosowaé regule mnozZenia

2 e

Zdajacy potrafi ® stosowac wzory na liczbe: permutacji, kombinacji oraz wariacji z powtdrzeniami i bez powtérzen

rozwinzywaé zadania tekstowe z ariem wzoréw Kombi

©

yeznych

6.5R W pewnym liceum sa dwie klasy trzecie: ITIA 1 IIIB. W IIIA jest 10 dziewczat i 20 chlopcéw, a w klasie IR
18 dziewczat i 8 chlopcéw. Sposréd maturzystéw nalezy wybraé dwie osoby — po jednej z obu klas, ktére
zaprosza dyrekcje szkoly na studnidwke.

a) Na ile sposobéw mozna dokona¢ wyboru takiej pary uczniow?

b) Na ile sposobéw mozma dokonaé takiego wyboru, aby w$réd wybranych oséb byty dwie dziewczyny?
¢) Naile sposobéw mozna dokona¢ takiego wyboru, aby wérdd wybranych oséb byli maturzystka i maturzysta?

6.6 R~ Dany jest zbiér A={1, 2, 3, 4, 5}. Oblicz liczbe wszystkich

a) czterowyrazowych ciagéw o wyrazach nalezacych do zbioru A4;

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

6.12R

95

W biegu na 100 metréw wystartuje o$miu zawodnikéw: czterej Jamajczycy, trzej Anglicy i Grek. Bieg rozegra-
ny zostanie na biezni sktadajacej si¢ z o§miu toréw. Przed biegiem przeprowadzone zostanie losowame ktére
ustali na ktérym torze pobiegnie dany lekkoatleta.

a) Ile jest wszystkich mozliwych wynikéw losowania toréw?

b) Ile jest takich mozliwych wynikéw losowania, ze Grek wystartuje z pierwszego toru?

c) Ile jest takich moziiwych wynikéw losowania, ze Grek wystartuje z piatego toru?

d) Ie jest takich mozliwych wynikéw losowania, Ze na torach 1 — 4 pobiegna Jamajczycy?

e) Rile jest takich mozliwych wynikéw losowania, ze Zadnych dwéch zawodnikéw z Europy nie pobiegnie
na sasiednich torach i zadnych dwéch zawodnikéw z Jamajki nie pobiegnie na sasiednich torach?

f) RIe jest takich mozliwych wynikéw losowania, Ze zadnych dwéch zawodnikéw z Buropy nie pobiegnie
na sasiednich torach?

Do klasy IIIC uczgszeza dwanaseie dziewczat i dziewieciu chlopcéw. Przed lekcja z ta klasa nauczyciel posta-
nowil wybra¢ trzy osoby, ktére beda odpowiadaé z kombinatoryki.

a) Naile sposobéw nauczyciel moze dokona¢ tego wyboru?

b) Na ile sposobéw moze wybraé tréjke skladajaca sie tylko z dziewczat?

¢) Naile sposobéw moze wybraé tréjke sktadajaca sie z chlopca i dwéch dziewczat?

d) Naile sposobéw moze wybra¢ tréjke, w sklad ktérej wehodzic beda co najmniej dwie dziewczyny?

e) Naile sposobéw moze wybraé tréjke, w sktad ktérej bedzie wehodzit co najmniej jeden chiopiec?

b) tréjwyrazowych ciagéw o réznych wyrazach ze zbioru A;
¢) dwuelementowych podzbioréw zbioru A.

Zdajacy potrafi

e okresla¢ zbidr (skonczony) zdarzen elementarnych doswiadczenia losowego
¢ wyznaczac liczhe wszystkich zdarzen elementarnych

8.7 Dany jest zbidr A = {1, 2, 3, 4, 3, 6}. Znajdz liczbe wszystkich
a) tréjwyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru A;

b) dwuwyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru A;

¢) permutacji zbioru A;

d) czteroelementowych kombinacji zbioru A.

6.13

6.8 R Uzywajac cyfr nalezacych do zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5}, zapisujemy liczby czterocyfrowe (cyfry w liczbie moga
powtarza¢ sig). Oblicz, ile mozemy zapisac

a) liczb czterocyfrowych;

b) liczb wickszych od 4999;

c) takich liczb, Ze cyfra tysigey i cyfra dziesiatek jest nieparzysta, a pozostale dwie sg parzyste;
d) liczb podzielnych przez 5.

Uzywajac cyfr nalezacych do zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 3}, zapisujemy liczby czterocyfrowe (cyfry w liczbie nie
moga powtarzaé sig). Oblicz, ile mozemy zapisac

a) liczb czterocyfrowych;

b) liczb wigkszych od 4999;

c) takich liczb, Ze cyfra tysiecy i cyfra dziesiatek jest nieparzysta, a pozostate dwie sg parzyste;
d) liczb podzielnych przez 5.

6.16

6.10 B Twinky Winky ma trzy torebki: czerwona, niebieska i z6ita. Do torebek zamierza wlozy¢ cztery rézne zdjecia

pani Ewy. _

a) Naile sposobéw Twinky Winky moze rozmiesci¢ zdjecia w swoich torebkach?

b) Na ile sposobéw moze rozmiescic szQcm tak, aby w czerwonej torebee nie znalazlo si¢ zadne zdjgcie?

c) Na ile spocobow moze rozmiedci¢ zdjecia tak, aby w czerwonej torebce nie znalazio 515 zadne 7d]§01°’
a w niebieskiej i z6ltej co najmniej jedno?

d) Na ile sposobéw moze rozmiescié zdjecia tak, aby w kazdej torebce znalazio sig co najmniej jedno zdjecie?

817 R

UWA G A Dla tego samego doswiadczenia losowego mozna okresli¢ rézne zbiory zdarzen el
elementarnych, méwimy: ,,za zbidr zdarzen elementarnych Q przyjmujemy zbior ...”

Zdajacy potrafi

nych. Dlatego, okreslajac zbidr zdarzef
., a nie ,,zbiorem zdarzen elementarnych Q jest zbiér...”.

Doéwiadezenie losowe polega na wylosowaniu dwéch réznych liter ze zbioru Z = {A, B, C, D, E, F}. Okresl

zbiér zdarzen elementarnych Q tego do$wiadczenia i wyznacz liczbe wszystkich zdarzen elementamych.

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym losowaniu ze zwracaniem jednej litery ze zbioru Z= {4, B, C, D, E, F 1.
Okresl zbiér zdarzen elementamych tego do§wiadczenia i wyznacz liczbe wszystkich zdarzer elementarnych.

Gra polega na réwnoczesnym rzucie szescienna kostka do gry i dwiema monetami. Opisz zbiér zdarzed
elementarnych tego doswiadczenia. Wyznacz liczbe wszystkich zdarzen elementarnych.

e wyznacza¢ liczbg zdarzed elementarnych sprzyjajacych danemu zdarzeniu losowemu
e oblicza¢ prawdopodobieristwa zdarzeri losowych na podstawie definicji klasycznej
© oblicza¢ prawdopodobiefistwa zdarzer losowych na podstawie wiasnosci prawdopodobiefistwa

Ze zbioru liczb {1, , 10} losujemy jedna liczbe. Zdarzenie A polega na wylosowaniu liczby mniejszej od 7,
a zdarzenie B polega na wylosowamu liczby parzystej. Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzer elementarnych jest zbi6r
Q={1,2,..., 10}. Podaj wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu

a) A, b) B; c) RA% d) RANB; e) RAUB.

Do$wiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie szedcienna kostka do gry. Zdarzenie A polega na wypadnie-
ciu za kazdym razem liczby oczek wigkszej od 4, za$ B jest zdarzeniem polegajacym na wypadnieciu co najmniej
raz liczby oczek niepodzielnef przez 3. Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzen elementarnych jest zbidr trzywyrazowych
clagbw (a, b, c) takich, ze a, b, ce (1,2, 3,4, 5, 6}. Oblicz, ile zdarzen elementamych sprzyja zdarzeniu

a) 4; b) B’; c) B, d) ANB,; e)AUB.
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6.18 R

6.19R

6.20

6.22 R

Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 150} losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej
b) przez 4;
d) przez 10 lub przez 4.

a) przez 10;
c) przez 101 przez 4;

Ze zbioru (1, 2, ..., 7} losujemy trzy cyfry ze zwracaniem i zapisujemy je w kolejnosci wylosowania, otrzy-
mujac liczbg trzycyfrowa, Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby
a) podzielnej przez 5; b) parzystej;

d) wigkszej od 350; e) podzielnej przez 4.

¢) wiekszej od 300;

Ze zbioru (1, 2, ..., 7} losujemy kolejno bez zwracania trzy cyfry i zapisujemy je w kolejnosci wylosowania,
otrzymujac liczbe trzycyfrows, Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby
a) R podzielnej przez 5; b) R parzystej;

d) wigkszej od 350; e) podzielnej przez 4.

c} wickszej od 300;

Hania i Marcin sa w grupie skladajacej sig z szesciu dziewczat i pieciu chtopcéw. Wszystkie dzieci ustawily sig
w spos6b losowy w kolejce. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A — na poczatku kolejki staneta dziewczynka;

b) B - poczatkowe sze$é miejsc w kolejce zajely dziewczynki;

¢) C - zadne dwie dziewczynki nie staly obok siebie;

-d) D - pomiedzy zadnymi dwiema dziewczynkami nie stat ani jeden chiopiec;
@) E - pomigdzy Hania i Marcinem nie stalo Zzadne dziecko;

) F — pomigdzy Hania i Marcinem stalo doktadnie pigcioro dzieci.

Z umy, w kt6rej znajduje sig dziesigé kul: szed¢ biatych i cztery czame, losujemy pigé kul. Oblicz prawdopodo- -

bienstwo wylosowania
a) pigciu kul biatych;
¢) co najmuiej czterech kul biatych;

b) dokladnie czterech kul biatych;
d) co najmniej jednej kuli czarnej.

[ Zdajacy potrafi 1 o stosowaé wlasnosci prawdopodobienistwa do rozwiazywania zadan

6.23 R

6.24 R

6.25 R

8.26R

Wiadomo, ze P(A)=04, P(B')=0,3 i P(AwB)=0,9. Oblicz

a) P(B); b) P(ANB); c) P(A\B).

Zdarzenia A i B sa roztaczne oraz A U B =Q, gdzie Q jest zbiorem zdarzeri elementarnych pewnego doswiadeze-
nia losowego. Wiedzac, ze P(A) - P(B) :i% i P(A) > P(B), oblicz P(A) i P(B).

Zdarzenia A i B sa podzbiorami zbioru zdarzeri elementarnych Q pewnego doswiadczenia losowego. Wiedzac,
ze P(A") 2%, uzasadnij, Ze

a) Pay<2 b) P UB)>2;

e c) P(AnB)<0,3.

Zdarzenia A i B s podzbiorami zbioru zdarzeri elementamych Q pewnego doswiadczenia losowego. Oblicz praw
dopodobienstwo zdarzenia A’ B, jezeli prawdopodobienstwa zdarzef A ¢ A v B sa réwne ndpowiednio 0,3 i09.
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664.

665.

666.

667.

668.
669.
: 7670.
871,

672,

R
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silnia, symbol Newtona

5!
13! jest mniejsza od liczby (2,)6)?

O ile procent liczba

130120

Dane sg liczby a= 1811 5=20!

a) Ile razy liczba b jest wigksza niz liczba a?

b) Liczbe a zapisano w systemie dziesigtnym. Podaj cyfre jednosci liczby a.

¢} Liczbg b zapisano w systemie dziesietnym. Podaj cyfre tysiecy liczby b.

d) W Uzasadnij, ze liczba a jest podzielna przez 119, a nie jest podzielna przez 19.

, . 1 3 5 39) (41
Sprawdz, czy liczb: R R I E j iej
pi y liczba [0] [2] [ ] +[38J+(40] Jjest mniejsza od 500.

Twierdzenie Dlakazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé [g) + (’;) +.+ ("j =2"
n

Wykorzystujac podang réwnosé, oblicz
a) liczbg wszystkich podzbioréw zbioru pigcioelementowego;
b) liczbe wszystkich niepustych podzbioréw zbioru szedcioelementowego.

Rozwigz réwnanie (":2} = 5()31]

Wyznacz wszystkie liczby naturalue n spelniajace réwnanie 2-[

(5

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnosé (;)+[Z] < [n;l}

Wykaz, ze jesli ke N, ne N i k<n, to (ZJ*(&J%Z:D

Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a, = (

zadania kombinatoryczne

W jadiospisie baru miecznego ,Bicdronka” znajduje sig 8 zup, 7 drugich dan i 2 kompoty, natomiast
konsument cheacy zjesé obiad w barze ,Gdariskim” ma do wyboru 6 zup, 5 drugich dazi i 4 kompoty.
Pan Kowalski zamierza zjes¢ obiad w jednym z tych baréw. W ktérym barze ma wicksza mozliwosé
wyboru zestawu obiadowego skladajacego sig z zupy, drugiego dania i kompotu?
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674. 0d domu wczasowego do podndza gory prowadza 3 trasy autokarowe, a od podnéza géry na szczyt Wwiodg
4 szlaki turystyczne. Oblicz, ile réznych tras moze zaplanowaé organizator wycieczki, jezeli ze wzgledéw
poznawczych droga powrotna bedzie przebiegad
a) innym szlakiem turystycznym i tg sama trasg autokarowa;
b) innym szlakiem turystycznym i inna trasg autokarows.

675.  Wyznaczymy liczbe wszystkich dzielnikéw liczby a=3%5%72
Zauwazmy, ze kazdy dzielnik liczby a jest liczba postaci 3%5™7", gdzie ke {0,1,2,3}, me {0,1,2,3, 43,
ne {0, 1, 2}. Zatem liczba dzielnikéw liczby a jest réwna liczbie tréjwyrazowych ciagéw (k, m, n), gdzie
ke (0,1,2,3},me {0, 1,2, 3,4}, ne {0, 1, 2}. Wyznaczamy liczbe tych ciagdw: 4-5.3. Tak wigc
liczba a ma 60 dzielnikéw.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie, wyznacz liczbg dzielnikéw liczby
a) 26.117-13; b) 5400.

676.R Ile jest liczb naturalnych, ktére sa dzielnikami liczby 10010?

677. ‘W pewnym prostym edytorze tekstéw uzytkownik moze pisa¢ tekst uzywajac tylko czterech typéw czcio-
nek: Arial, Courier, Impact i Times New Roman. Oblicz, na ile réznych sposobéw mozna napisa¢ w tym
programie stowo
a) TRON; b) FOTEL,
zmieniajac tylko typ czcionki.

678.  Uczniowie klasy matematyczno-informatycznej musza uczgszcza¢ na fakultety z trzech przedmiotéw, w tym
z co najmniej dwdch przedmiotéw dcistych, Wyboru dokonuja sposréd dziesieciu przedmiotéw, wéréd )
ktdrych sa cztery przedmioty $ciste. Oblicz, na ile sposobéw moze wybra¢ fakultety kazdy uczen tej klasy.

679. W galerii przygotowywana jest wystawa malarstwa olejnego. Na jednej ze cian nalezy zawiesié w jed-
nym rzedzie osiem obrazéw. Oblicz, na ile sposobéw mozna to zrobié, jesli dwa najwigksze pi6tna
a) maja by¢ umieszczone na poczatku i na koncu ciany,

b) maja sasiadowaé ze soba.

680. W rozgrywkach pitkarskiej ekstraklasy wystepuje 16 zespoléw. W jednym sezonie kazda druzyna rozgry-
wa z kazda mecz i rewanz. Do ilu pojedynkéw dochodzi w ciagu sezonu wtych rozgrywkach?

681. Majac do dyspozycji farby w pigciu kolorach, Tomek ma za zadanie
pomalowaé choragiewke sktadajaca sig z trzech czedci (patrz rys.). Cazeié 1
Kazda czgé¢ po obu stronach ma byé pomalowana tym samym kolo- Czesé 2
rem farby. Oblicz, na ile réznych sposobdw Tomek moze pomalo- Czesé 3
wa¢ choragiewke, jezeli
a) kazda czes¢ ma mied inny kolor;

b) pierwsza i trzecia czgéé choragiewki ma mieé ten sam kolor,
a czgdé srodkowa inny.
682. R

Aby otworzy¢ furtke, przez ktéra wehodzi sie na teren posesji pana Nowaka, nalezy na klawiaturze domo-
fonu wybra¢ czterocyfrowy kod. Syn pana Nowaka dawno nie byt u swojego ojca, ale zapamietal
ze pierwsza i czwarta cyfra kodu jest parzysta, a suma dwéch srodkowych cyfr jest réwna 6. Oblicz, ile
co najwyzej razy bedzie musiat wpisaé kod syn pana Nowaka, aby mégt otworzy¢ furtke.

L T e o O S S S

683.

684.

685.

686. R

687.

688,

689.

690. R

691,
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Przypusémy, e w pewnym kraju numer rejestracyjny kazdego samochodu ma postaé L1,L;C,C,Cs, gdzie

kazdy z symboli Ly, Ly, L oznacza jedna z 22 liter, a kazdy z symboli Cy, C3, C; oznacza cyfre, przy czym

litery wystepujace w nuruerze nie mogg powtarzaé sie.

a) Zbadaj, czy w tym kraju mozna zarejestrowaé 10 min samochodéw.

b) Oblicz, ile mozna byloby zarejestrowa¢ samochodéw, gdyby cyfry wystepujace w numerze rejestra-
cyjnym réwniez nie mogly powtarzac sig. O ile procent zmniejszylaby sie wéwczas liczba mozliwych
do utworzenia numeréw rejestracyjnych?

Przed sklepem jest siedem miejsc parkingowych (jedno obok drugiego). Na ile sposobéw na tym parkingu
moga zaparkowacé cztery samochody tak, aby

a) zadne dwa samochody nie parkowaty na sasiednich miejscach;

b) miedzy zadnymi dwoma samochodami nie byto wolnego miejsca.

W przedziale wagonu kolejowego znajduje si¢ 8 ponumerowanych miejsc w dwéch rzedach po 4 miejsca.
Do pustego przedzialu weszio 5 0s6b: 3 panie i 2 panéw, Panie zajely miejsca w jednym rzedzie, a panowie
usiedli na miejscach w drugim rzgdzie. Oblicz, na ile sposobéw osoby te mogty zaja¢ miejsca tak, aby

a) panie siedziaty zwrécone twarzq do kierunku jazdy;

b) R vis-a-vis kazdego z panéw siedziata pani.

Ewa w dniu urodzin otrzymata pieé 16z Kazda réza jest innego koloru, a wéréd nich jest réZa czerwona.

Ewa zamierza wstawi¢ réze do wazonéw. Wiedzac, ze Ewa ma trzy wazony 1éznej wielkosci, oblicz

a) na ile sposobéw moze rozmiescié kwiaty w swoich wazonach;

b) na ile sposob6éw moze rozmiesci¢ kwiaty tak, aby. w najwickszym wazonie stala réza czerwona i dwie
inne, a w kazdym z pozostalych wazonéw znalazia sie jedna réza.

Ile jest liczb czterocyfrowych, w kidrych
a) cyfra setek jest 7;
c) cyfrg setek lub cyfra jednosci jest 7.

‘b) cyfra setek i cyfra jednosci jest 7;

Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych
a) cyfra setek jest dwa razy mniejsza niz cyfra dziesiatek;
b) cyfra setek jest o 2 wieksza od cyfry dziesiatek.

Na kazdej z o$miu kartek zapisano jedna z liczb 1, 2, ..., 8, na kazdej kartce irma liczbe. Nastepnie kazda

kartke wktadamy do jednej z trzech szuflad biurka.

a) Na ile sposobéw mozna rozmiescié kartki w szufladach?

b) Na ile sposobéw mozna rozmiescié kartki w szufladach w taki sposéb, aby w pierwszej szufladzie nie
bylo kartek z parzysta liczba?

¢) RNa ile sposobéw mozna rozmiescié kartki w taki sposdb, aby sumy liczb zapisanych na kartkach
znajdujacych si¢ w poszczegdlnych szufladach byty réwne?

W rnieju szachowym kazdy uczestnik rozegral z kazdym z pozostatych zawodnikéw jedna partie.
W catym turnieju rozegrano 66 partii. Ilu zawodnikéw brato udziat w tym tarnieju?

Punkty A, B, C, D, E, F naleza do prostej £, a punkty P, Q, R, S naleza do prostej / réwnoleglej do k (k # J).

a) Ile mozna narysowac¢ takich odcinkéw, e jeden koniec odcinka nalezy do zbioru {P, Q, R, S}, a drugi
do zbioru {4, B, C, D, E, F}?

b) Tle mozna narysowaé czworokatéw o wierzchotkach nalezacych do zbioru {A, B, C, D, E, F, P, O, R, § }?

¢) Ile mozna narysowad tréjkatéw o wierzchotkach nalezacych do zbioru {4, B, C, D, E, F, P, O, R, § }?
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692.  Na okregu zaznaczono 6 réznych punkiéw.

a) Ile tréjkatéw o wierzchotkach w tych punktach mozemy narysowaé?

b) Tle wiclokatéw o wierzchotkach w tych punktach mozemy narysowac?
6893.  Dane sa zbiory A={1,2,3}, B={5,6,7,8,9}.

a) Ile jest wszystkich funkcji ze zbioru A w zbiér B? ) o

b) Te jest wszystkich funkcji ze zbioru A w zbidr B, ktére dla r6znych argumentéw przyjmuja réZne

wartogci?

¢) Qe jest wszystkich funkeji rosnacych ze zbioru A w zbidr B?

894.R 7Ze zbioru wszystkich punktéw, ktérych odcieta nalezy do zbioru A = {2, -1, 0, 1, 2}, a rzedna nalezy
do zbioru B={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, wybieramy trzy punkty. [le mamy mozliwoéci dokonania takiego
wyboru, aby )

a) wszystkie wybrane punkty nalezaly do jednej prostej réwnolegiej do osi rzednych;
b) wszystkie wybrane punkty byly z pierwszej éwiartki uktadu wspdtrzednych.

695.  Przed $wietami Bozego Narodzenia do domu panstwa Kowalskich, ktérzy majf\ Lroje d’zieci, przybyt
Swiety Mikotaj i przywidzt dzieciom pig¢ réznych zabawek Na ile sposobév&{ Mikotaj mégt obdarowaé
dzieci zabawkami tak, aby najstarsze dziecko dostalo co najwyzej dwie zabawki.

696. R Dwanascioro uczniéw klasy ITA - wéréd nich Marta i Wojtek — po zakonczeniu roku szkolnego pozosFalo
w budynku szkoty, aby zrobi¢ generalne porzadki w sali lekcyjnej, ktora sig E)piekujq. _Przed rozpoczeciem
sprzatania, uczniowie ustalili, ze czworo z nich bedzie my¢ okna, inna czwdrka umyje tawki, a pozostale
cztery osoby zrobia porzadki w klasowej biblioteczce.

a) Na ile sposobéw uczniowie mogli dokonaé podziatu na czwoérki? ) o :
b) Na ile sposobéw uczniowie mogli dokonaé takiego podziatu, aby Marta i Wojtek znaleZli si¢ w tej
samej czworce?

697. R Wiréd dwunastu dziewczat ze szkolnego zespotu siatkarek sg Krysia i Ula. Jels'li .dziewc.z?ta _trenujq
w wigkszej sali gimnastycznej, to grupa jest dzielona na dwa 6-osobowe ngpoiy, a jedli w mniejszej, to na
trzy zespoly 4-osobowe. Na ile sposobéw mozna dokonaé podziatu grupy siatkarek na zespoty,

a) jesli dziewczyny trenuja w wiekszej sali;

b) jesli dziewczyny trenuja w mniejszej sali; ] ' o

c) tak, aby Krysia i Ula znalazly si¢ w jednym zespole, jeéli trening odbywa slg w w1@_ks_zej sah,

d) tak, aby Krysia i Ula znalazly si¢ w jednym zespole, jesli trening odbywa sig w mniejsze sa‘h; '
e) iak, aby Krysia i Ula znalazly si¢ w réznych zespotach, jesli trening odbywa si¢ w mniejszej sali?

698.  Osmiu kolegéw postanowito po lekcjach zagraé w pitke. Przed rozpoczgciem meczu musza podzielic sig
na dwa czteroosobowe zespoty. Na ile sposobdw moga dokonac tego podziatu?

699.  Kazdy z szedciu skazanych ma byé osadzony w jednym z trzech zaktadéw karnych.

a) Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ skazanych w tych trzech zakladach k@ych? ‘
b) Na ile sposobéw mozna rozmiescié skazanych tak, aby w kazdym zakladzie karnym wyrok odsiadywalo
dwdch z nich?

700.  Komendant posterunku policji ma do dyspozycji siedmiu policjantéw. Oblicz, na ile sposobéw komendant

" 708.

707,

708.

moze sposrdd tych policjantéw utworzye
a) dwa trzyosobowe patrole;
b) trzy dwuosobowe patrole.
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701.

702.

705.
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Oblicz liczbg tych permutacii zbioru A= (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, w ktdrych
a) liczby 1, 2 nie sasiaduja ze soba;
b) Rliczby 1, 2, 3 wystepuja w porzadku rosnacym.

Tle jest liczb czterocyfrowych, w kiérych
a) cyfra tysiecy jest mniejsza od cyfry setek, a cyfra setek jest mniejsza od cyfry dziesiatek;
b) cyfra tysiecy jest wieksza od cyfry setek, a cyfra setek jest wieksza od cyfry dziesiatek?

703.* R Po plaszczyznie z uktadem wspéirzgdnych mozna wedrowaé w nastepujacy sposéb: z punktu (n, k) mozna

przejéc tylko do punktu (rz+ 1, &) albo do punktu (n, k + 1). Oblicz liczbe drég prowadzacych z punkt
(0, 0) do punktu (4, 4).

704.%R Przekatne osmiokata wypuklego majg tg whasno$é, Ze zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie.

W ilu punktach przecinajg si¢ przekatne tego wielokata?
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Ze zbioru {-4, -3, -2, 1,0, 1, 2, 3, 4, 5} losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
a) wylosowana liczba jest rozwiazaniem réwnania x°+2=2x>+x;
b) wylosowana liczba nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci (5 —-x)(1—x)=20.

Wérdd dziewigédziesigciu nauczycieli pracujacych w pewnym gimnazjum jest pigtnastu mezezyzn.
Stopien nauczyciela dyplomowanego ma 56% kobiet i 40% mezczyzn zatrudnionych w tej szkole na
stanowisku nauczyciela. Dyrektor gimnazjum planuje w nastepnym tygodniu przeprowadzié hospitacje
lekcji jednego z nauczycieli. Wyboru hospitowanego nauczyciela dokona w sposéb losowy. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, Ze hospitowana bedzie osoba, ktdra nie jest nauczycielem dyplomowanym?

W pewnym liceum sportowym Ilasa IHA liczy 32 uczniéw. 25% uczniéw tej klasy trenuje rzut dyskiem,
50% trenuje pchnigeie kula, a 12,5% trenuje zaréwno rzut dyskiem, jak i pchniecie kulg. Z klasy tej
wybrano losowo jedna osobe. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wylosowana osoba nie trenuje zadnej
z wymienionych konkurencji?

Badana grupa 250 rodzin podzielona zostata wedlug dwéch kryteriéw: wysokosci rocznego dochodu
iliczby posiadanych samochodéw. Wyniki przedstawione sa w tabeli:

Liczba samochodéw Roczny dochdéd rodziny
W rodzinie ponizej 25tys.zt | 0d25tys. do60tys. 2t | powyzej 60 tys. zt
0 40 10 0
1 25 65 45
2 1 wigcej 0 5 60

Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana z badanej grupy rodzina
a) posiada jeden samochdd,

b) ma roczny dochdd nieprzekraczajacy 60 tys. zt,

©) posiada przynajmniej jeden samochéd i dochody nie muiejsze niz 25 tys. 2,

d) nie posiada samochodu lub ma dochody nizsze niz 25 tys. z1?
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. , . . ) Znajomesé jezykéw obeych
709.  Na wykresie przedstawiono informacje dotyczace znajomo-

éci jezyka angielskiego oraz jezyka niemieckiego w pewnej B jezyk niemiecki
200-osobowej grupie studentéw. Oblicz prawdopodobien- 1 [ jezyk angieiski
stwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo wybrany
Z tej grupy student

a) zna jezyk niemiecki i nie zna jezyka angielskiego;

b) nie zna jezyka angielskiego i nie zna jezyka niemieckiego.

[J jezyk angielski i jezyk niemieck;

25% 50% 60%  odsetek

710. W urnie U, jest pie¢ kul ponumerowanych liczbami 1, 2, 3, 4, 5, a w urnie U, jest sze$¢ kul ponumerowa-
nych liczbami 9, 10, 11, 12, 13, 14. Losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich
kul, ze iloczyn ich numerdw jest liczba nieparzysta, jesi
a) losowanie polega na tym, Ze pierwsza kule losnjemy z urny Uy, a druga z Us;

b) losujemy kolejno ze zwracaniem obie kule z urny Us; :
¢) losujemy bez zwracania obie kule z urny U.
Opisz zbiér zdarzen elementarnych dla kazdego z tych doswiadezen.

711.  Rzucamy dwa razy kostkg do gry. Rozwazmy zdarzenia losowe: A — liczba oczek wyrzuconych w pierw-

szym rzucie jest dzielnikiem liczby oczek wyrzuconych w drugim rzucie, B — liczby oczek otrzymane w obuy

rzutach sq liczbami pierwszymi. .

a) Okresl zbidr zdarzerl elementarnych tego doswiadczenia.

b) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A.
¢) Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen A i B.

712.  Na wykresie przedstawiono dane o ocenach z matematyki uzy-
skanych na koniec I semestru przez uczniéw jednej z klas trze-
cich. Sposréd uczniéw tej klasy wybrano losowo dwie osoby.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
a) RA — wylosowano ucznioéw, z ktérych kazdy mial na koniec

semestru oceng co najmuiej bardzo dobra;
h) B — wylosowano uczniéw, ktérzy mieli na koniec semestru
rézne oceny, przy czym byty to oceny co najmniej dobre.

Liczba uczniéw

713.  Na wykresie przedstawiono sklad trzecich klas pewnego
liceum. Z listy zawierajacej spis wszystkich uczniéw klas 12
frzecich wybrano losowo dwie osoby. Oblicz prawdopodo- 104-
biefistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
a) wylosowano dwéch chtopcow;

b) wylosowano dwie dziewczyny z klasy [a;
¢) jedna z wylosowanych oséb jest dziewczyna z klasy IIb,
a druga chtopcem z klasy Ic.

Liczbu niczniow

mA B MC Kiase.
[ dziewczeia chiopey

714.  Opfata za los loterii pienigznej wynosi 2,50 zi Gdyby$my cheieli kupi¢ wszystkie losy tej loterii, 10
musieliby$my zaplacié 3 min zt. W loterii przygotowano losy z wygrana 5000 zi, losy z wygrana 100 #
oraz losy ,puste”. Loséw z wygrang 5000 z! jest 50 razy mniej niz z wygrang 100 zi, a na wygran®
przeznaczono 2 min z3. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze pierwsza osoba kupujaca los w tej loterd
wyciagnie los z wygrang w wysokosci 5000 zt.

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 103

715. R Samoriqd szkolny zorganizowal loterie. Uczniowie przygotowali 25 loséw wygrywajacych i 27 loséw

718

717.

718.

719.

...720.

iRl

723

722,

pustych. Kazda z trzech oséb, ktére jako pierwsze wzigly udzial w tej loterii, kupila jeden los. Oblicz
prawdopodobiefistwo tego, ze co najmuej jedna sposréd nich wylosowata los z wygrang. Wynik przed-
staw w postaci utamka nieskracalnego.

Uczniowie zorganizowali dwie loterie. W pierwszej loterii pozostato 40 loséw, w tym tylko jeden wygry-
wajacy, a w drugiej loterii 80 loséw, w tym dwa wygrywajace. W kidrej z tych loterii osoba kupujaca dwa
losy ma wieksze szanse wylosowania co najmniej jednego losu wygrywajacego?

Na parterze 6-pigtrowego biurowca do windy wsiadly cztery osoby. Oblicz prawdopodobiefistwo tego,
ze kazda osoba wysiadta z windy na innym pietrze.

W kazdym z dwéch koszykéw znajduje sie 5 klockéw czerwonych, 10 zielonych i 6 biatych. Wyjmujemy
losowo po jednym klocku z kazdego koszyka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) R A — wylosujemy dwa klocki biale; b) B — wylosujemy klocki tego samego koloru.

Ze zbioréw X={~4,-3,-2,-1,1,2,3,4} i Y={-2,~1, 1,2, 3, 4, 5} losujemy po jednej liczbie. Rozpa-
trujemy zdarzenia: A — iloczyn wylosowanych liczb jest dodami, B — obie wylosowane liczby sq parzyste.
a) Oblicz prawdopodobienistwa zdarzen A i B.

b) Wyznacz prawdopodobieristwo sumy zdarzen A i B.

Sposréd liezb -10, -8, -6, 4, ~2,0, 1, 3, 5,7, 9, 11 losujemy kolejno dwie rézne liczby x i y, a nastepnie
tworzymy iloczyn xy. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzen:

a) R A — iloczyn xy jest liczbq niedodarnia; b) B ~ iloczyn xy jest liczbag wigkszq od 60.

Spodrdd liczb 1, 2, 3, . . ., 121 losujemy jedna liczbe, a nastepnie z pozostatych drugs. Zdarzenia A i B

okreslono sa nastepujaco: A — w pierwszym losowaniu otrzymano liczbe parzystq, B —w drugim losowaniu
otrzymano liczbe parzystq. '

a) Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen A i B;

b) Wykorzystujac wzér na prawdopodobieristwo sumy zdarzen, oblicz prawdopodobietistwo
zdarzenia A U B.

Rzugamy trzy razy kostkg do gry. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze suma oczek wyrzuconych
w pierwszym i drugim rzucie jest mniejsza od liczby oczek wyrzuconych w trzecim rzucie.

Kazdg zcyir 1,2, 3, 4, 5 namalowana jest na inuym z pieciu klockéw. Dziecko bawiac sie tymi klockami,
ustawilo je obok siebie, tworzac liczbg pigciocyfrowa, Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dziecko utwo-
rzyto liczbe podzielna

a) R przez 2; b) przez 3; ¢) przez 5; d) przez 9.

W kazdej z dwéch szuflad biurka znajduje sie 50 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 30 — kazda kula
w szufladzie ma inny numer. Z obu szuflad wyjmujemy losowo po jednej kuli. Oblicz prawdopedobien-
stwo wylosowania

a) kul z tym samym numerem,; b) kul, ktérych suma numeréw jest réwna 51;

¢) R kul, kiérych numery réznia si¢ 0 10; ) R kul z numerami, ktérych suma jest podzielna przez 33.
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725.

726.

727.

728. R

729.

730.

731.

732. R

-]
[+
_C;J

Sposréd liczb 1,2, ..., 9 losujemy jedna liczbe, zwracamy ja i losujemy po raz drugi. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze

a) réznica wylosowanych liczb jest liczba parzysta;

b) warto$¢ bezwzgledna r6znicy wylosowanych liczb jest wigksza od 1.

Gracz A rzuca raz szescienna kostka z liczbami 2, 4 1 9 na $ciankach, a gracz B rzuca raz kostka z liczbami
3,517, przy czym kazda liczba znajduje sig na dwdch $ciankach kostki. Wygrywa ten gracz, na ktérego
kostce wypadnie wieksza liczba. Oblicz prawdopodobienstwo wygrania gracza A.

Po potudniu w prywatnej przychodni pracuje trzech stomatologéw. Pewnego popoludnia stomatolodzy
w tej przychodni przyjeli szesciu pacjentéw.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) R A - kazdy z lekarzy przyjat co najwyzej pigciu pacjentow
b) B — kazdy z lekarzy przyjal co najwyzej czterech pacjentéw.

W meczu pitki noznej wystapito dwunastu pitkarzy druzyny A z numerami na koszulkach od 1 do 12
i trzynastu pitkarzy druzyny B oznaczonych numerami od 1 do 13. Po meczu dokonano losowego wyboru :
zawodnikéw do kontroli antydopingowej. Oblicz prawdopodobiesistwo wylosowania zawodnikéw, ktdrazy
grali z r6znymi numerami na koszulkach, jezeli

a) wybrano dwéch zawodnikéw — po jednym z kazdego zespotu;
b) wybrano czterech zawodnikéw — po dwéch z kazdego zespotu
¢) wybrano trzech zawodnikéw.

738.

Kuba dysponuje kostkami szesciennymi, kiérych $cianki sa oznaczone cyframi od 1 do 6 i kostkami
w ksztalcie czworoscianu foremnego, ktérych $cianki sg oznaczone cyframi 1, 2, 4, 6. Wybiera dwie spo-
$r6d tych kostek i raz wykonuje nimi rzut. Zbadaj, jakie kostki powinien wybra¢ Kuba, aby prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A — suma wylosowanych liczb jest podzielna przez 6 byto najwigksze?

Test egzaminacyjny sktada sie z 10 pytan. Do kazdego pytania podane sa 4 odpowiedzi, z ktdrych dokiad :

nie jedna jest prawdziwa. Zdajacy egzamin postanowil udziela¢ odpowiedzi w sposéb losowy. Oblicz,

jakie jest prawdopodobiefistwo, ze zdajacy

a) R prawidlowo odpowie co najwyzej na jedno pytanie,

b) zaliczy test na najwyzsza oceng, jesli wiadomo, Ze musi wéwezas udzieli¢ co najmniej 90% prawidio
wych odpowiedzi.

Z deklaracji zlozonych we wrzesniu przez maturzystéw pewnego liceum wynika, ze 32% z nich zamierz
zdawaé na matmze historie, 48% wos, a co dziesiaty trzecioklasista deklaruje che¢ zdawania zaréwn
historii, jak i wos-u. Spoéréd maturzystéw wybrano losowano jedna osobe. Jakie jest prawdopodobief-
stwo, Ze wylosowana osoba nie zamierza zdawaé na maturze ani historii, ani wos-u?

Z deklaracji ztozonych we wrze$niu przez maturzystéw pewnego liceum wynika, ze 32% z nich zamjerz
zdawaé na maturze historie, 48% wos, a co dziesiaty trzecioklasista deklarujacy cheé zdawania historii u
wos-u, zamierza zdawaé oba te przedmioty. Sposréd maturzystéw wybrano losowano jedna osobe. Jaki
jest prawdopodobienistwo, ze wylosowana osoba nie zamierza zdawa¢ na maturze ani historii, ani wos-u?

Szesciu znajomych opala si¢ na plazy, kazdy na swoim kocu. W pewnym momencic wszyscy wstaj
biegna do wody, a po kapieli wracaja i klada si¢ na losowo wybranym kocu. Oblicz prawdopodobiefst¥
zdarzenia polegajacego na tym, ze dokladnie dwie osoby nie poloza sig na swoich kocach.
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734.

735.

736.

737.

739.R
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Liczb}; 1, 2,3, ..., 20 przestawiamy w dowolny sposéb. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
a) liczby 1 i 2 beda ustawione jedna obok drugiej; :
b) liczby 1, 2 i 3 beda ustawione jedna obok drugiej w kolejnosci wzrastania.

Kazda litera nalezaca do zbioru Z= (A, B, M, R, S, Y} napisana jest na jednej z szesciu kartek. Wybrano
losowo cztery kartki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wylosowano tylko kartki ze spétgtoskami;

n) wybrano kartki zawierajace wszystkie samogloski nalezace do zbioru Z;

¢) z liter na wylosowanych kartkach nie bedzie mozna utworzy¢ stowa RYBA.

W loterii przygotowano 100 loséw, wsréd ktérych 10 loséw daje wygrang 10 zt, 5 loséw wygrana 20 zf,
1 los wygrang, 50 zt, za$ pozostate sa puste. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze kupujac 3 losy wygramy
co najmniej 40 zt.

Nauczycielowi matematyki, sprawdzajacemu prébna maturg swoich uczniéw, do sprawdzenia pozostato
dziesie¢ prac — w tym prace Eweliny i Magdy. Prace — wlozone losowo jedna na drugiej — leza na biurku.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

A — miedzy pracami Eweliny i Magdy leza dokladnie trzy prace innych nczniéw,

B - praca Eweliny nie lezy na pracy Magdy.

W sklepie owocowo-warzywnym w sprzedazy jest sze$¢ odmian jablek. Kazdy z szesciu klientéw, ktérzy
dokonali zakupéw w tym sklepie w ciagu ostatniej godziny, kupit kilogram jabiek. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia

A — co najmniej dwie osoby kupity jabika tej samej odmiany;

B — trzy osoby kupity jabika tej same]j odmiany, a pozostate trzy osoby kupity jabtka réznych odmian.

Ze zbioru Z={1,2,3,.., 100} wybieramy losowo dwie liczby, a nastepnie z pozostatych liczb znéw
wybieramy dwie liczby. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia polegajacego na wylosowaniu za drugim
razem co najmniej jednej liczby parzystej.

W pierwszej urnie jest 6 kul czarnych i 4 biale, a w drugiej urnie jest 7 kul czarnych i 8 biatych. Losujemy
dwie kule bez zwracania z pierwszej umy i dwie kule ze zwracaniem z drugiej urny. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo wylosowania dokladnie trzech kul biatych?

Grupa przedszkolakéw skladajaca sig z dziesigeiu dziewczat i dziesieciu chlopedw uczestniczyta w pieszej
wycieczee do lasu. W grupie tej byli Ala, Ania, Rafat i Tomek. Przed wyruszeniem na wycieczke pani
przedszkolanka ustawila dzieci w pary w taki sposéb, aby kazdy chiopiec szedt w parze z dziewczynka.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

A — Tomek szedt w parze z Ala, a Rafat w parze z Ania

B — Zaden z wymienionych chlopcéw nie szedl w parze ani z Ala, ani z Ania.

Na kazdym z sze$ciennych klockéw, kidre ma Tomek, zapisana jest jedna cyfra. Pewnego dnia chlopiec
ustawit w szereg siedem klockéw, otrzymujac liczbe siedmiocyfrowa. Po chwill z utworzonego szeregu
wysunat wszystkie Kocki z cyfra 5. Wéwezas cyfry na pozostawionych klockach ntworzyty liczbe 2010.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymana liczba siedmiocyfrowe byla

a) wigksza od 5000 000; b) podzielna przez 3; ¢) podzielna przez 5;  d) podzielna przez 50.
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Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 17} wybieramy losowo dwie rézne liczby. Oblicz prawdopodobiefistwo wyloso-
wania dwéch liczb, ktérych suma jest wigksza od 17.

Ze zbioru punktéw o wspélrzednych (x, y), gdzie xe {1, 2, 3}, za$ ye {2, 4}, wybrano losowo dwa rézne
punkty. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzeni:

a) A — wylosowane punkty nalezq do prostej o réwnaniu y=12x;

b) B — wylosowane punkty sq kovicami odcinka réwnolegtego do osi OX.

W szufladzie znajduje si¢ 15 kartek ponumerowanych liczbami od 1 do 15. Losujemy kolejno 3 kartek beg,
zwracania, Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze numer trzeciej z wylosowanych kartek jest liczhy
podzielng przez 3 1 jednoczednie mumer piatej jest liczba podzielna przez 5.

W grze liczbowej Express Lotek losowanych jest pigé spoérdd liczb 1,2,3, .. ., 41, 42. Gracz zawart jeden
zaklad na najblizsze losowanie (czyli wytypowat w kolekturze Totalizatora Sportowego pieé liczb sposréd
czterdziestu dwdch). Oblicz, ile razy prawdopodobiefstwo trafienia ,,tréjki” (czyli wytypowania dokladnie
trzech liczb spoéréd tych, ktdre bedg wylosowane) jest wieksze niz prawdopodobienstwo trafienia
a) ,piatki”; b) ,.czwirki”.

Na zajecia SKS-u przyszedt Karol, Tomek 1 szesciu innych chiopcéw. Prowadzacy zajecia nauczyciel
zdecydowal, Ze na tych zajeciach czterech chiopcéw bedzie ¢wiczyé na sitowni, dwéch bedzie graé w
tenisa, a pozostatych dwéch w badmintona. W zwiazku z tym w sposéb losowy dokonat podziatu grupy
chiopcéw na trzy grupy: 4-osobows i dwie 2-osobowe. Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzenia
A — na tych zajeciach Karol éwiczyt na sitowni,

B — na tych zajeciach Karol cwiczyt w tej samej grupie co Tomek.

Z grupy 8 chtopcéw i 4 dziewczat wybrano losowo 5 oséb. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze stosu-
nek liczby dziewczat do liczby chiopedw w tej grupie ulegt zwigkszeniu?

Mamy 40 kur — 30 biatych i 10 czarnych. Kury zaganiamy do dwdch kumikéw — do kazdego kumnika 20
kur, a nastgpnie z obu kurnikéw wybieramy losowo po jednej kurze. Uzasadnij, ze prawdopodobiefistwo
wylosowania dwéch kur o réznych kolorach upierzenia bedzie najmniejsze wtedy, gdy do obu kurnikéw
zagnamy po pietnascie biatych i po pieé czarnych kur .

Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania. Oblicz prawdopodobiefi-
stwo zdarzenia

a) A - suma wylosowanych liczb bedzie liczbq parzystq,
b) B - iloczyn wylosowanych liczb bedzie liczbq parzysta.

Ze zbiorn A= {1,2,3,.., 102} losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wylo-
sowanych liczb jest podzielna przez 3.

Ze zbioru A= {1, 2, 3, ... , 40} losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania takich
dwdch Hezb, ktérych iloczyn

a) jest podzielny przez 4;

b)* R przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.
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Ze zbioru liczb {1,2, ..., 15,16} losujemy kolejno trzy razy po jednej liczbie ze zwracaniem i oznaczamy
kolejno wylosowane liczby x;, xa, x3. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A-—iloczyn xy-xy- x5 jest liczbq podzielng przez 3,

b)* B —suma x,+ xy+ x5 jest liczbq podzielng przez 3.

Za pomoca cyfr 0,3,4,5,6,9 tworzymy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyfrach. Spoéréd
tych liczb wybieramy losowo trzy rézne liczby. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze co najmniej jedna sposréd
wylosowanych liczb jest podzielna przez 457

Ze zhioru A = {1, 2, 3, ..., 4n+ 5} losujemy dwie rézne liczby. Prawdopodobienstwo wylosowania dwéch
liczb nieparzystych jest réwne %—% Ile liczb nalezy do zbioru A?

Zbiér A={1,2,3, ..., 4n} podzielono w sposéb losowy na dwa réwnoliczne podzbiory. )
a) Wyznacz prawdopodobienstwo takich zbioréw, ze w obu jest tyle samo liczb podzielnych przez n.
b) Zbadaj, dla jakich n prawdopodobienstwo to jest mniejsze od 0,5.

Ze zbiotu wszystkich tréjwyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru {1, 2, 3, ..., n} losujemy jeden ciag.
a) Wyznacz prawdopodobienstwo wylosowania ciagu rosnacego lub malejacego.
b) Dla jakiej liczby naturalnej n prawdopodobienstwo to jest réwne 0,125?

758.% B Ze zbioru {1,2,3,...,21n—1, 2n} losuyjemy dwukrotnie ze zwracaniem po jednej liczbie. Oblicz prawdo-

podobienstwo tego, Ze iloraz pierwszej wylosowanej liczby przez druga nalezy do przedzialu (1; 2).

zadania z danym prawdopodobienstwem

Klasa IIB liczy 32 uczniéw. Gdyby$my losowali z tej klasy jedna osobg, to prawdopodobiensiwo wylo-
sowania dziewczyny jest réwne 0,375, prawdopodobiefistwo wylosowania osoby planujacej zdawaé na
maturze fizyke réwne jest 0,25, a prawdopodobienstwo wylosowania dziewczyny lub osoby planujacej
zdawac na maturze fizyke jest réwne 0,5. Ilu chiopedw z ITIB planuje zdawaé na maturze fizyke.

W torebce jest 7 cukierkdw owocowych, 12 kawowych, a pozostate cukierki maja smak mietowy. Gdyby-

$my wyjeli losowo cukierka z torebki, to prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to cukierek kawowy, jest

réwne 0,4.

a) Oblicz, ile cukierkéw mietowych znajduje si¢ w torebcee.

b) Dwoje dzieci wyjelo z torebki po jednym cukierku. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dzieci
wyjety cukierki o smaku owocowym?

Pani Grazyna ma w portfelu tylko banknoty o nominatach 50 zt i 100 zi, przy czym liczba banknotéw
50-ztotowych jest o 4 mniejsza od liczby banknotéw 100-ziotowych. Maz pani Grazyny przed wyjsciem
do sklepu zamierza wyjaé w sposéb losowy jeden banknot z portfela zony. Prawdopodobienstwo tego,
ze wyjmie banknot stuziotowy, jest réwne 0,75. Jaka kwota znajduje sie¢ w portfeln pani Grazyny?

40% uczestnikéw spotkania przedstawicieli koalicji rzadowej stanowili cztonkowie partii A. Pozostate
osoby uczestniczace w tym spotkaniu naleza do partii B. W dyskusji na temat obowiazkowej matury
< matematyki zabraly glos tyiko dwie osoby. Prawdopodobienstwo tego, iz pierwsza osoba zabierajaca
glos w dyskusji byla osoba nalezaca do partii A, a druga czlonek partii B, jest réwne 0,25. lle 0s6b brato
udziat w tym spotkaniu?
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W pewnym technikum sa trzy klasy maturalne. Co czwarty maturzysta z tej szkoty jest uczniem klasy ©
IVA. Przy losowaniu jednego maturzysty, prawdopodobienstwo wylosowania ucznia klasy IVA lub IVR
jest o 0,15 mniejsze niz prawdopodobienstwo wylosowania ucznia klasy IVB lub IVC. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania ucznia klasy IVC.

Uczniowie klasy IIIA jako drugiego jezyka obcego moga uczyé sig j. rosyjskiego albo j. niemieckiego
albo j. hiszpanskiego. Wiadomo, Ze co szésty uczen tej klasy uczy sie j. niemieckiego. Gdybyémy loso-
wali z tej klasy jedna osobe, to prawdopodobiefistwo wylosowania ucznia uczacego sig j. niemieckiego
Iub j. hiszpanskiego jest trzy razy wigksze niz prawdopodobienstwo wylosowania ucznia uczacego sig
j- nlemieckiego lub j. rosyjskiego.

a) Jaki procent uczniéw klasy ITIA uczy sie j. rosyjskiego?

b) Tlu uczniéw uczy sie w tej klasie, jezeli wiadomo, ze jest ich wiecej niz 15, ale mniej niz 40?7

Z koszyka, w kt6rym jest n piteczek zielonych i 6 biatych, losujemy dwie piteczki. Wiadomo, ze prawdo-
podobienstwo wylosowania dwéch piteczek zielonych jest réwne 0,5. Oblicz, ile piteczek znajduje sig
w koszyku.

Z urny zawierajacej n kul, w tym 6 biatych, losujemy kolejno dwie kule bez zwracania. Dla jakich warto-
$ci n prawdopodobiefistwo wylosowania dwdéch biatych kul bedzie wigksze od 0,25?

Z pudetka, w ktérym jest 6 kul czarnych i 2 kul biatych losujemy dwie kule. Zbadaj, dla jakich wartosci
n prawdopodobienistwo wylosowania dwéch biatych kul jest mniejsze od 0,5.

Z pudetka, w ktorym znajduje si¢ dwa razy wiecej kul czarnych niz biatych, wylosowano dwie kule.
Oblicz, ile kul kazdego koloru znajduje si¢ w-pudetku, jezeli wiadomo, ze prawdopodobienstwo wyloso- .
wania kul réznokolorowych jest réwne prawdopodobienistwu wylosowania kul tego samego koloru.

W klasie TIIA jest dwa razy wigcej chiopcéw niz dziewczat. Jesli losowalibysmy dwie osoby z tej klasy,

to prawdopodobienstwo wylosowania dwdch chtopcéw jest o e

5 mniejsze niz prawdopodobienstwo

wylosowania chlopea i dziewczyny. Ilu uczniéw liczy klasa ITTIA?

Z urny, w kt6rej jest dwa razy wigcej kul czarnych niz biatych i trzy razy wigcej kul zielonych niz biatych,
losujemy trzy kule. Prawdopodobienstwo wylosowania trzech kul rézmokolorowych wynosi 6 Oblicz

prawdopodobienistwo wylosowania trzech kul, wéréd ktérych doktadnie dwie beda tego samego koloru.

778,

Z urny, w ktérej znajduje sie 20 kul biatych i 2 kule czarne, losujemy » kul. ZnajdZ najmniejsza wartosé n.
taka, przy kt6rej prawdopodobiefistwo wylosowania przynajmniej jednej kuli czarnej jest wigksze od 0,5

zadania z funkcjami

Wzér funkcji f(x) =ax+b tworzymy w nastgpujacy sposéb: dwukrotnie losowo wskazujemy liczbg nale-
#acq do zbioru Z= {xe C: 2’ +x— 6 <0} (wskazana liczby moga byé réwne), pierwsza ze wskazanych
liczb jest réwna wspdtezynnikowi a, zas druga jest 1éwna wspétezynnikowi b. Oblicz prawdopodobict
stwo zdarzenia

a) A —otrzymana funkcja jest rosnaca; b) B — otrzymana funkcja nie ma miejsca zerowego.
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Sposréd liczb catkowitych nalezacych do przedziatu {a; &), gdzie a=1og 0,01 i b=log J-5—25, losujemy (bez
zwracania) najpierw wspéiczynnik c, a nastgpnie wspétezynnik 4 funkeji g(x) = cx + d. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, Ze otrzymamy

a) funkcje staty;

b) funkeje, do wykresu ktérej nalezy poczatek uktadu wspdtrzednych;

c) funkcje, do wykresu kiérej nalezy punkt A =(1,3).

Ze zbioru Z={-3, -2, -1, 0, 1} losujemy jedna liczbe. Wylosowana liczba jest réwna wspéiczymikowi ¢
we wzorze funkcii g(x)=x"+x+c. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymana w ten sposéb funkcja

a} dla argumentu —2 przyjmuje dodatnia warto$c;

b) nie ma miejsc zerowych.

Ze zbioru Z=(-1,0, 1, 2,3} losujemy kolejno bez zwracania wspéiczynniki a, b, ¢ funkcji f (D=ax*+bx+c.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A —-otrzymana funkcja jest malejaca w zbiorze R;

b) B —otrzymana funkcja jest malejaca w przedziale (—oo; —1) i rosnaca w przedziale (—1; +eo);

¢) C—prosta o réwnaniu x=0 jest osia symetrii wykresu otrzymanej funkcji.

Zbidr A jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych nalezacych do przedziatu (c; d), gdzie c =log 0'1[3]
i d=1log,16! — logy15!. Funkcje h(x) = ax+ b tworzymy w nastgpujacy sposéb: wskazujemy losowo
kolejno dwie liczby nalezace do zbioru A (wskazane liczby moga by¢ réwne). Plerwsza ze wskazanych
liczb jest réwna wspdiczynnikowi a, zas druga wspélezynnikowi b. Oblicz prawdopodobieristwo otrzyma-
nia funkeji, ktéra

a) przyjmuje tylko dodatnie wartosci;

b) ma dwa miejsca zerowe.

Wzdr funkeji f(x) =% + b tworzymy w nastepujacy sposob: ze zbioru Z= {-2, -1, 0, I, 2, 3} losujemy
kolejno dwie liczby (bez zwracania), pierwsza z wylosowanych liczb jest réwna wspdiczynunikowi a, zas
druga jest réwna wspéiczynnikowi b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A — otrzymana funkcja w przedziale (—oo; 0) jest rosnaca;

b) B — otrzymana funkcja nie ma miejsca zerowego.

zadania z ciggami

Ze zbioru miejsc zerowych funkcji f(x) = x* — 9x wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze z liczb -4, -2 1 wylosowanej liczby mozna utworzy¢ 3-wyrazowy ciag arytmetyczny
o réznych wyrazach.

Ze zbioru Z=1{-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} losujemy liczbe a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ciag (1,5, a, 6)
bedzie ciggiem geometrycznym?

Ze zbioru Z = {-6, —%, % % 4, 6,18, 48} losujemy jedna liczbe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

zliczb 3, 12 i wylosowanej liczby moZna utworzyé 3-wyrazowy ciag geometryczny o réznych wyrazach?
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Rzucamy trzy razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen
a) A — wyniki rzatéw utworza ciag arytmetyczny,
b) B — wyniki rzutéw utworza ciag geometryczny.

. 789.

Dane sa zbiory X=1{0, 1,2,3,4} i ¥Y={5,6,7, 8,9, 10}. Z obu zbioréw losujemy po dwie liczby. Oblicy
prawdopodobienistwo zdarzen

A — wylosowano doktadnie jedna liczbe nieparzysta;

B — wylosowane liczby sa wyrazami pewnego czterowyrazowego ciagu arytmetycznego.

Ze zbioru A = {1, 2, 3, ... , 16} losujemy pig¢ liczb i tworzymy z nich rosnacy pigciowyrazowy ciag.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze otrzymamy

a) ciag aryumetyczny;

b) ciag geometryczny;

¢) ciag, ktérego pierwszy wyraz jest wigkszy od 6;

d) ciag, ktérego srodkowy wyraz jest mniejszy od 5.

791.

792.
zadania z figurami geometrycznymi
Sposréd 20 réznych punktéw lezacych na prostej wybieramy losowo dwa punkty. Oblicz prawdopodo-

bienistwo wylosowania punktéw sasiednich.

Na dwdéch prostych zaznaczono osiem punktéw (patrz rys.).
4 B c

794.

X L M

795.
Kazdy z punktéw A, B, C losowo taczymy odcinkiem z jednym z punkiéw X, L, M, N, O. Oblicz prawdo-

podobiefistwo zdarzenia

a) R D — punkty 4, B, C zostang potaczone z punktem M

b) E ~kazdy z punktéw A, B, C potaczony zostanie z innym punktem;
¢) R F — zadne dwa odcinki nie beda mialy punktéw wspélnych.

796.

0797,

Ze zbiorn wierzchotkéw dwunastokata foremnego wybrano losowo dwa rézne punkty. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze prosta poprowadzona przez wylosowane punkty ;
a) R zawiera przekatna wielokata;

b) dzieli wielokat na tréjkat i jedenastokat. 708

Wybieramy losowo dwa wierzcholki wielokata wypukiego W. Prawdopodobienstwo wylosowania wierz:
chotkéw, kiére sa koncami jednej przekatnej tego wielokata jest mniejsze od 0,75, a prawdopodobienistwo
wylosowania wierzchotkéw bedacych koficami jednego boku jest mniejsze od % Tle wierzcholkéw mi

7
wielokat W? 9.

Na okregu zaznaczono szesé roznych punktdw. Nastgpnie w sposéb losowy poprowadzono rzy rIOZ:g
cieciwy, ktérych kodcami sa zaznaczone punkty. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania tréjkata, ktoreg
wierzchotkami sg konice poprowadzonych cigciw.

=800, R
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Drewniany szeécian pormalowano, a nastgpnie pocigto na 64 mniejsze szesciany jednakowej wielkosci.
Sposréd otrzymanych szescianéw wybrano w sposéb losowy jeden. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania szescianu, kt6ry

a) ma pomalowane trzy dciany;
b) ma pomalowane dwie $ciany;
¢) nie ma pomalowanej zadnej sciany.

Wybrano losowo trzy krawedzie prostopadioscianu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze wybrane odcinki
sg krawedziami jednej Sciany prostopadloscianu.

Wybieramy losowo dwa wierzcholid szedcianu. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze wylosowane wierzchotki
a) s koficami jednej krawedzi szescianu;
b) nie nalezg do jeduej Sciany.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze trzy losowo wybrane wierzchotki szedcianu wyznacza tréjkat
réwnoboczny.

Sposrdd wierzchotkéw szedcianu wybieramy losowo cztery. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze nie
istnieje prostokat, ktérego wierzchotkami sg wylosowane punkty. '

wiasnosci prawdopodobienstwa

O zdarzeniach 4, B € Q wiemy, 7e P(4)=P(B)=4 i PANB)=1. Oblicz a) P(AUB); b) P(B\A).
Wiadomo, ze P(A)= P(A’), P(B)=2-P (B') i P(An B)=0,4. Oblicz P(A U B).
Oblicz P(A) wiedzac, ze P(A) > P(A) i P(4)-P(4") =0,16.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest trzy razy mniejsze niz prawdopodobiensiwo sumy zdarzen A i B
oraz pigé razy wigksze niz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B. Oblicz prawdopodobienistwo zda-
rzenia przeciwnego do zdarzenia A, jezeli prawdopodobiefistwo zdarzenia B wynosi 0,55.

O zdarzeniach A, B < Q wiadomo, ze A U B = Q, prawdopodobiefistwo zdarzenia A jest o 0,2 wigksze
od prawdopodobienstwa zdarzenia B, a prawdopodobienstwo iloczynu zdarzed A i B jest réwne 0,3.
Qblicz P(A) i P(B").

O zdarzeniach A 1 B wiemy, ze P(4) =P(B’) i PAUB)=4.P(ANB). Oblicz P(AUB).

Zdarzenia A4, B < Q s4 jednakowo prawdopodobne. Wiedzag, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A\ B jest
éwne %, a zdarzenia A U B réwne jest 2, oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A N B.

— Ty
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801.

802.

803.

804.

805.

806.

807.

808.

809.

810.

R Zdarzenia A i B sq podzbiorami pewnego skoficzonego zbioru zdarzen elementarnych. Suma zdarzen A i g

jest zdarzeniem pewnym, a prawdopodobiefistwo zdarzenia B jest réwne prawdopodobienistwu zdarzenia
przeciwnego do A. Uzasadnij, ze iloczyn zdarzed A i B jest zdarzeniem niemozliwym.

Jednakowo prawdopodobne zdarzenia A i B sa podzbiorami zbioru zdarzen elementarnych Q. Prawdopo-
dobienstwo tego, ze zajdzie zdarzenie A i zdarzenie B jest réwne 0,23, a prawdopodobiefistwo zajscia
co najmniej jednego z nich jest réwne 0,51. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze zajdzie zdarzenie A i nie

-zajdzie zdarzenie B,

Ustawiajac liczby P(4), P(A U B), P(A n B) w odpowiedniej kolejnosci otrzymamy ciag arytmetycznego
o réznicy 0,5.

a) Wskaz srodkowy wyraz tego ciagu.

b) Tle jest rtéwne prawdopodobienstwo zdarzenia B?

Wykaz, ze jezeli liczby P(A M B), P(A) i P(B) sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciagu arytmetycznego, to liczba P(A U B) jest cawartym wyrazem tego ciagu.

Liczby P(A M B), P(A), P(B), P(A U B) tworza w podanej kolejnosci ciag geometryczny. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia A\B.

Zdarzenia A i B sa jednakowo prawdopodobne, prawdopodobienstwo zdarzenia A U B jest réwne T72"

a prawdopodobienstwo zdarzenia A N B réwne jest % Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A” L B.
O zdarzeniach A, B < Q wiadomo, ze P(A) = % P(B) =%, P(ANB)= % Oblicz P(A’ N B').

Niech A, B Q. Wiedzac, ze P(A’ U B’)=0,7 oraz P(A’ "B’ )=0,1, oblicz P(4) + P(B).

Wykaz, ze jesli 4, Be @, P(A)<4, PANB)> 3, 0 PA\B)<02.

Udowodnij, Ze jezeli P(A) = 0,67 i P(B) = 0,83, 10 P(4 N B) 20,5.

7. STATYSTYKA

cZESC TEORETYCZNA

SREDNIA ARYTMETYCZNA

; . : . . . I R
= Srednia arytmetyczna liczb xy, Xy, ..., x, nazywamy liczb¢ ¥ okresiona wzorem ¥ = 12T — e

SREDNIA WAZONA

= Srednia wazona liczb xy, 1, ..., ¥, z wagami réwnymi odpowiednio w, ws, .. ., w, nazywamy liczbe X,, okreslona wzorem
AW Xy Wy R W,

X =
W Wyt by

W praktyce czgsto suma wag jest réwna 1. Wéwczas Srednia wazona réwna jest Ty, = xw; + X,w, +...+ X,w,.

MEDIANA

=% Niech x;, xy, ..., x, bedzie zestawem danych liczbowych uporzadkowanych niemalejaco, tzn. x; € ¥; €. .. € x,,. Jesli liczba
danych jest nieparzysta, to mediana tego zestawu danych nazywamy srodkows liczbe w zestawie. Jesli liczba danych jest
parzysta, {0 mediana tego zestawu danych nazywamy érednig arytmetyczng dwéch srodkowych liczb w zestawie.

WARIANCJA

(o~ + -0 .+ (5, -2
n

® Wariancjg, zestawu danych xi, X, ..., x, nazywamy liczbe s*=

, gdzie X jest $rednia aryt-
metyczna liczb x, xa, ..., X,

2 2 2
X X X,
n

2

Wariancjg mozemy obliczaé korzystajac z réwnowaznego wzoru s°= -x”.

ODCHYLENIE STANDARDOWE

= Niech s* oznacza wariancjg pewnego zestawu danych. Odchyleniem standardowym tego zestawu danych nazywamy liczbe s

taka, ze s=v s>

ZADANIA WPROWADZAJACE

® przeprowadzaé analize ilosciowa przedstawianych danych
@ obliczad érednig arytmetyczna, Srednia wazona, mediang zbioréw danych
e oblicza¢ wariancje i odchylenie standardowe danej préby

Zdajacy potrafi

7.1 Oblicz $redniq arytmetyczng i wyznacz mediang podanego zestawu danych statystycznych.
a) R2,3,4,56,7,8 b) 1,2,2,2,3,4,4,9,9; c) R4,9,2,8,3,3,1,6,4,3,9,2.

72R  Znajdz liczbg a wiedzac, Ze Srednia arytmetyczna zestawu danych 1, 3, 4, 3, 4, a, 7, 2 jest réwna 3,75.

73 Zestaw danych ZD uporzadkowano niemalejaco, a nastepnie wyznaczono mediang M i obliczono érednig aryt-
metyczng X. ZnajdZ liczby ai b, jezeli

a)RZD: 2,5,5,a,11,b, M=7, x=8, b) ZD: 2,2,3,a,b,8,8,9, M=45, x=3,25.

Srednia wieku rodzicéw i ich dwéjki dzieci jest réwna 23 lata. Gdyby uwzgledni¢ wiek dziadka, to $rednia wieku
wszystkich pieciu oséb bylaby réwna 31 lat. Oblicz, ile lat ma dziadek.
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7.5R Nauczycielka poprosila uczniéw swojej klasy, aby kazdy z nich powiedzial, ile szeczytai ksiazek (poza lektura-
mi szkolnymi) w czasie trwania I semestru. Uzyskane dane zamieszczono w tabeli.

Liczba ksiazek 0 1 2 3 4 51 wigeej
Liczba dzieci 4 9 7 3 2 0
Wyznacz mediang i Srednig arytmetyczng powyzszego zestawu danych.

7.63 Oblicz $rednia wazona liczb 2,5,9
a) z wagami odpowiednio réwnymi 0,2, 0,7, 0,1;

b) z wagami odpowiednio réwnymi 5, 3, 2.

7.7 Degustator badajac jako$¢ wina ocenia jego barwe, - w Bordeares Bordeons
zapach (tzw. ,bukiet”) oraz smak. Oceng wyraza w punk- Kategoria aga 1991 1995
tach. Jako oceny czastkowe stosuje si¢ np. liczby catko-

. R . . Barwa 0,1 7 10
wite z przedziatu (0; 10), natomiast koficowa ocena obli-
czana jest jako $rednia wazona ocen czastkowych. W ta- Zapach 0.3 3 10
beli podano system wag stosowany przez pewnego produ-
centa win oraz punkty, jakie przydzielil degustator dwém Smak 0,6 10 8
rocznikom wina Bordeaux. Sprawdz, kidry rocznik uzy-
skat wyzsza oceng.
7.8 Oblicz wariancje i odchylenie standardowe podanego zestawu danych.
a) R2,3,3,4; by 1,2,4,1,5,2

7.9R Badania statystyczme dotyczace sytuacji materiainej Liczba dzieci Liczba rodzin
rodzin dostarczyly m.n. informacji o liczbie dzieci 0 150
w rodzinach. Korzystajac z danych zamieszczonych 1 400
w tabeli obok, oblicz odchylenie standardowe liczby dzie- 2 550
ci w rozpatrywanej grupie rodzin. 3 100

Edajacy zna l o przedstawia¢ dane empiryczne w postaci tabel, diagraméw i wykresdéw J

7.10 Na wykresu kotowym przedstawiono wyniki sondazu przeprowa-
dzonego przez pewien portal internetowy na tydzied przed wyboj
rami prezydenckich w 2000 rokn. Kazdy internauta mogt oddaé Kandydaci

glos tylko na jednego kandydata. ——

a) Wiedzag, Ze w przeprowadzonym sondazu wziglo udziat 30 000 Olechowski
internautéw i zakladajac, ze kazdy internauta gtosowai tylko o eweki
raz, oblicz, ile oséb oddato swoje glosy na wymienionych obok O porosal
diagramu kandydatéw oraz ile na pozostalych kandydatow:

b) Otrzymane w punkcie a) wyniki przedstaw za pomoca wykresu
kolumnowego.

7.11 W sklad pewnej grupy oséb wybranych do badas statystycznych wchodzity

osoby bezrobotne, osoby pracujace, emeryci oraz rencifcl. Liczby objetych
badaniami bezrobotnych, pracujacych, emerytéw oraz rencistéw byly w sto-

sunku 2:9:5:4.

a) Wykorzystujac zamieszczony obok diagram wykonaj wykres kolowy,

kt6ry ilustrowaé bedzie procentowy sktad badanej grupy oséb.

b) Wiedzac dodatkowo, ze do badai wybrano 120 oséb oblicz, ile w danej
grupie bylo 0séb bezrobotnych, pracujacych, emerytow i rencistéw oraz

przedstaw otrzymane wyniki za pomoca Wykresu stupkowego.

814,

812.

813.
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ZADANIA MATURALNE
gi1.  Uczniowie 30-osobowe;j klasy uzyskali nastepujace oceny ze sprawdzianu z matematyki:

1, 1,1,2,3/3,3,3,3,3,3,3,3,4, 4,4, 4, 4,4, 4,4,5,5,5, 5,6, 6, 6, 6, 6.

a) Uzupelnij tabele. Ocena 1 2 3 4 5 6

b) Oblicz srednig oraz mediane uzyskanych ocen.
¢} Ilu uczniéw uzyskato ocene nizsza od $redniej?
d) Wyniki sprawdzianu zilustruj za pomoca diagramu shupkowego.

Liczba uczniéw

W tabeli zamieszczono dane dotyczace wysokosci wyptat

w pewnej firmie w miesiacu styczniu., Liczba pracownikéw Placa netto w zi

a) Jaka byla srednia ptaca w styczniu w tej firmie? 20 1000

b) He wyniosta mediana ptac w styczniu w tej firmie? i5 1200

c¢) Jaki procent pracownikéw tej firmy zarabial ponizej 30 1500
$redniej? Wyniki zaokraglij do petnych procentéw. 5 10000

Wychowawca klasy A prowadzi dokladna ewidencig liczby spéz- 71~

niefl uczniéw. Na wykresie przedstawione zostaly dane dotyczace 3 ©

liczby spéznief w miesiacu marcu. % 51~

a) Ilu uczniéw uczy sie w tej klasie? % 4

b) Jaka liczba spéznien przypadata na jednego ucznia tej klasy? é"'s

¢) Ilu uczniéw miato liczbe spéznien powyzej sredniej?
d) Jaka byla mediana liczby spézniefy w marcu w tej klasie?

-

Liczba spdZnief
W 2004 roku maturzysci po raz ostatni mogli wybieraé przedmiot, z ktérego beda zdawaé drugi egzamin

pisemny. W tabeli zamieszczono dane dotyczace wyboru, jakiego dokonali maturzysci w jednym z liceéw
ogdlnoksztaicacych, ’

‘Wybrany przedmiot . Liczba zdajacych
jezyk obey 42
matematyka 70

historia 35
biologia 21

Oblicz, jaki odsetek stanowili maturzysci zdajacy egzamin z poszezegdl-
nych przedmiotéw. Otrzymane wyniki przedstaw na diagramie kotowym.

W Klasie jest 10 dziewczat i 22 chiopcdw. Srednia wzrostu dziewczat wynosi 167,7 cm, a $rednia wzrostu
chiopeéw 176,5 cm. Oblicz $rednia, wzrostu uczniéw tej klasy.

Uczniowie klasy ITIA i IIIB po kazdym sprawdzianie z ma-
tematyki pordwnuja uzyskane wyniki. Uczniowie klasy IIIA
uwazajg, ze lepszy wynik ze sprawdzianu osiagneta ta klasa,
w kiérej érednia arytmetyczna ocen jest wyzsza. Zdaniem
uczni6w klasy ITIB lepszy wynik ze sprawdzianu osiagneta ta
klasa, w kiérej mediana uzyskanych ocen jest wyzsza.

Na wykresie przedstawiono wyniki ze sprawdzianu

Z matematyki przeprowadzonego w obu klasach,

a) Kitdra z klas uzyskata lepszy wynik zdaniem uczniéw klasy IIIA?
b} Kiéra z klas uzyskata lepszy wynik zdaniem uczniéw klasy IIIB?

Liczba uczniéw

J T VAR Ry

4
Ocena z¢ sprawdzianu
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W 2000 roku egzamin wstepny na pierwszy rok studiéw pewnej Akademii Ekonomicznej skiadat sig
z czterech sprawdzianéw. Z kazdego sprawdzianu mozna byfo uzyska¢ maksymalnie 100 punktéw. Osta-
teczny wynik egzaminu obliczany byt jako srednia wazona wynikéw z poszczegdlnych sprawdziandw, :
W ponizszej tabeli podano wyniki uzyskane przez Anie i Tomka.

Test wiedzy
ekonomicznej

Waga 0,40 0,25 0,20 0,15
Wyniki Ani 50 70 90 90
‘Wyniki Tomka 90 60 80 50

Matematyka Geografia Jezyk angielski

Sprawd?, ktéra z tych dwdéch osdéb uzyskata lepszy ostateczny wynik z egzaminu.

W pierwszym semestrze Jarek 1 Marek otrzymali nastepujace oceny: 1, 2,2, 2,2, 3, 3, 3 — oceny Jarka,
1,1, 1,1,2,2,3,3 - oceny Marka. Oblicz odchylenie standardowe ocen kazdego z uczniéw.

Uczniowie klasy III na lekcjach matematyki otrzymuja oceny z prac klasowych, kartkéwek i odpowiedzi
ustnych. Nanczyciel wystawia ocene semestralna w nastgpujacy sposob: oblicza érednia ocen z prac kla-
sowych, érednia ocen z kartkdwek i $rednia ocen z odpowiedzi ustnych, nastgpnie oblicza §rednia wazong
otrzymanych Srednich z wagami réwnymi odpowiednio 0,5, 0,3, 0,2, a otrzymang, $rednia wazong zaokra-
gla do jednosci. Oblicz, jaka oceng semestralng wystawi nauczyciel uczniowi, ktéry otrzymal w semestrze
nastepujace oceny: 2, 3, 3, 4 z prac klasowych, 4, 4,5, 3, 5 z kartkéwek i 2, 3, 4 z odpowiedzi.

829.

Uczniowie klasy III na lekcjach historii otrzymuja oceny z prac klasowych (PK), kartkéwek (K) i refera-
téw (R). Nauczyciel historii wystawia uczniowi ocen¢ semestralng liczac $rednia wazong otrzymanych :
ocen z nastgpujacymi wagami: PX z waga réwna 4, K z waga 1 i R .z waga 3. Otrzymana $rednia zaokra- --=§
glana jest do jednosci. Ania w semestrze otrzymata oceny: 5, 3, 4 (PK), 3, 3, 1, 2(X) 1 5 (R). b
a) Oblicz $redniq arytmetyczna ocen Ani. o

830.
b) Jaka oceng semestraing otrzymata Ania?

Kazdy z dziesigciu skoczkéw narciarskich oddat jeden skok. Srednia dtugosé skoku wynjosta 116 m.
Najlepszy skoczek z tej grupy osiagnaf odlegtosé 134 m. Oblicz srednig dtugosé skokéw pozostatych
dziewieciu skoczkdw.

W pewnym liceum sa dwie klasy trzecie. W klasie IITA jest o czterech ucznidéw mniej niz w klasie IIIB. 831.

Obie klasy pisaly sprawdzian ze statystyki. Srednia ocen uczniéw z HIA wyniosta 4,8, srednia ocen
uczniéw z B byla nizsza o 0,3, a Srednia ocen wszystkich trzecioklasistéw jest réwna 4,640 625.
Tlu ucznidéw liczy kazda z klas?

Rolnik 30% zbioréw truskawek sprzedat po 2 zt za kilogram, 50% zbioréw po 1,60 zi za kg i 20% po
1,20 zt za kg. Jaka $rednia cene za kilogram truskawek uzyskat rolnik?

832,
Przeprowadzone wsréd 160 uczniéw badania ankietowe dostarczyly nastepujacych informacii:

20% uczniéw nie mialo rodzefstwa, 85% mialo nie wiecej niz jednego brata lub siostre, a 95% uczniéw
mialo nie wigcej niz dwoje rodzenstwa. Wsréd badanych uczniéw nie byfo takiego, ktéry miat wiecej
niz troje rodzenstwa.

a) Jaki procent badanych uczniéw ma dwoje rodzefistwa?

b) Ilu bylo uczniéw majacych troje rodzenstwa?

©) Tlu bylo uczniéw majacych przynajmniej jednego brata lub siostre?
d) Przedstaw za pomoca wykresu stupkowego zaleznos¢ liczby uczniéw od liczby posiadanego rodzenstwa.

STATYSTYKA
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826.

827.

828.

Z dar;ych GUS wynika, ze $rednia powierzchnia mieszkania w miescie w 1999 roku wynosita 56 m?,
natomiast na wsi 72 m>. Wiedzac, ze w 1999 roku mieszkania na wsi stanowily 33% wszystkich mieszkan,
oblicz $rednia powierzchnie ogétu mieszkan w Polsce.

Powierzchnia wojewddztwa mazowieckiego jest o 82,56% wigksza od $redniej powierzchni wojewddztw
w naszym kraju. Oblicz powierzchnie wojewddztwa mazowieckiego przyjmujac, ze powierzchnia Polski
wynosi 312 tys. km”. Wynik podaj w tys. ki i zackraglij do czedci dziesietnych.

Do punkiu skupu dostarczono 70 sztuk bydta o sredniej wadze 350,53 kg oraz 92 tuczniki o sredniej wadze
130 kg. Do przewozu zwierzat podstawiono 8 wagonéw kolejowych o tadownoéci 4 tony kazdy.

a) Uzasadnij, Ze liczba przygotowanych wagonéw nie wystarczy do transportu wszystkich zwierzat.
b) e potrzeba 4 tonowych wagonéw do przewozu tych zwierzat?

Na swiadectwie Ol znalazio si¢ dwanascie ocen, przy czym kazda.ocena to Lirojka” lub ,czwdrka”.

Ile czwérek otrzymata na koniec roku szkolnego Ola, jezeli wariancja jej ocen wynosi —%?

W tabeli zamieszczone sg informacje dotyczace

trzech graniczacych ze soba wsi. Wies goss?::;fsxzu(czéﬁa) GOSI;(‘E::S -
a) Oblicz, ile wynosi taczna powierzchnia gospo- - =
darstw w kazdej wi. Brzozowiec 24 35
b) Planowano polaczenie wymienionych wsi Lubatka 6.0 120
w jedna wies. Jaka bylaby wdwczas $rednia Mickinki 16 75
powierzchuia gospodarstwa w tej wsi?
W pewnej firmie w grudniu kazdy pracownik otrzymal premie. Odsetelepracomnilw wysogé;:lim
Na wykresie pokazany jest rozktad przyznanych premii. B 10 ;
a) Oblicz $rednia wysoko$¢ premii. O 600z
b} Wiedzac, Ze laczna warto$é najwyzszych premii byta réwna 1500 zt

9000 zi, oblicz liczbe 0séb zatrudnionych w tej firmie oraz
taczng kwotg pieniedzy przeznaczonych na wyptate premii.

Przedsigbiorstwo zatrudnia: 5 dyrektoréw zarabiajacych po 6000 zt, 50 pracownikéw administracyjnych,

ktérych srednia ptaca wynosi 1500 zt i 145 pracownikéw produkeyjnych o éredniej ptacy 1200 zt.

a) Jaka jest srednia ptaca w tym przedsiebiorstwie?

b} Czy mozna obliczy¢ ilu pracownikéw zarabia ponizej $redniej ptacy? Jesli tak, to oblicz ilu jest takich
pracownikéw.

c) Ile powinna wynosié srednia ptaca w grupie pracownikéw produkcyjnych, aby $rednia ptaca w catym
przedsigbiorstwie byta réwna 1540 zi.

Pigcdziesieciu klientéw pewnego sklepu poproszono - ——

o dokonanie oceny jakosci dwéch gatunkéw herbaty | Ocenajakosci Liczba ilientow
przez wskazanie jednego z okredlef: zla, przeciema, herbaty gatunek A | gamnek B
dobra, bardzo dobra. Wyniki przedstawione sa w tabeli. zia 1 4
Przyjmujac nastgpujace oceny liczbowe jakosci herbaty: -

Zla=0, przecietna=1, dobra=2, bardzo dobra=3, przecigina 7 2
wykorzystaj Srednig arytmetyczng jako miare jakodci dobra 24 14

i z’b?daj, ktéry gatgnels herbaty cieszy? sie lepsza opinia bardzo dobra 18 20
wsréd badanych klientow.
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833. W tabeli podano wybrane informacje dotyczace liczby dzieci w rodzinach, uzyskane w wyniku przepro.
wadzonego w 2002 roku Narodowego Spisu Powszechnego.

Liczba dzieci w wieku 0-24 lat ;
Wyszczegdlnienie R"dz‘.“Y
1 9 3 4 1 wiecej bez dzieci
Miasta (rodziny w tys.) 2071 1538 403 129 2456
Wies (odsetek rodzin) 23,1% 23,4% 11,1% 6,4% 36,0%
Zrddio: GUS, Narodowy Spis Powszechny 2002
Uwzgledniajac rodziny bez dzieci, oblicz érednig arytmetyczna liczby dzieci
a) w rodzinach mieszkajacych w miastach;
b) w rodzinach mieszkajacych na wsi.
W przypadku rodzin z 4 i wigksza liczba dzieci przyjmij do obliczen, ze w rodzinach tych jest doktadnie
4 dzieci. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

834.  Firma zatrudnia 2 razy wigcej pracownikéw na stanowiskach produkcyjnych niz na stanowiskach admini-
stracyjnych. W miesiacu maju Srednia placa w tej firmie wynosita 1500 zt, przy czym $rednia placa
w grupie pracownikéw produkcyjnych byta réwna 1400 zi. Oblicz jaka byla $rednia ptaca, w danym mie-
sigcu, w grupie pracownikéw administracyjnych. .

835. W pewnej klasie érednia wzrostu dziewczat jest réwna 168 cm, $rednia wzrostu chiopcéw 176 cm, a $rednia
wzrostu wszystkich ueznidw 174 cm. Uzasadnij, ze w tej klasie uczy sig trzy razy wigcej chiopedéw niz
dziewczat.

836.  Obszar pewnej gminy podzielony jest na trzy regiony. W tabeli podano dane dotyczace powierzchni
zasiew$w oraz plondéw pszenicy w poszezegdlnych regionach. Wysokoéé plonéw wyrazona jest w kwin-
talach na hektar (g/ha).

Wyszczegdlnienie Region I Region II Region Il
Powierzchnia zasiewéw (w ha) 600 1500 900
Wysokos¢ plonéw (w g/ha) 35 45 40
Oblicz rednig wysokosdé plondw pszenicy w tej gminie.
837.  Z ankiety przeprowadzonej wsrdd 10 oséb wynika, ze: 1 osoba pracuje nie wiecej niz 4 lata, 6 oséb pra-

cuje nie wiecej niz 8 lat, a kazda z ankietowanych oséb pracuje nie wigcej niz 12 lat. Wyznaczymy przy-
blizona warto$é sredniej lat pracy tych oséb w nastgpujacy sposdb:

e dane przedstawiamy w tabeli; Srodek Liczba
O . o Lata pracy dziatu 5b
= przyjmujemy nastgpujace zatoZenie: liczba lat pracy przedz 050l
jest réwna liczbie bedacej srodkiem odpowiedniego (0; 4) 2 1

przedziatu, tzn. zaktadamy, ze 1 osoba przepracowata (4; 8) 6 5
2 lata, 5 osdb przepracowato 6 lat, a 4 osoby przepra-
cowaty 10 lat;

(8; 12) 10 4

e obliczamy $rednia lat pracy za pomoca formuty wazonej: x = l—gth%ifl-lQ= 7 lat.

Zapytano 20 oséb o ich wiek i uzyskano od nich nastepujace informacje: 2 osoby maja mniej niz 16 lat,
8 0s6b ma mmniej niz 20 lat, a 17 oséb ma mniej niz 24 lata. Dodatkowo ustaleno, ze najmtodsza osoba
w grupie ma przynajmniej 12 lat, a najstarsza mniej niz 28 lat. Wykorzystujac podanq wyzej metode,
oblicz przyblizona warto$¢ éredniej wieku pytanych oséb.
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W tabeli przedstawiono wyniki ankiety dotyczacej ; ; =
czasa doja?z du uczmiéw do )s/ Zkoly, przgrowz dzsne; Czas dojazdu do szkoly Qdsetek liczby ucznicw
w pewnym dniu w jednym z liceéw. nie wigeej niz 15 min 27%
a) Jaki procent uczniéw potrzebuje na dojazd wie- nie wigee] niz 30 min 4%

cej niz 45 min?
b) Jaki procent uczniéw potrzebuje na dojazd wiecej nie wigeej niz 45 min 83%

niz 30 min, ale nie wigcej niz 60 min? nie wiecej niz 60 min 83%
¢} Odsetek liczby uczniéw w dwéch wierszach ta- nie wiecej niz 75 min 100%

beli jest taki sam. Wyjadnij, co to oznacza,

d) Z analizy zebranych ankiet wynika, ze 222 uczniéw potrzebuje na dojazd do szkoly wiecej niz 15 min,
ale nie wigcej niz 30 min. Iu ucznidéw wzieto udziat w badaniach?

@) Ilu uczniéw uczgszcza do tej szkoly, jesli wiadomo, ze w dniu w kiérym przeprowadzono ankiete nie
przyszio do szkoly 4% ucznidéw?

Za pomoca wykresu przedstawiono dane o liczbie dzien-

nych awarii sieci wodociagowej, ktére mialy miejsce 50

w ciagu 50 kolejnych dni na obszarze pewnego miasta. a3k

a) Uzupelnij ponizsza tabele. 3

Dzienna liczba awarii | Liczba dni §33

0 S0/
1
2 A41=
3 it oy
4 Liczba awarii sieci wodociqgowej

b} Wyniki otrzymane w tabeli zilustruj za pomoca wykresu shupkowego.
¢) Oblicz srednig i odchylenie standardowe odnotowanych liczby awarii.

W jeduej ze stacji meteorologicznych w kwietniu zaobserwowano ciekawe zmiany temperatury powietrza.
Kazdego dnia w potudnie dokonywano pomiaru temperatury powietrza i okazalo sig, ze érednia dwéch
pierwszych pomiaréw byta réwna 12°C, srednia trzech pierwszych pomiaréw wynosita 12,25°C, a kazda
nastgpna Srednia temperatura, liczona zawsze od poczatku miesigca, byla wigksza od poprzedniej
o dokladnie 0,25°C.

a) Oblicz, jaka byta érednia temperatura w kwietniu (mierzona w potudnie).

b) Oblicz, jaka temperaturg odnotowano w potudnie 30 kwietnia.

Na wykresie obok zamieszczono dane dotyczace liczby dni nie-

obecnosci w pracy pracownikéw pewnej firmy w miesiacu

styczniu. Na osi pionowej nie zaznaczono wartosci liczbowych.

a) Jaka byla srednia liczba dni nieobecnosci pracownikéw
w miesigcu styczniu?

Liczba pracownikéw

b) Oblicz, ilu pracownikéw zatrudnia ta firma, jezeli laczna
liczba dni nieobecnosci w pracy w styczniu byta réwna 243.

2 3 4 5
Liczba nieobecnosei
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Od roku 2010 arkusz egzaminacyjny z matematyki dla poziomu podstawowego oprécz zadan otwartych zawiera
20-30 zadan zamknigtych (w arkuszu dla poziomu rozszerzonego nie ma zadan zamknigtych). Do kazdego z tych
zadan podane sa cztery odpowiedzi, z ki6rych tylko jedna jest poprawna. Za wskazanie poprawnej odpowiedzi
zdajacy otrzymuje 1 punkt.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI ALGEBRAICZNE

842.  Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (1—y2)x<+2—1 jest przedziat

a) (oo =1); b) (-eo; I c) (~1; +eo); d) (1; +oo).

843.  Réwnanie x°+4=(xr—2) +dx
a) nie ma rozwiazan;
c) spelnia kazda liczba rzeczywista;

b} ma tylko jedno rozwiazanie;
d) ma dokiadnie dwa rozwigzania.

844. Réwnanie 11:2+(x+1)ﬂ:+x =0
a) ma dwa rozwiazania;
¢) ma jedno rozwiazanie ujemne;

b) nie ma rozwiazan;
d) ma jedno rozwiazanie dodatnie.

845. Liczbaa= jest pierwiastkiem réwnania 3x* + 5x+ 1 =0. Zatem

b) 3a>+5a+1<0;

-5-413
6

a) 32’ +5a+1>0; ¢) 3a*+5a+150; d) 3a*+5a >0.

846.  Zbidr A jest zbiorem rozwiazan nieréwnosei x”—4x + 6> 0. Zatem

a) A=(-4; 6); b) A=R; c) A=, d) A=(=8; +eo).
847.  Zbiorem rozwiazan nieréwnoéci x° <Ox jest przedziat
a) (0; 9); b) (-3;3); c) {(3; 0); d) (—=o; 9).

848.  Zbidr A jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci x*+9 > 6x. Zatem

a) A=(0; +oo); b) A=(3; +eo); ) A=(3; +ea); d) A=(~o0; 33\ (3; +o0).

849, Liczba ujemnych pierwiastkéw réwnania (x —4)(2x + 3)(dx+ SH(x*—25)=0 jest réwna
a) 1; b) 2; ¢) 3; d) 4.

850.  Liczba niewymiemych pierwiastkéw réwnania (x* —4)(* +4x+1)=0 jest réwna

a) 0; b) 2; c) 3; d) 4.
851.  Liczba rozwiazan réwnania xzt%yg=0 jest réwna
a) 0; b) 1; ) 2 d) 3.

852.

'853.

854.

855.

856.

857.

858.

859.

860.
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LICZBY RZECZYWISTE

Dany jest zbiér A :{% 292 93 @, 7}. lle liczb nalezacych do zbioru A ma rozwiniecie dziesigtne

3' 477
skonczone lub nieskonczone okresowe?
a) dwie; b) trzy; c) cztery; d) pigé.
Horaz liczb 7560 i 8820 jest réwny
601, 61, 32, 6
a) o b) 71 9 & d 7.
Liczba 2 +432+450 jest réwna
a) 842; b) 92; o) V84 d) +/200.
Liczba ——2_ jest réwna
-’
R T by 11T, o AT, @ -0
2 2 2 2
Ktéra nierdwnosé opisuje przedziat (2; 10)?
a) |x-7]<3; b) |x-5l<5; ) |x~6l<4; d) |x-7|<5.

Oprocentowanie kredytu hipotecznego w pewnym banku, kiére dotychczas wynosito 8%, wzrosto o 2
punkty procentowe. Zatem oprocentowanie tego kredytu wzrosto

a) 02%; b) 0 10%; c) 020%; d) 025%.

W gtosowaniu nad ustawa wzielo udziat 352 postéw. Za przyjeciem ustawy bylo 62,5% bioracych udziat
w glosowaniu parlamentarzystéw. Zatem za przyjgciem ustawy glosowato

a) 180 posiéw; b) 220 postéw; c¢) 240 posiéw; d) 270 postéw.

W minionym roku w pewnym licenm 85% maturzystéw nie zdawato matury z biologii. Na maturze biolo-
gie zdawalo 27 0s6b. Wobec tego w minionym roku maturg w tej szkole zdawato

a) mniej niZ sto oséb; h) 150 oséb; c) 180 oséb; d) wiecej niz 240 oséb.

W pierwszej czesci zbioru maturalnego zamieszezono 700 zadaf, a w drugiej 840 zadan. Liczba zadan
w drugiej czedci jest wigksza od liczby zadan w pierwszej czgsci o

a) 15%; b) 20%; c) 40%; d) 120%.
Liczba |2—1tl jest réwna

a) 2+ b) 2-m; c) n—-2; d) 1,14.
FUNKCJE

Funkcja g(x)=x"+6x+9 dla argumentu =42 przyjmuje wartosé

a) (L2+3)% b) 9+842; ) 1742; d) 11.

Funkcje g(x):.\cmﬁ—xs+2t+3 i A(x)=x%+x*~2x—7 dla argumentu a przyjmuja te sama wartosé. Zatem
a) a=-0.,5; b) a=-1,5; ¢) a=-2.5; d) a=-3.5.

B BRI
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864.

865.

866.

867.

868.

869.

870.
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874.

875.

Dziedzing funkcji f(x)=vy2—x—y4—x jest zbidr

a) D=(~o0; 4); b) D=(2; 4); ¢} D=(o0;2); d) D=(0; +oo).
Do wykresu funkcji g(x)= Jii g nalezy punkt
a) A=(3,0); b) B=(0,-3); c) C=(0,-1); d) D=(0, 3).

Obok zamieszczono wykres funkeji f. Zbiorem wartosci
funkcji f jest zbidr

a) A={~2;2}; b) B=(-4;4); -
c) C=(~2;2) d) D={-2,-1,0, 1,2}.

y
Dziedzing funkcji f jest przedziat (—3; 5). Obok zamieszczono 12
wykres tej funkcji. Funkcja f jest malejaca w zbiorze Y ——
a) A=(-2;1); b) B=(2; 5); -
c) C=(-2;2); d) D=(=3; -1)u(2; 3).

Przesuwajac wykres funkeji g wzdtuz osi OX o 5 jednostek w prawo, otrzymano wykres funkcji /. Zatem

funkeja f okreslona jest wzorem

a) f(x)=glx-5); b) f(x)=g(x)+5; ¢) f(x)=glx)=5; d) f()=g(x+5).

: -1 dlax=2
Miejscem zerowym funkcji A(x) = ,\:7 ax jest liczba
x*—4 dlax<?2
a) 2, b) 1; c) 0; d)y 2.
Liczba —1 jest miejscem zerowym funkcji g(x) =x° +mx* + x +2010. Zatem
a) m=-~2010; b) m=-2008; c) m=0; d) m=2010.

Punkt A = (~1; 2011) nalezy do wykresu funkcji ~(x) = x* +mx* + x+2010. Zatem

a) m=0; b) m=1; c) m=2; d) m=3,

FUNKCJA LINIOWA

‘Wykresem funkeji g(x)=2x—5 jest prosta réwnolegta do wykresu funkcji

a) h(x)=—2x-5; b) h(x)=2x+7, c) h(x)=—0,5x+5; d)-h(x)=0,5%—7.

Wykres funkcji h(x)= VAx+1 tworzy z osig OX kat rozwarty o mierze

a) mniejszej niz 120°% b) 120° c) 150% d) wigkszej niz 150°.

Migjscem zerowym funkcji f(x) = (/3 ~v2)(x—6) jest

a) 1; b) V2 e 3 d) /6.

Funkcja g(x) =(a—3)x+3 nie ma miejsc zerowych. Wobec tego liczba a jest réwna
a) ~3; b) 0; c) 3; d) 6.
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Wskaz funkcje, ktérej wykres przecina prosta, o réwnaniu y=3 w punkcie o dodatnich wspéhrzednych.
a) h(x)=-0,5x+2; b} k(x)=0,5x+4; c) h(x)=-2x+5; d) A{x)=2x+3.

FUNKCJA KWADRATOWA

Suma odlegtoéci wierzchotka paraboli o réwnaniu y=(x—5)*—3 od osi uktadu wspélrzgdnych jest réwna
a) 2; b} 3; c) 5; d) 8.

‘Wskaz funkcje, ktéra nie przyjmuje wartosci ujemnych,
a) fFW=(x+2"-2; b) g()=2x~3)"~1,
¢) h(®)=-3(x-2)"+2; d) k(x)=4(x—1)*+1.

Wskaz funkcje, ktéra w przedziale (—ee; 2) jest malejaca.

a) fx)=(x+2)% b) g(x)=2(x—3)% ¢) h(xy=-3(x-2)% d) k(o) =4(x— 1)

Wskaz postaé iloczynows tréjmianu y = 3x*+3x—6.
a) y=(x+1)(x-2);
¢} y=30x—D(x+2);

by y=(c~1)(x+2)
d) y=3(x+1)(x~2).

Zbidr A jest zbiorem wszystkich argument6w, dla ktdrych funkcja f(x) =-2(x— 5)(x +3) przyjmuje warto-
Sci nieujemne. Zatem
a) A=(-3;5); b) A =(5; +eo); e) A={-3;5); d) A =(-00;—-3) U(5; +eo);

Osig symetrii wykresu funkeji g(x)=~2x>+20x+35 jest prosta o réwnaniu

a) y=5; b} x=35; c) y=-3; d) x=-5.
Funkcja f(x)=3x*-6x+4 nie przyjmuje wartosci
a) 0,5; b) 2; ¢) 3.5; d) 100.

Liczba punktéw wspdlnych wykresu funkeji f(x) =x*~5x+7 z osiami ukladu wspolrzednych jest réwna
a) 0; b} 1; c) 2; d) 3.

Wykres funkcji g(x)=x"—~ 100 ma doktadnie jeden punkt wspélny z prosta o réwnaniu
a) y=100; b) x=100; c) y=100x; d) y=-—-100x.

Zbiorem wartodci funkcji f(x)=4x"+ 8x + ¢ jest przedziat (0; +e0). Zatem wspélezynnik ¢ nalezy do zbioru
a) A=(—0; 0); b) B={0}; ) C=(0;4) d) D =(4; +eo).

WIELOMIANY

Wielomian W(x) jest sumg wielomianéw P(x) = x*
‘Wobec tego, W(x) jest wielomianem stopnia

a) szesnastego; b) dsmego;

+28° 43 Ak 5 1 Q=+ 38 - 3%+ 3x - 3.

¢) czwartego; d) trzeciego.
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900. Liczba 8° jest wieksza od liczby 32°
a) 0 100%; b) 0200%; ¢} 0300%; d) 0400%.

888.  Wielomian W(x) jest iloczynem wiclomianéw P(x) =x' +2x* + 3% +dx +5 i Q)= ="+ 35" =322 +3x -3 -
Wobec tego, W(x) jest wielomianem stopnia
a) szesnastego; b) Ssmego; c) czwartego; d) trzeciego.

) Liczba 37 -7 jest rtéwna
889.  Wiclomiany P(x)=x" —2x*—3x+4 i P(x) = +(a+b)x*+bx + 4 saréwne. Zatem

5 7. 6/7. 6/73. 3
a) a=-5 i b=3; b) a=—11i b=3: o) a=1i b=-5 d) a=11b=-3. a) ¥7 b) 7; o) (477 d) 349,
cobn 436 o

890.  Liczba pierwiastkdw wielomianu W(x) = (x" + 16)(x> — 2x+2) jest réwna Liczba T Jest rowna

a) 0; b) 1; c) 2; d) 4. <

) a) ¥6; b) ¥5; o) ¥6; d 6.

891. Liczba pierwiastkéw wielomiann Q(x) = x> —100x, ktére sa iczbami parzystymi, jest iéwna . . 5

a) 0; by L c) 2; d) 3. Funkcja f(x)=8" dla argumentu X=-% przyjmuje wartosé

a) 4 b) 2; ¢ 0.5; d) 0,25.

PROPORCJONALNOSC ODWROTNA Funkeja f(x)=2" nie przgjmuje wartosci

892.  Wskaz zbiér, ktdry jest zbiorem wartodci funkcji £(x) =%. a) 2010; b) 3; ¢) ~242; d) 5545
a) R; by R\{3}; c) R\(0}; d) (0; +e).
Funkcja malejacy jest funkcja
893.  Wskaz zbior, w kiSrym funkeja f(x)="2 jest rosnaca. a) f(x)=-(0,35)" b) g(®)=(0,5" ) h(x)=(0,5*% d) k(x)=2"-2.
a) (we0; 3); b) R\ {0}; c) R\{-3}; d) (3; +e).
Funkcja f okres’lf)na jest’ wzorem f(x)=3". Funkcja g(x)=F (?c) +3 z prostg o }'éwnan.iu y=3
894. Do wykresu funkcji f(x)=4 nalezy punkt P=(2010, 2011). Zatem funkcja f 3 rnrllz iﬁi‘f ;l?:g;v &Z‘;‘;ﬂ?h Z; r;z ffiiﬁ g;lcricetmvzsa?irgp ki wspdlngeh
a) nie przyjmuje wartosci ujemnych; b) jest rosnaca w przedziale (0; +oo);
¢) jest malejaca w zbiorze R\ {0}; d) jest malejaca w przedziale (—eo; 0).

FUNKCJA LOGARYTMICZNA

895, Funkgja f okreslona jest wzorem f(x)=-. Zbidr A jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych c takich, ze Wyrazenie log.. (4~ ¢) ma sens liczbowy dia kazdej liczby ¢ nalezacej do zbioru

f(c) jest liczba catkowita, Zatem A jest zbiorem a) (0; ol 4); b) (0; +eo); ©) (0; 1) w(l; +ea); d) (—oo; 4)
a) dwuelementowym; b) czteroelementowym; ’ e
c) szescioelementowym; d) o$micelementowym.
Wiadomo, Ze logs; ¢=0,4. Zatem liczba ¢ jest
s : a) wymierna, b) niewymierna; ¢) mniejsza od 4; d} wigksza od4.
896.  Wykres funkcji f(x)=-+ nie ma punktéw wspdlnych z prosta o réwnaniu
a) y=—5x; b) y=-5; ¢} x=-5; d) y=5x. Liczba log, (logss5) jest réwna
a) -2 b) -1; ¢) 1; d) 2.
FUNKCJA WYKLADNICZA

Rozwigzaniem réwnania (2x— 1)(x +2)x(x*+ 9)=0 nie jest liczba
897.  Liczba 5°°- 1257 jest réwna a) logs 1; b) logs+3; ©) logos8; d) logos4.
) logos

a) 590; b) 550; C) SISDO; d) 553‘

) Kitéra z liczb nie jest liczba catkowita?
ags. Licglx)se(l) 35,2715 81% jest Ié‘;;r)lagms - ) o5 a) log ;18 +log 2 8; b) logs 100 - log s 4; c) log,32; d) log, 0,125.
a) ; ; [ ; d -

2

. . log.27 . .
Liczba —28- jestrdwna
logs9

a) 6; b) 3; ) 2 d) 1,5.

899.  Liczba 7'%+7" jest podzielna przez
a) 10; b) 9; c) 8; d) 6.
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913.  Liczba log372 — 3logs2 jest réwna
a) logs12; b) log464; ¢} log,4; d) log;66.
914.  Liczba log50 jest réwna
a) log 20 +log30; b) (log5)*+log2; ¢} I+log$; d) log25-log2.
915.  Liczba logs1000 jest mniejsza od liczby logs10000
a) 090%; b) o 50%; c) 025%; d) o 10%.
916.  Liczba log?500 —log®2 jest réwna i .
a) 2log250; b) 3log250; c) log™125; d) log™250.
TRYGONOMETRIA
917.  Sinus kata ostrego « jest rtéwny 0,2. Kosinus kata ¢ jest réwny
4. 24. 243, 26
a) 3 b) 250 c) 5 d) 3
918.  Przyprostokaine tréjkata prostokamego maja dtugoéci 1 i 7. Sinus najmniejszego kata tego trojkata jest
éwny
1. 2. 2, q) L.
8)7, b) 5 c) 10° )Js'd
919.  Liczba sin®17°+cos*17° jest _
a) niewymierna; b) wymierna, ¢) mniejsza od 0,9; d) wigkszaod 1,1.
920.  Prosta o réwnaniu x—+3y +3 =0 jest nachylona do osi OX pod katem . Zatem
a) or<30% b) a=30% ¢) @=60% d) a>60°.
921.  Liczba cos®39° +sin®89°-cos89° jest réwna
a) sin89°; b) co0s89°; c) g89°; d) sin89°-cos89°.
CIAGI
922.  Ktéry wyraz ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a,= 3’7‘1 t? jest réway 37
a) sidédmy; b) dziewiaty; c) jedenasty; d) trzynasty.
923. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,=n*—100. Liczba ujemnych wyrazéw ciagu (a,) jest réwna
a) 9; b) 10; c) 20; d) 21.
924. Czwarty wyraz ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a,=2log; (Sn—2)—log;(n+8) jest réwny
a) 2; b) 3; c) 4 d
925,  Suma » poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) okreslona jest wzorem S, =7 + 2n+ 1. Czwarty wyraz ciagd 7'

(a,) jest réwny

a) 4 b) 9 c) 16; d) 25.

926.

g27.

928.

929.

930.

931.

932,

933.

934.

935.

936.

ZADANIA ZAMKNIETE 127
Réznica ciagu arytmetycznego (a,) o wyrazie ogdlnym a,= 5 ‘,)4” jest réwna
a) —4,; b) -2; c) %; d) 5.

Suma pigédziesigciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) okredlonego wzorem a, :%714-3

jest réwna
a) 100;

b) 300; c) 500; d) 1000.
Ciag (log798, &, 1og70,5) jest arytmetyczny. Wobec tego .
a) k=1; b) k=2; c) k=3; d) k=4.
Tloraz ciagu geometrycznego (a,) o wyrazie ogélnym a,= 52;_1 jest réwny
a) 57 b) %; ¢) 5; d) 25.

Pierwszy wyraz rosnacego ciagu geometrycznego (a,) jest réwny —100, a iloraz tego ciggn nalezy do zbioru
{3, =4, 1, 3). Wobec tego iloraz ciagu (a,) jest r6wny

a) —3; b) ~L;

c) &; d) 3.
Ciag (sin30°, sind5°, p) jest geometryczny. Wobec tego
a) p=sin60°; b) p=tg30° c) p=1gd5°; d) p=tg60°.
PLANIMETRIA

Kat miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego ma miare 40°. Wysokosé tego tréjkata poprowadzona
do ramienia tworzy z podstawa kat o mierze
a) 20°; b) 40°;

c) 50°% d) 70°.

Promiett okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym ma diugosé 3. Zatem bok tego tréjkata ma dlugosé
a) 41; b) 243; c) 33; d) 6.

Liczby V50, 72, V98 sa diugodciami bokéw tréjkata ABC. Tréjkatem podobnym do tréjkata ABC jest
wéjkat o bokach dlugosci

a) V5, V6, JT; b) 5, 6,7, c) 25, 36, 49; d) 50, 72, 98.

Srodek S okregu opisanego na tréjkacie ABC nalezy do boku BC. Suma miar katéw ABC i BCA wéjkata
ABC jest rtéowna
a) 45°% b} 60°%

c) 90°; d) 120°.

Wysoko$¢ wéjkata prostokatnego poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dlugoéé 3 i dzieli prze-
ciwprostokatng na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dlugosé 1. Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dhuigosé
a) 7; b) 9; c) 10; d} 12.

Stosunek miar katéw czworokata jest réwny 1:2:3:4. Zatem najwigkszy kat tego wielokata ma miare
a) 112°; by 120°; c) 144°; d) 160°.
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938.

938.

940.

941,

942,

943.

944,

945.

946.

947.

948.

949.

Kwadrat i tréjkat réwnoboczny maja réwne pola. Stosunek diugoéci boku kwadratu do dlugosci boky
wéjkata jest wtedy réwny
b) g—; B

a) B, oL oL

Bok rombn tworzy z krétsza przekatna kat o mierze 50°. Kat ostry tego rombu ma miarg
a) 40°; b) 50% ¢) 60°% d) 80°.

Stosunek dlugosci ramion trapezu prostokamego jest réwny 2 : 1. Miara kata rozwartego tego trapezu jest
a) mniejsza od 120°%; b} réwna 120°; ¢) réwna 150% d) wigksza od 150°.

952.
Cieciwa okregu o promieniu 41 cm ma diugosé 80 cm. Odleglo$c srodka okregu od tej cigciwy wynosi
a) 5cm; b) 9cm; c) 12 cm; d) 15 cm.
953.
GEOMETRIA ANALITYCZNA

Punkty A=(-1, 6) i C=(4, 1) sa wierzcholkami kwadratu ABCD. Pole tego kwadratu jest réwne
a) 12,5; b) 25; c) 50; d) 100.

Punkty A=(~1, 6) i B= (5, —2) sa koficami podstawy tréjkata réwnoramiennego ABC. Prosta zawierajaca ’
wysokosé CD tego tréjkata przecina prosta AB w punkcie o wspShrzednych

a) (3,~4) b) (=3, 4); c) (2,2) d) (2, 4.

Punkt D= (1, 1) jest wierzchotkiem trapezu ABCD. Prosta o réwnaniu y=6x—7 zawiera podstawg AB.
Podstawa CD zawiera sig w prostej o réwnanin
a) y=Tx—6; b) y=—6x+7,;

c) y=6x—35; d)y y=6x-17.

Punkt A = (0, 0) jest wierzchotkiem rombu ABCD. Prosta o réwnaniu y=6x—7 zawiera przekatna BC:
Przekatna AC zawiera si¢ w prostej o réwnaniu
a) y=0x; b) y+6x=0;

957.

¢) x—6y=0; d) x+6y=0.

Punkty A = (-1, 6) i C=(5, 4) sa wierzchotkami rombu ABCD. Srodkipm okregu wpisanego w romb :

ABCD jest punkt 958,

a) 0=(3,1); b) O=(-3,-1); c) 0=(2,5); d) 0=(5,2).
$rodkiem okregu o réwnaniu x°+y* — 10x+y =0 jest punkt
a) S=(5;-1); b) §=(5; -0,5); ¢} S=(-5; 0,5); d) S=(-5; 1). . 959,

Punkt A = (1, 1) jest wierzchotkiem tréjkata réwnobocznego ABC. Punkt S= (5, 1) jest srodkiem okregt
opisanego na tréjkacie ABC. Wskaz réwnanie okrggu wpisanego w tréjkat ABC.
a) (x-5Y+(—1 =4 b) (x—5Y+(y—1)"=16;
¢) x+5 7+ (y+1)P=4 d) G-57+(y-1)’=2

90

Okrag o réwnaniu 2+y:—16x+y=0 przecina o§ OX w punktach
a) A=(0;0)iB=(0; 1); b) C=(0; 0)i D=(0; -1);
¢) E=(-4 01 F=(4;0) d) G=(0;0)i H=(16; 0).

961.
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950.

951.

954.

© 955.

956.

Prosta & jest styczna do okregu o réwnaniu }xz+ y*—6x—16=0. Odlegtos¢ srodka tego okregu od prostej k
jest réwna
a) 3; b) 4;

c) 3; d) 6.

Wskaz réwnanie prostej, ktéra zawiera srednice okregu o réwnaniu G+ + 1y =5.

a) y=x+1; b) y=x-1; c) y=2x; d) y=-2x.
STEREOMETRIA

Ostrostup, ktéry ma 12 krawedzi, ma

a) 6 dcian; b) 7 $cian; c) 8 $cian; d} 9 scian.
Graniastostup, ktéry ma 22 $ciany, ma

a) 20 wierzchotkéw; b) 22 wierzchotki;

¢) 40 wierzchotkéw; d) 42 wierzchotki.

Istnieje graniastostup, ktéry ma

a) 50 krawedzi; b) 51 krawedzi;

¢) 52 krawedzie; d) 33 krawedzie.

Przekatna $ciany sze$cianu ma diugo$é 6. Przekatna tego szescianu ma dugosé

a) 242; b) 243; ¢) 346; d) 446.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé J6. Przekatna tego grania-
stostupa tworzy z plaszczyzna podstawy kat o mierze 60°. Wysokosé tego graniastostupa ma dhigos¢

a) 3; b) 243 c) 32, d) 6.

Dhugo$é wysokoéci walca jest réwna dlugosci promienia jego podstawy. Jesli P oznacza sume pdl pod-
staw tego walca, za$ B pole jego powierzchni bocznej, to

a) P=B; b) P=2B; c) 2P=5; d) P=4B.

Przekrojemn osiowym stozka jest tréjkat prostokatny, kiérego przeciwprostokama ma dhugos¢ 6. Objetosé
tego stozka jest réwna
a) m; b) 3w

c) 9m; d) 27,

Stosunek pél powierzchni dwéch kul jest réwny 1 :4. Wobec tego stosunek objetosci tych kul jest réwny
a) 1:2; b) 1:4; c) 1:8; d)1:16.

Po rozwinieciu powierzchni bocznej walca na plaszezyinie otrzymano kwadrat o boku 4x. Objetos¢ tego
walca jest rowna
a) 4m; b) 4n*

c) 16m; d) 167%.

Po rozwinieciu powierzchni bocznej stozka na plaszczyznie otrzymano jedna czwarta kota o promieniu 8.
Promien podstawy tego stozka ma diugoscé
a) 1; b) 2

c) 4; d) 8.
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962.

963.

964.

965.

966.

967.

968.

969.

970.

971.

9. ODPQWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Liczba punktéw, ktdrych odcigta nalezy do zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6}, a rzedna do zbioru {50, 51, 52, 53},
jestréwna

6+4, b) 6-4; 6:6:6-6; d) 4-4.4-4-4-4. A Y
a) 6+ ) ©) ) ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI 1 ROZWIAZANIA DO ZADAN WPROWADZAJACYCH

Liczb naturalnych dwucyfrowych o réznych cyfrach, wigkszych od 36 jest

CIAG!
a) 21; b) 54; c) 57; d) 63.

11 Aa=17, =7, a;=5  bdja=1, m=16, &3=49; cjm=0, m=0, a3=0; d)a=—~1, ;m=2, ;=-3; &) a =05, ;m=1, a3=2;
fla=1, ;m=3, ay=1d. ’ "

Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8} losujemy jedna liczbe. Prawdopodobieastwo wylosowania liczby pierw- ) _ 41413 _d42+13 43413 N B

szej jest réwne ) nie. @) ai=T =l @smn =T sy =5 ) aslislh a=P2s5 as e Ps 14
1. 1. 1. 3

a) & b) = ¢ 5 4 % 12 ba=T.

Rozwiq-zanie; Sprawdzimy, czy istnieja takie liczby catkowite dodamie n, Ze b,=7, tzn. spelniajace réwnanie 2n° —9n+11=7. Rozwigzaniami
) ) ) ) réwnania 2n°—9n+4 =0 sa liczby m=0,5¢ C i np=4 ¢ C,. Zatem czwarty wyraz ciagu (b,) jest réwny 7.
W pudetku znajduja sie tylko kule biate i czerwone. Stosunek Liczby kul biatych do liczby kul czerwonych

jest rtéwny 2 : 3. Z pudefka losujemy jedna kulg. Prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli jest réwne
a L b) £ °) 0 2.

1.3 Dwadziescia trzy wyrazy.

Rozwiazanie. Musimy ustali¢, ile jest liczb calkowitych dodatnich » takich, ze a, < 39, czyli ile jest liczb 1 € C, spelniajacych nieréwnosé

14n—5<89. Nierdwnos¢ 4n -5 <89 spelniaja liczby n<23,5. Sa 23 liczby calkowite dodatnie mniejsze od 23,5, a wiec sa 23 wyrazy mniejsze
od 89 (wyrazy ai, aa, as, ... , an). )

1.
>

Rzucamy dwa razy szeécienng kostka do gry. Prawdopodobiefistwo wyrzucenia co najmmiej raz liczby [
oczek podzielnej przez 3 jest rtéwne

a) L b) 3; c)

. 1.4 Dziewigé wyrazéw.
Rozwigzanie. Musimy ustali¢, ile jest liczb catkowitych dodatnich # takich, ze a, < 0, czyli ile jest liczb n e C, spelniajacych nieréwnosé

nz_—7n ~30<0. Nieréwnosé kwadratowg n”—7n — 30 < 0 spelniaja liczby n € (=3, 10), liczbami catkowitymi dodatnimi nalezacymi do prze-
dziatu (-3; 10) sane {1,2,3,...,9}. Zatem ciag (a,) ma dziewieé ujemnych wyrazéw (vyrazy ay, as, as, ... , Qg).

O}

; d)

wlu

Prawdopodobiefistwo zdarzenia A jest 7 razy mniejsze niz prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do
zdarzenia A. Wobec tego prawdopodobienstwo zdarzenia A jest réwne

1. 1. 1. 7
a) 3 b) 7 c) I d) T

15 a)2n+l;  b)3nd
.. Rozwigzanie. @) aps1=(+1P=n"+20+1, Guoi—a =0+l - 0=+t b) an=@n)P=4r, ay-a,=dn’-nl=3n
1.6 Ciag (a,) jest malejacy.

2t +5 _2n+7 _2n+7 2nt+S (2n+Nn+2)-(2n+5)n+3) -

. Ri it e, a, . . -y = = i i
R I e I ST STrGT Ty Mianownik

Zdarzenie A U B jest zdarzeniem pewnym, a prawdopodobiefistwo zdarzenia A N B jest réwne 0,25,
Wobec tego suma prawdopodobienstw zdarzen A i B jest réwna

st -1 . . RN . - — .
i wyrazenia GENaED jest dodatni dla kazdej liczby ne C,, wige wyrazenie m(l;ﬁ_—z) jest ujemmne dla kazdej liczby ne C,.
a) 3; b) % c) 1; d)

£

Wykazali$my, Ze a,.1—a, <0, czyli, & a, . <ay,, a to oznacza, ze ciag (a,) jest malejacy.

) o . . 17 =20, "=.1_' =5n—
Zdarzenia A i B sa podzbiorami zbioru zdarzefi elementarnych Q. Wiadomo, ze P(A U B) + P(ANB) =2, Aa=dm ba=ts oja=Sn-d

Zatem

a) P(A)e (0; 1) b) P(AnB)e (0;1); c) PA\B)e (0; 1); d) P(B)e(0; 1). 1B o= baml st
n+l "2+l
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest réwne % a prawdopodobieristwo sumy zdarzen A i B jest réwne % : b B a=k o) 4 =5

. S, oznacza sumeg # poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), wige S1=ay, Sy=a)+as S;=a;+a;+a; itd. Ogdlnie Sy=ar+as+... +a.
) a=§=51+1=6. b) a3=5-5=(52+1)—6=5. c) Jeslin22,t0 @y = S§,~Sp-y = 5n+1~[S(n—1)+11=5 (pierwszy wyraz ciggn

Wobec tego prawdopodobienstwo zdarzenia B\A jest rdwne 1541 =
(@) jest rowny 6, a pozostate réwne sq 3).

1. 1. 1. 5
a) L b) 3 c) 5 d) =
110 a) gy=—2; b) siedem; ) ujemna.

.. _— N . ozwiazanie. c) Ciag (a.) jest ciagiem malejacym, wigC aano < dio. Zatem réznica asgpo— jest 1i i
7 grupy dzieci wybieramy losowo dwoje. Prawdopodobienistwo wybrania co najmniej jednej dziewczynki " Jacy! 2000 11060 2 asoo0— o jest liczba ujemna,

jest réwne % a prawdopodobiefistwo wybrania co najwyzej jednej dziewczynki jest réwne % Wobec 4 s o
tego prawdopodobiefistwo wybrania dwdch dziewczynek jest réwne
1. 6. 7. 1 M ayRrys. 11: . 1
a) 15 b} 15 c) 15 d) s }Rys. 1/1;  b)Rys. 2/1; ¢} Rys. 3/1. 0 : s 0
n [ n 0} "

Rys. /1 Rys. 2/1 Rys. 3/1
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1.12 a)Jfest; b)jest; c)niejest; d)jest; e)jest; f)jest.
Rozwiazanie. Ciag (a,) jest arytmetyczny wiedy i tylko wiedy, gdy réznica a, . —a, jest stafa, izn. nie zalezy od liczby n.

a) @ne1=20n+1)=2n+2, ans1—a,=20+2 - 2n =2, Réimica a, —a, jest réwna 2 dla kazdej liczby catkowitej dodatiej n, wige (a,) jest -

ciagiem arytmetycznym o réznicy 2. ¢) a— ay=4-1=3, a3— a,=9~4=5. Réznica miedzy dwoma kolejnymi wyrazami ciagu (ax) nie jes
stala, wigc ciag nie jest arytmetyczny.

1.13 a) Tworza;, b)nie tworza; c¢) tworza.
a+c

e

Rozwiazanie. Liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny wtedy i tylko wiedy, gdy b=

NG R
2-1" {2-1
nosci) ciag arytmetyczny.

_4-22 _22t-n 5

B ] . 5 {2=b, wigc liczby a, b, ¢ tworza (w podanej kolej-

1.14 a)x=2; byx=2 lub x=3; ¢) x=35; d) x=kn gdzieke C.
Rozwiazanie. Musimy znalez¢ takie liczby x, aby §rodkowy wyraz ciagu by} réwny $redniej arytmetycanej wyrazéw skeajnych.

. . N . . 2x+14 x+7
a) Szukana liczba jest rozwiazaniem réwnania dx — | = ——omsee

. Mnozac obie strony réwnania przez 2, otrzymujemy réwnanie
2(dx—1)=3x+8. Stad x=2.

sinx _ I—cos® x
cosx  coSX

tgx _ E%'*(_ cOsX)
2

d) Zatozenia: x# %i- kr, gdzie ke C. Z réwnosci > otrzymujemy réwnanie Korzystajac z jedynki

rygonometrycznej, orzymujemy réwnanie sinx=sin’x, a stad réwnanie sinx(sinx—1)=0, gdzie x;’:%%— kr, ke C.

sinx(sinx—1)=0 <> (sinx=0 v sinx=1) & E=kzrv x:%+2k7r), gdzie ke C. Uwzgledniajac zatozenie xvt%+k7r, stwierdzamy, 2 |

szukanymi liczbami sg liczby x=k7x, gdzie ke C.

115 ay 1.4 b) @y =35; c)a,=14n+56.
Rozwigzanie. a) Wiemy, ze 2a;=q;. Ciag (a,) jest arytmetyczny, wiec gg=a, + (6~ 1)r, gdzie r jest roznica ciagu (a,). Zatem 27 =7 + 5r, stad
r=—;—=l,4. b) an=a;+20r=7+2014=35. ¢) ap=a;+{n—Dr=T+(n-1)14=14n+56.

116 a)a;=3, r=3; b)a,=3n+2
Rozwiazanie. a) Ciag (b,) jest arytmetyczny, wige wyrazy by, bs i by mozemy wyrazié za pomoca by i r, gdzie r jest t6znica ciagu (a,):

+r=8

by=by+r, bs=b\+4dr, by=b +6r. Wiemy, ze by=8 i bs+by=40. Mamy wiec uklad réwnan {b‘ ktdrego rozwiazaniem jest

By+dr By +6r=40
paraliczb by=3 i r=3. a) by=b+{n—Lr=5+@~1)3=3n+2.

1.17 a) 1225; b) 1640; ) 532.
Rozwiazanie. W kazdym z przykladéw mamy sume n kolejnych wyrazéw pewnego ciagu arytmetycznego. Obliczajac sumy korzystaé bedzie-

a +ay
my ze wWzort S,=

on.

a) Mamy sume 49 poczatkowych wyrazéw ciagu, S= L +249 -49=1225.
PR . 20 + 60
b) Mamy sumg 41 poczagkowych wyrazdw ciagu, wige Ja=——7—41= 1640.

€) Mamy sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), ktérego piér\vszy wyraz jest téwny 1, a réznica réwna jest 3. n-ty wyraz jest rowny 53,

wiee 1+ (1~1)3=53. Stad n=19. Zatem Sip=1 *2’5 192532
1.18 21. B
Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru S, = 2ay +2("_D’ no 189=22F (’21“1)'0‘3 1, stad otrzymujemy réwnanie 378 =0,51%+7,5n, a nasp-

nie réwnanie n*+ 15n—756 =0, kiérego rozwiazaniami sa liczby n;=—36 i ny=21. n jest liczba naturalna, wigc ciag (a,) sktada sie z dwudzie:
stu jeden wyrazdw.

1.19 a)r=-2, b)-140.
Rozwiazanie. a) ay=3, aa=3+3r, as=3+4r, gdzie r jest réinica ciagu (a,). Réwnanie kwadratowe (3 +3r)(3 +4r) =15 sprowadzdmy do
postaci 127 + 217 - 6=0, a po podzielenin obu stron réwnania przez 3, do postaci 47 + 7r— 2 =0. Rozwiazaniami réwnania sa liczby =~
i r,=0,25. Ciag (a,) jest maiejacy, wigc réznica ciagu jest ujemna. Zatem r;=2.

b) Sie= 23R 14 =100,
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1.20 a7 godzinf b) miodszy zarobit 175 zi, a starszy 280 zt.
pozwiazanie. a) 1— czas trwania przyjecia (w godzinach). Kwoty placone za kolejne godziny kazdemu z kelneréw tworza ciag arytmeryczay.
210 +7(I-l)«5 210 + (ztAlHO ot ().

Mtodszy kelner zarobit zy= -f, astarszy zg=

Wiemy, ze 1.6+ 2y =25, zatem 1,6 - 2’10:(’_1)’5

' stad otrzymujemy réwnanie 1,6-(57+ 15) = 10z + 10, ktérego rozwiaza-

_210+¢-Dla
= g .
piem jest liczba t=7.

b) Mlodszy kelner zarobit zy= %‘6‘5— )

=175, starszy keiner zarobit zs= wﬁ =280 (zb).

1.21 a)Jest; b)niejest; c¢)jest; d)niejest, e)jest; f)jest g)jest; h)jest

pozwiazanie. Ciag (a.) 0 wyrazach réznych od 0 jest ciagiern geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz a{,;ﬂ jest staly, tzn. nie zalezy
n

od liczby 7.
@yl 3313 il o e - S o
) a'; == 3. lloraz a jest réwny 3 dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n, wiec {a,) jest ciagiem geometr. o ilorazie 3.

dy 8 a . . P - S .
b) _ai =3= 2, Z—;—:E =1,5. Tloraz dwéch kolejnych wyrazdw ciagu (a,) nie jest staty, wiec ciag nie jest geometryczay.
1

1.22 a)Sa; b)sg c)niesa.

Rozwiazanie. Aby sprawdzi¢, czy liczby a, b, ¢ (a#0) sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, wystarczy sprawdzic, czy b =ac.
Uwaga. Jesli a=0, b=0, c=0, to wyrazy ciagu (a, b, ¢) speltniaja 16wnos¢ b*=ac, ale ciag ten nie jest geometryczny. W zadaniu pierwsze
wyrazy clagéw sa 16zne od zera, wigc jesli wyrazy a, b, ¢ spelniaja réwnosé b¥=ac, to ciag (g, b, ¢) jest geometryezny.

a) b'=(-12)’=144, ac=18-8=144. b*=ac, wiec liczby a, b, ¢ tworza ciag geometrycany.

o =@+H)? =9+6B+3=12+6f, ac=(B+DGEB+D=9+B+33+1=10+4/3. b+ ac, wigc liczby a, b, ¢ nie tworza ciagu geome-
trycznego.

1.23 a)x=-6 lub x=6; b) nie ma takich liczb; cgyxe {=2,-1,1,2}; d)x=kn gdzieke C.

“"Rozwiazanie. Musimy znalez¢ takie liczby x, aby kwadrat érodkowego wyrazu ciagu byt réwny iloczynowi wyrazéw skrajnych, a otrzymany
" clag nie by ciagiem postaci 0, 0, ¢, gdzie c#0.

) Réwnanie x*=2-18 spetniaja liczby ~616.

X b) Rozwiazaniem réwnania (2x ~ 6)* =4x(x—3) jest liczba x=3. Jeslix=3, to otrzymarny ciag 0, 0, 12, ktéry nie jest geometryczny. Zatem nie

istnieje taka liczba v, aby x—3, 2x—6, 4x byl geometryczny.
: ¢} Zalozenia: x#0 (box'= %). Réwnanie (x)* = % -(5x% —4x) sprowadzamy do postaci x* — 5% +4=0. Rozwiazaniami réwnania sa liczby

-1, 1, =21 2 (rdwnanie x* ~ 57 +-4 =0 moina rogwiazaé, wprowadzajqe niewiadoma p iczq t=17).

124 a)-2; b)-192; cja.=6-(-2)""" [=-3-(-2)"L

n
N . . . X a ag : . - 4 .
Rozwiazanie. a) ap=asq’, gdzie g jest ilorazem ciagu (a,). Wiemy, ze GLO: saq :q":lﬁ. Rozwigzaniami réwnania q4 =16 sa liczby

6

1212, Gdy g=2, to ciag (a,) jest rosnacy. Gdy g=-2, to wyrazy ciagu (a,) sa na przemian dodatnie i ujemne, wigc ciag pie jest monotoniczny.
Zatem g=—2. '

'B) a1=6, g=-2, wigc ag=ar¢’=6-(-2)°=—192.

o) a=6-2)"""

125 2)2047; b) ,;_;_

< Rozwigzanie, b} Mamy sume pigciu kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego. Aby znalezé jego iloraz ¢, wystarczy podzieli¢ dowolny wyraz
, 5 1-(-2) 1632 <
(oprécz pierwszego) przez wyraz poprzedni: q=% : (—l) =4~%~% =—Z S5= 81 37 381 243 _ 81, 2753 =35

8
4 3 32 _ 2y 32 5 32 81-
1-(-%) 3

1.26 a)a,=-405; b) ciag (a,) jest rosnacy.

145 1
o 1-(z) 1 -5z a
Rozwiazanie a) $s=aq -%zal -i:al . }“j% =gy 21 - 605, Z réwnosci @ -1“2“ =-605 otrzymujemy a,=-405.
1- 247 2 81
3

- Pierwszy wyraz ciagu {(a,) jest ujemny, a iloraz nalezy do przedzialu (0; 1), wigc ciag jest rosnacy.

a1
31

Gk
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1.27 32cm.

Rozwiazanie. Wysokosé 2,43 m | maksymalne wysokosci, na jakie wznosi sie piteczka po kolejnych odbiciach, tworza ciag geome(ryczny
2

o ilorazie 3 Najwigksza wysokos¢, na kidrej znalazta si¢ pitka pomiedzy piatym i széstym odbici

jest széstym wyrazem tego ciagh {piery.
szy wyraz jest réwny 2,43, drugi — to najwigksza wysokosé po pierwszym odbiciu, trzeci — po drugim odbiciu, itd.). Szukana wysoko$é znajdy.
8! pop Y P 8 3wy du.

Jjemy, korzystajac ze wzoru na -ty wyraz ciagu geometrycznego: 243~(%)6_1 =243~73_423_= 32 (em).

1.28 52 tony.
Rozwigzanie. Pewna wielkos¢ (tu wielkos¢ zbioréw) w takich samych okresach (tu jednym okresem jest rok) zwigksza sie o ten sam procent,

Mamy wige do czynienia z procentem sktadanym i mozemy skorzysta¢ ze wzoru K, = Ky -(1+T§6 " (tu Ko=25 (ton), p%=20% i n=4).

a0 Ka (1420 0% Z s (634 6% 1296 _ 51 g4
Pan Kargul zebrat w 2004 roku 25-(1+ ]00) =25 (5) == =51,84=52 (tony).

1.29 32000zt

Rozwiazanie. k — pozyczona kwota. k-(1+ %)5 =k- (%)5 =k % =243000, stad £=32000.

1.30 20%.

Rozwiazanie. p — oprocentowanie lokaty (w skali roku). 200000- (1+% 4o 414720, zatem (1+% 4= % =l67'2—956— = (%)4 1+% Jjest

liczba dodainia, wiec 1+-1i076 = % Stad otrzymujemy p=20. Oprocentowanie lokaty wynosito 20%.

1.31 a)@,=2, @;=5; b)@=3, &=5 ) a=6, &3=33; d)a=3, az=2.
Rozwigzanie. a) ay=3a1—1=3-1-1=2, a3=3a,-1=32~1=5, b) ;=a;+1=2+1=3, ;a=m+1=3+1=4

1.32 a)a,=-3;, b)a,=0.
Rozwiazanie. a) Aby obliczyé czwarty wyraz ciagu {a,), musimy najpierw obliczy¢ wyraz trzeci: ay=a,—ay =4~3=1. ay=m—ay=1-4=-3.

PLANIMETRIA

21 1£A1=40°, 1£Bl1=20° 1LCi=120°
Rozwigzanie, Ozn. o/ miara kata BAC. Wiemy, ze |ZABCl= a—20° i |ZACBl=3¢. Suma katdw réjkata jest téwna 180°, wiec
o+ -20°+30=180° Stad @ =40° zas |LABCI=20°, |ZACBI=120°.

2.2 50°, 60°, 70°.

Rozwiqzanie, W tréjkacie ABL 40°+|LABLI+90°=180°, wiec | £LABLI=50°.
W téikacie KAB |ZKABI+20°+90°= 180°, wigc |ZKABI=70°.

W trdjkacie ABC 70°+50°+|.LACBI=180°, wicc [ZACBI=60°.

A B

2.3 50 60°, 70°. Y
Rozwiazanie. @+110°=180°, wigc @=70°. A4+ 130°=180°, wicc f=50°.
o+ f+v=180°, wiec y=60°.
Katy BAC'i LKC sa katami odpowiadajacymi, wiee I£ZBAC! = |£LKCl= =70 110°%/c BN\130°
Katy ABCi KLC sa katami odpowiadajacymi, wiec |ZABC) = | ZKLCl == 50°. 7 L

Fl B C

a/B

2.4 90°.
Rozwiazanie. Tréjkaty ADCi DBC sa réwnoramienne, wiec przy podstawach maja réwne katy. !

\LADC | +1£BDC =180, zatem 180°—2 g+ 180° —2/3=180°.
Stad a+ f=90°={LACB |

& 180°~2a /180°-2p N

4 5 D s B8
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27 74, 74, 0

Rozwigzanie. Srodkowa poprowadzona do podstawy ma dbugo$é 9. Z nw, o srodkowych
wéjkata [KSl = %IKC‘ =3, Zw. Pitagorasa dla wéjkata AKS otrzymujemy 1AS|=5.
|as|= %|AL}, stad JAL|=7,5 =|BM].

2.8 ABI=10, IACI=4413.

Rozwigzanie. Z fw. o Srodkowych tréjkata lAS] :%- IALI=6,

BS| =%- |BK1=8, 1SKI =§- | BK 1= 4. Z tw. Pitagorasa dla tréjkata ABS |AB=6*+8%.
Stad 14BI=10.

Z tw. Pitagorasa dla tréjkata ASK AR =62 +42,

Stad l4KI=2{13. 1ACI=21AKi=4{I3.

29 213
Rozwiazanie, 4;- :% {skorzystalismy z tw. o dwusiecznej kata w tréjkacie) i x+y=5.

Rozwigzaniem otrzymanego ukiadu réwnan jest parax=2 i y=3.

210 ala+b) bla+bd)
a5 Ja? b2

Wskazdwia. Skorzystaj z ow. 0 dwusiecznef kqta wréjkata i z tw. Pitagorasa.

211

Rozwiazanie. a) Tréjkaty AKC i BLC sg prostokatne i maja wspdlny kat ostry (kqr @),
wige sa podobne (cecha kat-kat).

b) Tréjkaty LAS i BKS sa prostokatne i maja kat ostry o tej samej mierze (kqr f), wiec
$a podobne (cecha kqt-kai).

o) o N [ v 1B . N
©) Z padobieaisiwa rojkaiow AKC i BLC mamy == —Igﬁ wojkaty ABC 1 LKC maja

wspdlny kat (kqt @), wicc sa podobne (cecha bok-kat-bok).

&

135
2.5 aﬁ -
Rozwiazanie. 5a — diugosé przeciwprostokatej, b — dlugos¢ drugiej przyprostokamme;,
5 — dingosé Srodkowej poprowadzonej do diuzszej przyprostokatnej. C
7 tw. Pitagorasa dla tréjkata ABC mamy a*+ 5*=(5a)™
Stad b*=25a"—a’=24a’, wigc b=124a2 =4 Ga= 2{6a. a s 22
APl = 0,5 ={6a. Z tw. Pitagorasa dla udjkata APC mamy P
Y
. f=a*+(f6a)y?. Stad orzymujemy s={7a. A b B
2.6 10, 4485,
Rozwiazanie. Z tw. Pitagorasa dla wéjkata KSC 8 + y* = 177 stad y = 15. »
Punkt S jest srodkiem boku AB, wigc x=21—-y=6. 17
7 tw. Pitagorasa dla trdjkata AKC obliczmy a=10. Z tw. Pitagorasa dla tréj- s
kata KBC obliczmy b= 4\/%. ) B
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2.12 45,

Rozwiazanie. Trdjkaty sa podobne, a skala tego podobienistwa jest réwna 2, czyli 3

Obwdd tréjkata o bokach dfugosci 6, 10 i 14 wynosi 30.

Stosunek obwoddéw obu tréjkatéw jest réwny skali podobienstwa, zatem obwdd wigkszego tréjkata jest réwny % 30=45.

213 43, 46, 3.

Rozwigzanie. Tréjkaty ABK 1 ABC sq podobne (cecha kat-kat), wige stosunki
odpowiednich bokéw sa réwne: %z %. Stad a =46. Z podobiefstwa wdj-
katéw AKC 1 ABC lub z tw. Pitagorasa obliczamy dhugos¢ drugiej przyprosto-
kagnej: b=13.

2.14 |OC1=16%.

Rozwigzanie. Z nwv. Talesa wynika, ze loct _ 1BCl Zatem {0Cl =23 65

10Dl ~ 1ADY 12 4

215 |KIj= 7%.
Rozwiazanie. Katy tréjkatéw KLP i MNP maja réwne miary (kqry KPL i MPN

—~ katy wierzchotkowe, katy KLP i PNM — katy naprzemianiegte) wiec iréjkaty
te s podobne. Jesli tréjkaty sa podobae, to stosunki odpowiednich bokéw sa

réwne: —g— = % Stad otrzymujemy a=7,5.

216 14:17.

Rozwigzanie. % — skala podobienstwa wielokatdw, Stosunek obwodéw tych wielokatdw jest réwny k. Stosunek pél wielokatéw podobnych
. . > 2196 o pe 14

jestéwny k°. k= 759 Wiee k R

2.17 64 cm?, 36 e’

Rozwigzanie, & =% ~ skala podobienstwa wielokatéw. Stosunek pél Py i Py tych wielokatéw jest réwny kwadratowi skali podobienstwa,

L =2 Wiemy, ze P,=P;+28, wiec

; i
Zatem P’l 6

F+28 16"

218 2-+/2.

Rozwiazanie. Jesh bok kwadratu ma dlugosé a, to przekatna ma dlugosé aﬁ. Musimy wigc rozwiazac réwnanie af2 +a=1. Rozwiazanie

otrzymamy wylaczajac a przed nawias: a(ﬁi— D=1, a nastgpnie dzielac obie strony réwnania przez 2+1: a=

-
ma diugosc af2 = T%—z——— Po usunigciu niewymiernosci z mianownika dlugosé przekatnej mozemy zapisa¢ w postaci 2 — 2.
+1

2,18 75° i 105°.

Rozwigzanie. Przekgine rombu zawieraja si¢ w dwusiecznych jego katdw,
wige kat ostry ma miare 24 a kat rozwarty miarg 2¢-+30°.

Tréjkat ABS jest prostokatny, wiec o+ ar+15° = 90°. Stad 2¢r="75°. Zatem kat
ostry rombu ma miarg 75°, a rozwarty 105°,

2.20 13 cm.

WskazGwka, Przekate rombu przecinaja sig pod katem prostym, punkt przecigcia dzieli kazda z nich na polowy.

2.21 %—g
Rozwiazanie. p — dlugosé kidtszej przekamej. Z nw. Pitagorasa dla adjkata

22 2 5
ABS a =p +:1}~p . Stqda:{;p.
ag 250 25

Szukany stosunek: T3 T3

5

A__ -9 Siadowzymujemy Pi=36. P,=P,+28 = 36+28 = 64.

922 53° i 127°°
Rozwiazanie. O — miara kata ostrego réwnolegtoboku, o+ 74° — miara kata rozwartego. .
Suma miar dwdch kolejnych katéw réwnolegloboku wynosi 180°, zatem o + ot +74°=180°. Stad o0 =53°, o +74°=(27°.

; D c
223 50°. : 509
Rozwiazanie. W czworokacie KBLD 90°+0.+90° +50°=360°, stad ot=130°.
o+ f=180°, wige p=50°. s

B > [+3
2 A K B

224 1£A1=36°, 14BI=45°, 1£C1=135°, |£LDi=144°
wskazowka. Swma miar katdw przylegtych do ramienia trapezu wynosi 180°.

A a B

2.26 9.
Rozwigzanie. a, b — dhugosci podstaw. a-+b+4+8=30, wigc ¢ +b=18. Dhugos¢ d odcinka igczacego $rodki ramion trapezu jest réwna polo-
wie sumy dhugosci podstaw, zatem d=9. -

227 1 lub 7.
Wskazéwka. Prowadzac promienie do kodcéw cigciw, otrzymamy tréjkaty réwnoramienne.

228 R=3.
Rozwiazanie. Punkty A, B, C sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego, w ktérym ABi=3, IBCI=R+2 i |ACI=R+ 1. Korzystajac z tw. Pitago-

rasa, otrzymujemy réwnanie (R+ 1)’ +3%=(R+2)*. Rozwiazaniem tego réwnania jest liczba R=3.

N

K

o~

229 8.

Rozwiazanie. Okregi o $rodkach A i B sq styczne zewngtiznie, wige I4Bl=r+R,
Okregi o srodkach A i B sa styczne wewngtrznie do okregu o(C, 4), wige
UCG=d~r i IBO=4-R. Obwdd tréjkata ABC: r+R+4~r+4-R=8.

G0

©2.30 140°.

Rozwiazanie. ¢— miara kafa miedzy styczaymi, Oba promienie i poprowadzone styczne wyznaczaja czworokat. Styczna tworzy z promieniem,
przez kidrego koniec zostala poprowadzona, kat prosty. Zatem wyznaczony .czworokat ma katy o miarach 90°, 90°, 40°, a. Suma miar katéw
kazdego czworokata jest téwna 360°, zatem 90° + 90° +-40° + ¢=360°. Stad otrzymujemy cr=140°.

1

f241

o 8 .12
2.31 i

Rozwiazanie. Z podobienstwa tréjkatéw WAP i WBS mamy % =%, stad R=1,5r.
CIPSI = IWSI~IWPI = 4 = r+R = r+ 1,57 = 2,5r.
i Zalem r=1,6, za§ R=2,4,

Przekgtma kwadratu -

D C w
232 |PQI:ISKI=1: /2.
Rozwigzanie. Z nv. o zwiqzkach miarowych miedzy odcinkami stycznej i siecznej mamy B
y 7 2a=b*. Stad b= ay2. Zatem |PQI:ISKI=1: 2.
D c 233 {9

Rozwigzanie, Podstawa tréjkata ma dhugosé 3. x+y =3, az nw. o zwiqzkach
“migrowych miedzy odcinkami stycznej i siecinej mamy x(x +y)= (\E)Z.
Zalemx: L zag y=2.

0 1
£ 1
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2.34 a) tg(LBAC)= %, cos{LBAC) = % b) [ZABCI = 60°.

o _ICDl _§ _3 . o s gl g2 _ _lADl_g 4
Rozwigzanie. a) tg(£LBAC) ShD Ry R Z tw. Pitagorasa dla réjkata ADC: IACP=8°+6". Stad ACI=10. cos(£LBAC) “Ad 03

4 _kebl 6 3 _ . ) —zno
b) 18(L4BC) =55 =L =% =413, wiee LLABCI =60°.
h . & . h
2.35 Przyprostokatne: — i , przeciwprostokama: ————. M
sine cosa S - COsa
h .

. b _h b_ __b__sina _ h c
Rozwiazanie. 5= sing, stad & = Frwl A =cose, stad c= CosE - Cose - Smacosa” a i
Suma miar katéw ostrych tréjkata prostokatmego wynosi 90°, wiee o+ S=90° i 7+ #=90°.

Y,
e R . __h
Stad wynika, ze y= . o = cosy=cosa, wige a=om - o
236 2446
3a+a IABI-ICD| _3a—a 3 . J6 . i

i i P P = — =2 = = T . = =t $¢
Rozwiazanie. Pole trapezu: P 3 \/E _Jga. [AK[ 5 3 a. tgo TART wige a o Znajac warto$é sinusa
kata @, mozemy obliczy¢ jego tangens. Korzystamy z jedynki trygonometryczne;j: (0.2)"+cos’=1. D a c
Stad otrzymujemy: costa=24 wige cnsa:lgﬂ tgor= S0 -

yemy: 25" 5 =7 coser i
— - ‘[6 = o B
Zatem P = 2«/&1 = 2\/—6— o = A\/g 4 e o 2
D 30 (&
2.37 808. i
Rozwiazanie. Pole trapezu: P =30—;70 h=50h  |KBl=|aB|-|AK|=70-30=40. E
i
i

# =1g22° = 0,404, zatem h =0,404 - 40 = 16,16. Mozemy teraz obliczyé pole trapezu:

P =50h=750-16,16 = 808.

=

22°

S
o}
)
=)
£

2.38 Promiefi okrggu wpisanego: %R, obwéd: 3\/§R.
Rozwigzanie. Oznaczenia: a — dlugodé boku rdjkata, h — dlugosé wysokosci tréjkata, r — diugosé promienia okrggu wpisanego w tréjkat.
Promien okregu wpisanego w trdjkat réwnoboczny ma dlugosé réwng jednej trzeciej dhugosci wysokosci trdjkata, a dlugosé promienia okregu

opisanego réwna jest dwém trzecim dhugosci wysokosci. Zatem r= %R.

Wiemy, ze R :%h ih= a_{B_, zatem R =%% = %. Stad otrzymujemy a= \/§R4 Obwdd tréjkata jest téwny 3a, czyli BﬁR,

Rozwiazanie. Z nw. Pitagorasa dla tréjkaca SBK x*+12?=13% Stad x=5. - 4 m

2.39 96.
ICK1=1CSl-x=13-5=8.
Pole tréjkata ABC: P=0,5-1ABHCKI=0,5-24-8 = 96.

2.40 %absin(180° — ), a po skorzystaniu ze wzoru redukcyjnego (poziom rozszerzony): %absin(x.

Rozwiazanie. Trzeci kat ma miare 180°— ¢, zatem pole P= %ab in(180° - @).

2.41 32.
Wskazowka, Wysokosé rombu jest réwna srednicy okrggu wpisanego w romb.

2.42 20.

Rozwigzanie., Wiemy, Ze @ 2a+2b=30. Ze wzoru na pole rownolegloboku P=2a i P=4b,
wiec @ 2a=4b. Z ukladu réwnan @ | B otrzymujemy b =5, Obliczamy pole réwnolegto-
boku: P=4b=4.5=20.
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2.43 21
Rozwiazanie. Kat ostry réwnolegtoboku ma miarg 180°—150°=30°. Pole réwnolegtoboku: P=6-7 -sin30°=21.

2.44 m—4. £
Ro;xviqzanie. Pole kwadraty S=4. P=§-2P, P=S- %ﬂ'.z?‘ =5-7 » ,
Zatem P=S—2(§-m)=27~S=271~4.
By
2

2.45 40° 65°, 75°
Rozwiazanie. Miara kata wpisanego jest réwna polowie miary kata srodkowego opartego na tym samym tuku, wiec | ZACBl= %1 ZASB|=40° i

[4BACI=% {LBSC1=65°  |£ABCI=180°-(40°+65°)=75°.

2.46 40°, 60°, 80°.

Wskazéwka. Stosunek miar katéw srodkowych opartych na wyznaczonych tukach wynosi 2:3:4. Suma tych katéw srodkowych jest katem
pelnyn

2.47 29°, 61°, 90°.

Rozwiazanie. Katy KML i KAL sq karami wpisanymi opartymi na tym samym luku, wige maja
-réwne miary. Zatem IAKAL |=129°. Kat AKL jest katem wpisanym opartym na $rednicy, wiec
Jest katem prostym. | ZKLA | =180°-(29°+90°) = 61°,

2.48 | ZABC|=80°, | £BCA|=46°, | 2CAB]=54°.

Rozwigzanie. QOdpowiednie katy wpisane i katy miedzy styczna a cigciwami okregu sa réwne, wige | £BCA|=46° i | £CAB|= 54°.
| £24BC)=180° (46°+54°)=80°.

249 5.
Wskazéwka. Kazdy punkt nalezacy do symetralnej odcinka jest jednakowa oddalony od koticéw odcinka.

250 3.
Wskazowka. Kazdy punkt nalezacy do dwusiecznej kata jest rtéwnooddalony od ramion kata.

251 |£ASBI=140° |£BSCI=100°, 1ZASCI=120°. ¢
Wskazéwka. S jest punktem wspdlnym dwusiecznych katéw tréjkata ABC.

252 6cm.
- Rozwiazanie, Tréjkat ABC jest réwnoramienny, wiec miary katéw przy podstawie sa réwne.
Srodek § okregu wpisanego w wéjkat ABC lezy na dwusiecznej kata ABC.

4+40°=180°, stad or=35°. % =1g35°=0,7, stad a=3, za$ [4Bl=6 (cm).

253 Przyprostokatne: 1+ \/5 , 3+ \/3T , przeciwprostokatna: 2+ 21/3: .
Rozwiazanie. Czworokas ALSK jest kwadratem, wige IAK=1.

§ jest punktem wspdinym dwusiecznych katéw teéjkata ABC, wiec [ZKCS|=30°.
Ty =1930°, stad IKCI= 3. Zatem WCl=1+ 3.

lact A,
m:coséou, wige [BA=2-(1+ \E) 451

ey =1e60°, wigc lABt=3+ V3.

254 1£11=15°, 1ZK1=65°, |LM=115°, LZN=165°,
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2.55 120°.
Rozwiazanie. Tréjkat ABD jest réwnoboczny, wiec miara kata BAD wynosi 60°. Z nw. 0 czworokqcie wpisatym w okrqg wiemy, ze suma miar
katéw BAD i BCD jest rowna 180°. Zatem kat BCD ma miarg 120°,

2.56 IKLI=7, IMN=10.

2.57 Szeiérazy.
Rozwiazanie. Oznaczenia: x — diugosc boku AB, y - dlugosé boku AD.  Wiemy, Ze lepl=7x i |BC|= 3y. Z tw. o czworokqcie opisanym
na okregu wynika, ze x+7x =y +3y. Zatem y=2x. |Bcl =3y=6x=6- laB].

258 2143

Rozwiazanie. Szesciokat foremny o boku } mozna podzieli¢ na szesé tréjkatéw réwnobocznych o boku 1. Dhuzsza przekatna ma dhugosé dwa
razy wigksza niz bok takiego tréjkata, wigc ma diugos¢ 2. Krdtsza przekama ma diugosé dwa razy wigksza niz wysokosé wéjkata o boku {,

wigc ma dlugosé ﬁ .

2.59 a) 108°%  b) 120°  ¢) 140°
Wskazéwki, 1. Suma katéw wielokata o n katach jest rtéwna (n—2)-180°.

11. Katy wielokata foremnego maja réwne miary.

2,60 a)Trzy;  b)nie maosisymetrii;  ©) dwie — jesli nie jest kwadratem, cztery — jesli jest kwadratem;  d) szedé.

2,61 Réwnoleglobok i prosta.

2.62 4.
Rozwiazanie, R — diugosé promienia okrggu opisanego na tréjkacie ABC.
Z tw, sinuséw 2R= A0 4 4 =4 =8 Stad R=4.

SIN(ZABC) ~ sin150°  sin(180°— 30°) 03

2.63 a) Promien okregu opisanego: b) Promien okregu wpisanego: bcosarg%.

b
2sine”
Rozwiazanie. Ozn. 2a, R, r — dlugosci odpowiednio podstawy, promienia okrggn opisanego, promienia okregu wpisanego.

Lo __b ; =
a} 7 tw. sinuséw 2R= Sna wiec R= eng

b) % =cos¢, stad a=bcosa. Stodek okregu wpisanego jest punktem przecigcia dwusiecznych katéw tréjkata, wiec % =tg

wls

Stad r=a- tg% =hcosa tg%.

i asin
2.64 a) Promiefi okrggu opisanego: m. b) Diugosci bokdw: %’ sin(a-)-ﬂﬂ) ’
Promicd ok R asinasinf
c) Promiei okregu wp " sin(o+f)+sina+sin

Rozwigzanie, W a) i b) skorzystamy z réwnosci sin(180° —x) =sinx.
Réwnosdé tg otrzymujemmy np. ze WzOra na sinus rézmicy.
a) R - promien okrggu opisanego.

- °_ ; Sw: 2R= -9 = a [
¥=180°—(a+ f). Z tw. sinuséw: 2R w7 " s~ @B SECTTIR
= a
Za[emR‘—Zsin(d+ﬂ) .
inusé a ) . _asing icznie dostai :.asinﬁ )
b) Z nw. sinuséw nll80 @+ f)]  ma’ stad b St ) Analogicznie dostajemy ¢ @B

6) 1SPOSOB. S$rodek okregu wpisanego jest punktem przecigeia dwusiecznych katdw tréjkata, wiec [1] f = tg% i@ E—’: = tggA

r r

i podstawiajac do réwnania @, otrzymamy réwnanie r=(a— Py
A
@2

Wyznaczajac x z réwnania @ =

—”(aﬁ

atg

a3
WIR

wyznaczamy r: r=

)-tg—,)'l_l. 7 otrzymanego réwnania -
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A 5 e b= _ ASINQ o _1 a1 sin@ X asin & sin
|| SPOSOB. Z b) wiemy, ze b= Tala gy Pole udjkata p=dabsing=La A2 gn g :%a A

sin(a+5) Tsin(ar gy
I 1 . _asing ., _asinf . | sin(e+f)+sing +sinf
P=7 ratbro=grlar sin(a+/) sin(a+ﬂ)) =3 sin(a+ ) ’

- asin & sin i i i
7 t6wnosci La- i) Lo sin{a@+/) +sina + sin f

asing sin §
27 sin(e+p) T2 sin(a + 5y

sin(a+f) + sma +sin g

otrzymujemy r=

243
5+413

Rozwiazanie. ¢ - dtugosé trzeciego boku. Z mw. kosinuséw ¢*= 1 +16—8c0s60°. Stad c= s/E

a) Z tw. sinuséw 2R=—E—= 2/i3 , wiec R= 13
sin60° V3 V3

b) Pole réjkara: P= 4 14sin60°=v3. P=Lr (1+4+413), zatemr= 23
= - 54413

2.65 a) Promien okregu opisanego: 131 b} Promien okregu wpisanego:

37 V231

2.66 a) Kosinus: 10 Tangens: 35 b) $rodkowa: ﬁS_

Rozwiazanie. a) Z w. & 4=10°+8"~2-108cosa Stad cosar= 3.
Korzystajac z ..jedynki trygonometrycznej” ofrzymujemy sina= —%

_ sing _ 4231
8= cosa = 37

b) Z tw. kosinuséw 5= 5"+ 82~ 2-5-8-cos =89 ~74= 5, wiec s=+15.

4
2.67 F

Rozwiazanie. Oznaczenia: o — miara najwigkszego kata tréjkata, 2x, 3x, 4x — dlugosci bokéw tréjkata. Z tw. kosinuséw:

- 168 =407 + 957 ~ 12x%cosot. Stad cosa=-0,25.

M

2.68 a) Stosunek pol: 1:4; b) stosunek promieni: 1; ¢) sinus kata LKA: g

Rozwiazanie. a) PAKLA:%ah, sz%%all, wigc ;:AKM =
AKAM

L
g
b) Rg - promien okrggu opisanego na tréjkacie KLA, Ry — promien okregu opisanego na tréjkacie KAM.
Skorzystamy z tw. sinusdw i réwnosci sin(180° &) =sino.

2R, = Sa Sa Sa

R
29 JRy= =32 7Zaem L=,
Sng A 800 gy S atem. = 1

©) Z t. kosinuséw dla tréjkata KLA: b'=a*+(50)'—2a-5a-cos60° =21a%. Stad b=+21a.
i

247 X Sa L

Z tw, sinusow dla tréjkata KLA: V2ia =2

-, Zatem siny=
sin60® siny =

GEOMETRIA ANALITYCZNA

3.1 a) Postad ogdlna: 4x—2y—5=0, posta¢ kierunkowa: y=2x—2,5; b) posta¢ ogdlna: y—6=0, postaé kierunkowa: y=6;
©) postaé og6lna: 7x—8=0, nie ma postaci kierunkowej.

32 a)3x-12y-18=0; B)-05v+2y+3=0; c)x—dy-6=0.
Rozwigzanie. Réwnanie y=0,25x-1,5 sprowadzamy do postaci ogdinej 0,25x~y—1,5=0.

2 A,b ,3’ wspdtczynnik 4 byt réwny 3, musimy pomnozyé obie strony réwnania 0,25x~y—1,5=0 przez 12. Otrzymamy wéwczas réwnanie
=12y 181y
1dy—18=0.
2): by wspétezynnik B byt réwny 2, musimy pomnozy¢ obie sirony réwnania 0,25x—y~1,5=0 przez ~2. Otrzymamy wéwczas réwnanie
WX+ 2y+3=0.
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b)y:\/gx—lii c)y= ‘/3.3_.r+m

Rozwiazanie. b) Znajdziemy réwnanie kierunkowe prostej, czyli réwnanie postaci y =ax +b. Wspdlczynnik a w réwnaniu prostej jest réway
tangensowi kata, pod jakim prosta nachylona jest do osi OX. Zatem a=tg60°= J3. Prosta przecina o§ OY w punkcie P =(0, —4), wigc b=,

3.3 a)y=x+35;

Rdwnanie prostej: y = fr-4.

3.4 a)yy=2x; b)y=3x-1; ¢)y=2; djx=L

Rozwigzanie. a) Prosta przechodzi przez poczatek ukladu wspéirzednych, wige jej réwnanie ma posta¢ y =ax. Punkt B=(l, 2) nalezy do pro-
stej, wiec 2=a-1. Zatem prosta okreslona jest réwaaniem y =2x.

b) 1SPOSOB. Korzystamy ze wzoru na réwnanie prostej przechodzacej przez dane dwa punkty: (y+4)(1+1)=Q+d)(x+ 1), stad y =3x-1.

1l SPOSOB. Znajdziemy réwnanie kierunkowe prostej, czyli réwnanie postaci y =ax +b. PunktA=(-1, -4) nalezy do prostej, wigc

@ —4=—a+b. Punkt B=(1, 2) nalezy do prostej, wicc D 2 =a-+b. Rozwiazaniem uktadu réwnan @ i D jest paraliczh a=3, b=—1.

Zatem prosta ma téwnanie y =3x — L.

¢) Punkty A i B maja rzedna réwna 2, wigc prosta ma réwnanie, y=2.

d) Punkty A i B majg odcigta t6wng, |, wigc prosta ma réwnanie x=1.

3.5 a) Sa wspolliniowe; b) nie sa wspotliniowe.
Wskazéwka. ZnajdZ réwnanie prostej AB, a nastepnie sprawdz, czy punkt C do niej nalezy.

3.6 a)y=3x-2; b)2x+3y-16=0; c)y=4; djx=2.

Rozwigzanie, [~ prosta réwnolegta do prostej & i przechodzaca przez punkt P.

a) Réwnanic kazdej prostej rownolegtej do prostej k mozna zapisaé w postaci y =3x+b. Punkt P=(2, 4) nalezy do prostej /, zatem 4=3-2+5.
Stad b=-2. Prosta / ma réwnanie y=3x~2.

b) Réwnanie kazdej prostej téwnoleglej do prostej k mozna zapisaé w.postaci 2x+3y+C=0. Punkt P=(2, 4) nalezy do prostej /, zatem
2:2+3-44+C=0. Stad C=~16. Prosta ] ma réwnanie 2x+3y—16=0.

¢) Prosta k jest réwnolegla do osi OX, wigc réwnanie kazdej prostej do niej réwnoleglej mozemy zapisa¢ w postaci y=b. Prosta ! przechodzi
przez punkt P, ktérego rzgdna jest téwna 4, wigc ma réwnanie y=4.

d) Prosta k jest réwnolegta do osi OY, wi¢c réwnanie kazdej prostej do niej réwnoleglej mozemy zapisa¢ w postaci x = c. Prosta / przechodzi
przez punkt P, ktérego odcieta jest réwna 2, wigc ma réwnanie x=2.

37 a)y= —%x +42; b)3x-2y42=0; ojx=2 d)y=d.
Rozwigzanie. |- prosta prostopadta do prostej i przechodzaca przez punkt P.

a) Réwnanie kazdej proste] prostopadiej do prostej k mozna zapisa¢ w postaci y = —%x +b. Punkt P=(2, 4) nalezy do prostej [, zatem

4:—%- 2 +5. Stad b=4%‘ Prosta [ ma réwnanie y:——é-x - 4%,

b) Réwnanie kazdej prostej prostopadiej do prostej k mozna zapisaé w postaci 3x—2y+C=0. Punkt P=(2, 4) nalezy do prostej /, zatem
3.2-2:4+C=0. Stad C=2. Prosta ! ma réwnanie 3x—2y+2=0.

¢) Prosta k jest réwnolegla do osi OX, wigc réwnanie prostej do niej prostopadiej mozemy zapisaé w postaci x=c. Prosta [ przechodzi przez
punkt P, kidrego odcigta jest rtéwna 2, wigc ma réwnanie x=2. i

d) Prosta k jest iéwnolegta do osi OY, wigc réwnanie prostej do niej prostopadiej mozemy zapisaé w postaci y=b. Prosta ! przechodzi przez
punkt P, ktérego rzedna jest réwna 4, wigc ma réwnanie y=4.

3.8 a) (1,6); b)kazdy punkt o wspélrzednych (a, 2a+0,5), gdzie a jest dowolna liczbg rzeczywista; ¢} (-2, -5).

y=2x+4

. Rozwiazaniem tego
y=—x+7 & s

Rozwiazanie. a) Wspdlizedne punktu wspdlnego danych prostych znajdziemy rozwiazujac uklad réwnad {
uktadu jest para liczb x= 1, y=6. Zatem punktem wspdlnym obu prostych jest punkt A =(1, 6).

b) Réwnanie 12x =3~ 6y sprowadzamy do postaci 12x+6y—3=0, a po podzieleniu obu stron ourzymanego réwnania przez 3, do postaci
4x+2y—1=0. Réwnania obu prostych sa takie same, wi¢c szukanymi punktami sa punkty, ktérych wspétizedne spetniaja réwnanie
4x+2y—1=0, czyli réwnanie y=—2x+0,5. Zatem sa to punkty o wspéhrzednych (a, ~2a+0,5), gdzie ajest dowolng liczba rzeczywista.
c) Punktem, ktérego wspélrzgdne spetniaja oba réwnania, jest punkt A ={~2, -5).

39 a)l13; b)2/5 o

=

Rozwiazanie. a) [AB|= (—2-10)2+(—1—4)2=‘]144+25 =13.

b) Uwaga. Znajomo$¢ wzoru na odleglosé punkiu od prostej wymagana jest tylko na poziomie rozszerzonym.
| SPOSOB. Z wykorzystaniem wzor na odleglosé punkt od proste.

|2+ 2:(-1) - 6] _

(12422

Zapisujenty réwnanie prostej k w postaci x+2y—6=0. Obliczamy odlegto$¢ punktu A od prostej k- d =

T R
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fl SPOS'OB. Bez \\;ykorzystan.ia wzoru na odleglosé punkm od prostej.

Znajdujextny r§\vname prostej / przechodzacej przez punkt A i prostopadlej do prostej k. Réwnanie prostej / ma postaé y=
do pr?s(ej .l. wige —1=2-(-2)+b. Zatembh=3,a prosta / ma réwnanie y=2x+3.

Rozwiazujac uklad réwnag y=-0,5x+3 i y=2x+3, znajdujemy wspdhizedne punktu P przecigeia obu prostych: P=(0, 3).
Odleglosé punktu A od prostej £ jest réwaa dlugodci odcinka AP. |AP]=y(~2)2 + (~1-3)% = [20 =25

2x+b. Punkt A nalezy

c) Uwa"gm Znajomosé wzoru na odlegtosé miedzy prostymi réwnoleglymi wymagana jest tylko na poziomie TOZS2E{ZONym.
1 stSpB. Z wykorzystaniem wzoru na odleglosé miedzy prostymi réwnolegtymi.
Zapiswjemy réwnania prostych w postaci ogdlnej: x+2y~6=0 i x+2y-4=0.
Obliczamy odlegtos¢ migdzy prostymi: d= ———~|“6 -l =i,
NERETINE
I SI?OSOB. Bez wykorzystania wzoru na odleglosé miedzy prostymi réwnolegtymi (szkic rozwiazania).
Wgzm)i dowany puukf nalezacy do prostej k (np. punkt 2= (0, 3)). Odleglosé migdzy danymi prostymi jest réwna odleglosci punkm P od pro-
stej 0 rownaniu y=-0,5x—2. Jak znalez¢ odleglos¢ punktu od prostej, pokazano w punkeie b),

3.10 a)Rys. 1/3;  b)Rys. 2/3; c)Rys. 3/3.

Rys. 173

Rys. 3/3

3.11 a)Rys. 4/3; b)Rys. 5/3; c)Rys. 6/3; d)Rys. 7/3; e)Rys. 8/3.

Rys. 4/3

Rys. 5313 Rys. 6/3 Rys. 7/3 Rys. 8/3
2
312 {77
y<2x+3
x=0 | y<0
13 @ {y20 ;B {yzx .
‘ yE-x+4 yz-x—4

Rf)zwia__zanie. b) Zapisujemy réwnania prostych zawierajacych boki wéjkata ABC. Réwnanie prostej AB: y =0, réwnanie prostej AC: y =x,
Iownanie prostej BC: y=-x—4. . b
Wnetrze wéikata ABC znajduje sie

. pod prosta AB i nad prostymi AC i BC, zatem zbidr punkid 7 5 feni .
ownosci y<0 i y2x i y2-x—4. punkiéw nalezacych do wéjkata ABC opisuje uklad nie

314 g {.wzzov

2x+y—-4<0
y=-4<0’

x-y+l<l

315 a) j=[,2]; b) ¥ =[3,2}; ©) ¥ =[~520]; d) v ={9,20); e) y =[3,~26].
Rozwiazanie. a) V=[-3, -2 +[-1, 4] = [-3-1,~2+4] = [4, 2. o) v=5[-1,4] = [5-(=1), 54 = [-5, 20].
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346 a) AB={2,4], BA=[-2,~4]; b) AB=|4B{=2J/5; ) D=(7,12% d)(2 5% ) K=(5, [1); Hr+2y-12=0.
b) I1AB1=122 +42 =2{5.

¢) Szukany punkt: D=(xp,yp) Xé =[2,4], CD=[xp-5,yp-8]. Zatem xp—5=2 i yp~8=4.Stad xp=7 i yp=12.

d) S =(xs, ys) ~ $rodek odcinka AB. .r5=1~;i=z, YS=3_-21: 5

Rozwiazanie. a) AB =[3-1,7-31=[24]. BA=—AB=[-2, ~4].

R 1. 3 <
e) K=(x¢ yo), punkt B=(3, 7) jest srodkiem odcinka AK, wigc 3 = ‘K; i 7=252 Siad xe=5 1 ye=11.
f) 1SPOSOB. Symetralna adcinka AB przechodzi przez punkt S =(2, 5) (patrz punkt d)) i jest prostopadia do prostej AB.
Réwnanie prostej AB: y =2x+1. Réwnanie kazdej prostej prostopadtej do prostej AB mozemy zapisa¢ w postaci y=-0,5x+b.
Punkt S nalezy do symetralnej odcinka AB, wigc 5=-0,5-2+b. Stad 5=6. Szukana prosta ma réwnanie y=-0,5x+6.
1| SPOSOB. (Z wykorzystaniem zaleznosci miedzy wspdirzednymi wektora i wspdlczynnikami prostej do niego prostopadtej — poziom rozszerzony),
Srodek odcinka AB: §=(2,5). AS=[(1,2]. Symetralna odcinka AB jest prostopadia do wektora AS, wiec jej réwnanie mozemy zapisaé w
postaci x +2y +D =0. Punkt § nalezy do symetralnej odcinka 4B, wiec 2+2:5+D =0. Stad D=—12.
Szukana prosta ma réwnanie x +2y - 12=0.

3,17 (29,40) i (41, 49).
Rozwiazanie. K ={xx, y), L=(x, y).
4B =3 AK, AB = [36,27), 3- AK =3-{xx—17, ye—31] = [3xx—51, 3yx—93]. Zatem 3xx—51=36 i 3yx—93=27. Stad xx=29 i yx=40.

29+53
2

Punkt L jest srodkiem odcinka KB, wiec x, = =41 iy, = % =49, L

K
3 -
B

318 a=25, b=-125.

319 AB =—12—(A""c—ﬁ), A_D'=-;-(:\E+§5).

320 a)xt+(y—3P=25 b (=2 +(+ 1Y =4

321 a) (-2 +(+ PS4 b) -2 +O+17<4; o) G- 4+ 1) >4

322 90,0,% B)@ -1, V5 9O 1,1 d@-3), 23 @ (-3, ‘/—

Rozwiazanie. ¢) Dodajac do obu stron réwnosci liczbg 1, otrzymamy réwnanie > y2 —2y+ 1 =1, korzystajgc ze wzoru skréconego mnoze-

nia dostajemy 2 - 1)2 =1. Zatem jest to réwnanie okregu o srodku S=(0, 1) i promieniu r=1.
2,2 _ o y2.9.3 3\2 (352 2_5,1 182 _dy2 = 352 _1y2_9_ 1 i . e
e) X +y +3x-y+il=2x"+2 2~‘~'+(2) (2) +y" -2 2)’+(2) (2) +1 (x+2) +(y 2) S~ 71 Dane réwnanie moze
V6

my wiec zapisa¢ w postaci (x+%)2 +(y —%)Z = % $rodkiem tego okrggu jest punkt §= (—%, %), a promien ma dhugosé r=5-

3.23 a) Okrag o $rodku S=(1, 1) i promieniu \/E'. b) okrag o $rodku S= (0, 0) i promieniu 2; ¢) punkt (2, =3); d) parabola;
o) hiperbola; ) suma dwéch prostych o réwnaniach x=0 i y=0; g) suma dwdch prostych p réwnaniach y=x t y=—-x; h)suma
dwéch prostych o réwnaniach 3x—2y=0 i 3x+2y=0; i) suma dwéch prostych o réwnaniach x+y=0 i x=0; ) prostax—2y=0.
%) suma dwéch prostych o réwnaniach x=3 i y=1.

Rozwiazanie. g) ©*=y’ © P-y=0 & @-NE+y)=0 & (@-y=0 v x+y=0). Réwnania x—y=0 i x+y=0 53 réwnaniami pro-

stych, wiec zbiér wszystkich punktéw (x, y), ktérych wspéirzedne spetniaja réwnanie X*=y? jest suma dwdch prostych.

) A rdyl=dry e P-doy+dy’=0 @ (x-2y)'=0 ¢ x-2y=0. Rownanie x—2y=0 jest réwnaniem prostej.

K xy+3=x+3y & xy=-3y—-x+3=0 & yx-N-(x-3)=0 & x-3)O-D=0 < (x-3=0 v y—1=0). Zatem zbi¢r wszystkich

punktéw (x, ), ktérych wspdtrzgdne speiniaja réwnanie xy—3y~x+3=0 jest suma dwdch prostych.

3.24 a) Zewnetrze kola o srodku (-1, 0) i promieniu 1;
b) koto o §rodku (1, —2) i promieniu 2;
©) 11 TV éwiartka uktadu wspélrzednych wraz z osiami ukladu;
d) Rys. 9/2.

3.25 a) Okregi maja dwa punkty wspdlne;  b) okrggi styczne wewngtrznie;
¢) okregi rozlaczne i jeden z nich zawiera sig w kole, kidrego brzegiem jest drugi okrag.

Rozwiazanie, a) Srodkami okregéw sa punkty S1=(L 1) 1 852 =(4,0). {SiSal={(4-12+(0~1? =J10.

Promienie okregéw maja diugodci ry=4 i rp=1. {1y =ral < 18185] <) + o, wige okregi przecinaja sie.

Rys. 9/2

ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA 145

p) Réwnanie x4y~ 42x - 120 =0 sprowadzamy do postaci (x ~242)% +y*=128. $rodkami okrggéw sa punkty Sy=(2/2;0) i S5 =(0, 0),

wiec ¢tugosé odcinka §15, réwna jest 2/2. Promienie okregéw maja dugodci r =82 i ;=200 =10/Z. |r —ral=2/2 =15,5,], zatem
okregi s4 Styczne wewnetrznie.

5y

2

3.26 a)(2, 1) i (4,0); b)zosia OX: (~1,0)i(4,0), zosiaO¥: (0; 310, ——).

Rozwiazanie. Aby z2naleZ¢ wspdirzedne punkiéw wspSlnych okregu i prostej nalezy rozwiaza¢ uklad réwnan, ktérego jednym réwnaniem jest
réwnanie okregu, a drugim réwnanie prostej.

a) Rozwiazemy ukiad réwnan Br2y-4=0i @ P4y ~3x+35y~4=0. Z réwnania @ wyznaczamy x: x=4-2yi podstawiamy do réwnania
Q’: ] (4-2y)+y -3(4—.2')1.)4- Sy-4=0. Otrzymane réwnanie kwadratowe sprowadzamy do postaci Sy(y — L)=0; spelniaja je liczby y=0 i y=1.
Jesli y=0, 0 x=4, ajesli y=1, to x=2. Rozwiazaniami ukladu réwnan @ i B sa wigc pary (xr, y) =4, 0), (x, ») =(2, 1). Zatem punktami
wspolnymi danego okregu i danej prostej sa punkty A=(4, 0} i B=(2, I).

b) Aby znalezé punkty wspéine danego okregu i osi OX, rozwiazemy ukiad réwnan & ¥ +y* 3x+5y-4=01 @ y=0. Podstawiajac y=0 do
ownania @, otrzymujemy réwnanie kwadratows x*~3x—4 =0, ktére spelniaja liczby x=~1 i x=4. Rozwiazaniami uktadu réwnan @ i @ sy
wiec pary (%, y)=(-1, 0), (x, y)=(4, 0). Zatem punktami wspSinymi danego okregu i danej prostej sa punkry A=(-1, 0)i B=(4, 0).

Aby znalez¢ punkty wspdlne danego okregu i osi OY, wystarczy rozwiazaé uklad réwnan x*+3y* —3x+5y—4=0 i x=0.

3.27 a)x-2y~5=0; b)2x~y+5=0lub-2x-y+5=0; ¢)2x~y+5=0lub 2x—y-5=0; d) x+2y+3=0lub x+2y-5=0.

Rozwiazanie. Srodkiem okregu o réwnaniu »* + y = 5 jest punkt S=(0, 0), 2 dtugosé promienia tego okregu jest réwna 5.

a) Punkt 4 nalezy do danego okrggn, SA=(l, ~2}. Styczna w punkcie A jest prostopadia do wektora ﬁ, wige jej réwnania mozna zapisaé w

postaci x—2y+C =0. Punkt A = (1; -2) nalezy do stycznej, wige 1 —2-(-2)+C =0. Stad C=-5. Styczna ma réwnanie x~2y—5=0

b) Styczna przechodzi przez punkt B = (0, 5), wigc jej réwnanie mozna zapisaé w postaci y=ax +35. Odleglosé srodka okregu od stycznej jest
. . - la0-0+3l

réwna diugosci promienia, zatem ﬁ = ‘/5 Stad otrzymujemy réwnosé ya2+1 = 5, ktéra spelniaja liczby a=-2 oraz a=2. Réwna-

a“+l

nia prostych przechodzacych przez punkt B i stycznych do danego okregu: y=-2x+3, y=2x+5.

¢) Styczna jest réwnolegta do prostej o réwnaniu 2x — y = 0, wigc jej réwnani mozna zapisaé w postaci 2x—y+ C =0. Odlegtos¢ $rodka okrggn
[20-0+cl
V2212

C=>5. Réwnania prostych rdwnoleglych do prostej 2x — y = 0§ stycznych do danego okregu: 2x—y—5 =0, 2x—y+5 =0.

od stycznej jest réwna diugosci promienia, zatem =5. Stad otrzymujemy réwnosé cl=s, ktéra spelniaja liczby C=—5 oraz

328 (x—-4)P+(y—1)*=25.

Rozwiazanie. Srodkiem S okregu opisanego na tréjkacie jest punkt przecigcia symetralnych jego bokdw.

Znajdujemy réwnanie symetralnej boku AB. .

| SPOSOB. (poziom podstawowy) Prosta AB ma réwnanie y=—x+6. Rownanie symetralnej AB mozemy wigc zapisaé w postaci y=x+b. Punkt

K=(%; %)jest $rodkiem odcinka AB i nalezy do symetrainej, wigc % :%+b. Stad b=-3. Symetralna boku AB ma wigc éwnanie @ y=x-3.

11 SPOSOB. (poziom rozszerzony) 4B ={7, =71 =7-[1, -1}, wigc réwnanie symetralnej ma postaé x—y +c¢ =0. Srodkiem odcinka AB jest

punkt K = (—g—; —%), zatem %—%+ ¢=0, stadc=-3; symetralna boku AB ma réwnanic @ x-y~-3=0.

W ten sam sposéb znajdujemy rownanie symetralnej boku AC: @ 2x -y -7=0.

Rozwigzaniem ukladu séwna @ i @ jest paca liczb x=4, y=1, wigc srodkiem okregu jest punkt § =(4; 1).
Obliczamy kwadrat dlugosci promienia okregu: #=lscl?= © —4)2 =125.

Okrag opisany na tréjkacie ABC ma réwnanie (xv—4)°+(y—1)%=25.

0329 C=(1-45,2=45) lob C=(1+435,2+45).

Rozwiazanie. Punkt C jest punktem wsp6inym symetralnej odcinka AB i danego okregu. Symetraina odcinka AB okreslona jest rownaniem
X-y+1=0. Aby znalezé punkty przecigcia symetralnej AB i danego okregu, nalezy rozwiaza uklad réwnaf @ x-y+1=0 i

O Py or dy-5=0.

Wyznaczajac y =x+1 z réwnania @ i podstawiajac do @, otrzymamy réwnanie kwadratowe x* + (x+ 1)?~2x—4(x+ 1)— 5 = 0, ktére speiniaja,
liezby x=1— V5 i x=1+45. Zatem rozwiazaniami ukladu réwnan @ i @ sa pary liczb (1~ ‘/5, 2 «Jg) 1 (1+ $5, 2+45). Otrzymane pary sa
wspdtrzednymi trzeciego wierzchotka tréjkata ABC.

U330 a)A'=(12,6); B)A'=(-12.-6) O A'=(42); A =(20,4) e)A =4 -2).

Rozwiazanie, A’=(p, g) — obraz punktu A.
©) SA=[12, 6], SA'=ip,ql. SA':%-SA:%-[IZ, 61=[4,2]. Zatemp=4 i g=2,

® SA=[2,2], SA'=[p—10,q~4]. SA'=-3-SA=-3-[2,2]=(-6, ~6]. Zatem p—10=—6 i g—4=—6. Stad p=4 { g=—2.
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3.31 Srodek: (8, 11), promien: 7.5.

Rozwiazanie. x2+y*—6x+8y = (x-3¥ -9 +(y+4)*~ 16. Dane réwnanie okregu mozemy wiec zapisa¢ w postaci (x—3)" + (7 +4)*=25. §roq.
kiem tego okregu jest punkt O'=(3, —4), a promieri ma diugos¢ r=5.

Promien okrggu ¢ ma dluaosc &l r=1,5-5=175. Srodkiem okregu o jest punkt O" = (p, g) — obraz punktu O w jednoktadnosci o Srodky

§=(5, 2} iskali k=-1,5. SO ={3~3, -4-2} = (-2, -6]. SO' =[p—-5,4-2).

STEREOMETRIA

4.1 22 $ciany boczne. 4
Wskazéwka. lle krawedzi ma graniastostup, kiérego podstawa jest wielokat o n bokach? 3

Wiemy, ze 5=k.§5, wige [p—5, g-2] =~1,3-[-2, 6] = [3,9]. Stad p~5=3 i g—2=9. Zatem 0'=(8, 11). 3 4

1

i

:

13; b) — 1 — H

42 als o b gpigy ‘
. Rozwigzanie. a) Obliczamy diugos¢ przekatnej podstawy: p* = 3>+ 4% stad p = 5. Obliczamy diu- H
gos¢ przekatnef graniastostupa: d” =5+ 12% stad d = 13. !
b) K:es’?zu: z tego samego wierzchotka przekatng prostopadioscianu oraz przekatne $cian bocznych
otrzymujemy dwa tdjkaty prostokatne, w ktérych przekqtna prostopadlos’cia.nu jest przeciwprosto-

3.32 Jest izometria,
Rozwiazanie. Aby sprawdzié, czy przeksztalcenie plaszezyzny jest izometria, nalezy sprawdzic, czy przeksztatcenie zachowuje odleglodc, tzn,
czy odleglo$é dowolnych dwdch punktéw plaszczyzny réwna jest odleglosci ich obrazéw. Wezmy dowolne dwa punkty X =(a, b), L =(c, d)
iznajdzmy ich obrazy K’ i L": K'=P(a, b) =(~a, b+1), L'=Plc, &) =(-c, d+1).

Sprawdzamy, czy \xerl=lkel. |kLl= J[(—L‘ ~(~a)P+[d+]1-(b+ D = J[(a — )P+ (d by =KL, wige przeksztatcenie jest izometria,

katna (patrz rysunek obok). Wobec tego sinor= % == 3 smﬂv i -4:
a 13

43 22 iay5.

Rozwiazanie. Szesciokat foremny o boku a mozna podzieli¢ na szes¢ wéjkatéw
réwnobocznych o boku a (patrg rysunek obok). Wyznaczamy diugosci przekamych
szedciokata: diuzsza przekata p = 2a, krétsza przekama

=2h= lﬁ:

g=2h=2-= = a3,

Korzystajac z tw. Pitagorasa obliczamy dhugosci przekatnych graniastoshupa. Diuz-
sza przekama: d12 = (Za)2 +at= Saz, stad dy = aﬁ, krétsza przekatna:

d} = (@y3)? +a® =4a?, stad dy = 2a.

S (5323 se g5l 73y, ‘=214
333 & 4'= 6,35y A= (5571 9 a=eiab

Rozwiazanie. A’=(p, g) — obraz punktu A w danym przeksztatceniu.
a) Jesli punkt A’ jest obrazem punktu A w symetrii srodkowej o Srodku S, to punkt § jest $rodkiem odcinka AA’. Korzystamy ze wzoréw na

wspdlrzedne $rodka odcinka: 2% =0 ; 2

3“3;‘7. Stad p= qu« . Zatem A" =(5; 11)

AR ={p, g~3] =7 =[-51; 43 =-51i4-3=43 A= (51,73
b) AA’={p,g~3]=v [53,45]. Stad p 55iq 3 45. Zatem A (55,75).

¢) Znajdujemy réwnanie prostej k przechodzacej przez punkt A i prostopadtej do prostej o réwnaniu y =2x: réwnanie prostej £ ma postaé
y=-0,5x+b, do prostej k nalezy punkt A, wigc =3, a prosta k ma réwnanie y=-0,5x+3.

4.4 23 wierzchotki.
Wskazéwka. fle krawedzi ma ostrostup, kidrego podstawa jest wielokat o n bokach?

Znajdujemy punkt wspdlny S obu prostych, rozwiazujac ukiad réwnan y=-0,5x+3 i y=2x. Rozwigzaniem tego ukiadu jest para liczb ‘C~-— i

0+p . 12 3+q

2=

2 5 2

y= -’~2—, wige S= (%, %)‘ Punkt S jest $rodkiem odcinka AA’. Korzystamy ze wzoru na wspéhrzedne srodka odeinka: —2—:
= PRy o129

Stad p~1—2~ i q~%. Zatem A' ~(~5~. E)'

4.5

- Rozwigzanie. e) Rysunek obok przedstawia sciang boczng ostrostupa. Korzystajac ze

3.34 a)y=2x+1; b)y=2%+ i; c)y=0,5x

Rozwiazanie. a) Skorzystamy z wlasnosci symetrii Srodkowej: obrazem prostej [ w symetrii Srodkowej jest prosta réwnolegta do .

Znajdziemy obraz A’ =(p, q) dowolnego punktu nalezacego do danej prostej, np. punktu A =(0, =3). Punkt §=(2, 3} jest srodkiem odcinka 44",
~3

wige 2=% i3= qT Stad p=41iq=9. Zatem A’=(4, 9). Szukana prosta przechodzi przez punkt A” i jej réwnanie ma postaé y =2x+b.

b
wzoru na pole tréjkata otrzymujemy réwnosé }iah = %bx, stad %: X '
X
46 a) 3V2; B3 o) V6.
Rozwiazanie, a) lACI =6«/§. wigc |ASI =3«/_i. Korzystamy z sw. Pitagorasa dla tréjkata

ASW: H? =62 v(Sﬁ)z =18, stad H=3J2. b) Korzystamy ze wzora na pole tréjkata:
1
FlAS1H :%mw I'y, 3J2-3J2=6y, stad y=3. ©)Korzystamy z tw. Pitagorasa

Zatem b= 1, a prosta, ktdra jest obrazem danej prostej, ma réwnanie y=2x+1.
b) Réwnanie prostej, ktdra jest obrazem prostej o réwnaniu y=2x—3: y=2(x+ 1%) -3+ 1‘7, czyli y=2x+1.

¢) Obrazem prostej w symetrii osiowej jest prosta, wigc aby znalez6 obraz prostej, wystarczy znaleZ¢ obrazy dwéch jej punktéw.
Proste o réwnaniach y=2x—3 i y=x— | przecinaja si¢ w punkcie P=(2, 1), wigc obrazem punktu P w symetrii wzgledem prostej y=x— 1 jest
punkt P. Znajdziemy obraz A’=(p, g) dowolnego punktu réznego od P nalezacego do prostej y=2x—3, np. punktu A=(0, -3).

Prosta k prostopadia do prostej y=x—1 i przechodzaca przez punkt A ma réwnanie y=—x 3. Punktem wspélnym prostej k i proste] y=x-1

jest punkt S=(~1,—2). § jest érodkiem odcinka 44, wigc —1 =% i -2=qT~3. Stad p=~2 i g=—1. Zatem A’=(-2, -1). Znajac wspdirzed-

dla wojkara SKW: h* :32 +(3~/§)2, stad h =343. Korzystamy ze wzoru na pole
trjkata: lISKI H=1 5| KW -, 3.342 =343y, stad y=46.

ne punktéw P i A’ znajdujemy réwnanie prostej PA": y=0,5x.
4.7

Rozwiazanie. W ostrostupi i 6 ci ieli ¢ inki sci
3.35 Przeksztatceniem, w ktérym obrazem paraboli p jést parabola g jest a) przesunigeie o wektor [-2,~3);  b) symetria osiowa wzgledem & ostrostupie prawidtowym trojkatnym, spodek wysokodel ostrostupa dzieli wysoko$¢ podstawy na odcinki o dugosoiach

prostej y=—1. Lﬁ i a3 ¢) cosar= RJ—
Rozwigzanie, a) Musimy uzasadni¢, ze istnieje izomam’a (np. symetria srodkowa, symetria osiowa, przesunigcie réwnolegie), w ktérej obrazem 3 6 cosar= b

paraboli o réwnaniu y=2x” jest parabola o réwnaniu y=x'+dx+ 1.
Sprowadzamy wzdr paraboh y=x"+4x+ 1 do postaci kanonicznej: y= (x+2)* - 3. Parabolg o réwnanju y= (x-+2)*—3 otrzymarmy przesuwajac
parabolg o réwnaniu y= x* o wektor [-2, ~3], wiec parabole sg przystajace. 4.8 a) b) I_()_Q c S‘F 19,

. 13 ; 39 7 ) 36 36 9 g5 288"
Rozwiazanie. a) Obliczamy wysokosé sciany bocznej: h? = 13%

sina:% =12 = af3 - 1043, cosfi= = 1043

13 3 37 b 39 -

=144, stad h=12.
3.36 9.

Rozwigzanie. Obrazem kola X+ + 6y <0 w dowolnej izometrii jest kolo o takim samym promieniu, wigc pole figury 7 jest réwne polu dane-

g0 kota. Nicréwnosé x*+y*+6y <0 sprowadzamy do postaci £+ (y+3)*<9. A= i 1043 a3 ) o )
Zatem promien kota ma dugosé réwna 3, a jego pole jest réwne 9. 6 g v C0s7=y =73 ) Obliczamy wysokosé d Sciany bocznej:

I
ah= %bd, stad d :",i = % Korzystamy z tw. kosinusow: a* = 2d* - 2d%cosé.

100 < 28800 (1 cos ), stad cos¢L-——~
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J15
T
Rozwiazanie. Rozpatrzmy kat nachylenia przekatnej BC” do Sciany ABB’A’. Aby zaznaczy¢ ten kat A
na rysunku wyznaczamy rzut prostokatny punktu C’ na plaszezyzng $ciany ABB’'A” — punkt X oraz
kreslimy odcinek BK. Poniewaz odcinek XC’ jest prostopadly do Sciany ABB’A’, wigc jest prostopa-
diy do kazdego odcinka zawartego w plaszezyzmie tej Sciany i przechodzacego przez punkt X, w

4.9

2a

szezegbinodel KC' LAB’ i KC’' LBK. Aby obliczyé sinus kata ¢ obliczamy najpierw k oraz d: 2 c
h:ﬂ, d?=a+(Qaf =52, stad d=ay5. sing=L= i‘/i/af A5

2 a2 25 10

A

4.10 s
Rozwiazanie. Nalezy wykazad, ze odcinek SP jest prostopadly do krawedzi AB.
Punkt O jest rzutem prostokamym punktu § na plaszczyzng podstawy ostrostupa (bo SO jest
wysokosciq ostroshupa), wige odcinek OP jest rzutem prostokatnym odcinka SP na tg piasz-
czyzng.
Odcinek OP jest prostopadly do krawedzi AB, wige z tw. o trzech prostych prostopadiych
wynika, e réwniez odcinek SP jest prostopadly do krawedzi AB. [of

‘ &
- dol D

a*+67 P =
441 L2020 3

16
Rozwiazanie. Odcinek SL jest wysokoscia Sciany ABS, jest wigc prostopadly do krawedzi AB. Z tw. o trzech prostych prostopadiych wynika, ze
rzut prostokamy odcinka SL na plaszezyzng podstawy ostrostupa, czyli odeinek KL, jest réwniez prostopadly do krawedzi AB. Zatemn tréjkat
ALK jest prostokamy. Punkt X jest srodkiem odcinka AD, wige m= %~ . # = 54—‘/3_.

W tréjkacie ALK sin30° = % = ,"7, stad n= % a83 . Korzystajac z tw. Pitagorasa

obliczamy wysoko$¢ A sciany ABS: W=n?+d* =%az. stad h= “—g@

2
Pole dciany ABS: Paps= %ah = “—T‘é"’——i

b) a=‘j¥.

P _1,
4.12 a) h~4a 7%

413 3243 o’
Rozwiazanie. Oznaczenia: a — krawedZ podstawy, p — przekatna podstawy, H — wysokos¢ graniastostupa, Wykonaj rysunek graniastostupa.

$in60° :é = i, stad H =41/3T4 c0s60° =%=—‘§—, stad p=4. Poniewaz p =a«/5, wige aﬁ =4,stad a =2~/§-4 Obliczamy objgtosé

graniastostupa: V=a?H = (242)* 443 23243 (em®).

4.14 a) a>15; b) -J?—a’.

ais.
e

stad A= Obliczamy wysoko§¢ ostrostupa: H 2=h

afia
T

222 . 150> _a® _ l4a>
2 4’

H= Mozemy teraz obliczyé pole powierzchni bocznej P oraz objetos¢ V ostrostupa:

3
Pb=4-%ah=2a#=az‘/ﬁ. V=‘13'02H =%a2_ag=a_«6f__lz_

415 a) 648Y3; D) 648
Rozwiazanie, Obliczymy diugos¢ krawedzi podstawy oraz dtugosé wysokoscei $ciany
NE)

tg30¢ =o=

boczaej ostrostupa,
sin30°=L=8 stad h=12.

1
27 h
a3

§

5
L stad

Poniewaz n=

, wige 61/_'—‘——”‘?, stad a=36.

a) Objetos¢ ostrosfupa: V=—%%£H = 648‘/37. b) Pole powierzchni bocznej ostrostupa: Py = 3-%(111 =648,
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L
24
Rozwiazanie. Wszystide krawedzie boczne ostrostupa tworzg z plaszczyzna podstawy
6 same katy. Z w. o ostrostupach {patrz sir. 69) wynika, ze spodek wysokosci ostro-
stupa jest Srodkiem okregu opisanego na podstawie. Poniewaz podstaws ostrostupa
ABCS jest udjkat prostokatny, wiec spodek wysokosci ostrosiupa jest Srodkiem prze-
ciwprostokammej AB. Stad wnioskujemy dalej, ze kat nachylenia krawedzi AS do pod-
stawy pokrywa si¢ z katem ptaskim sciany bocznej ABS (podobnie w przypadku krawe-

dzi BS). Obliczamy wysokosé ostrostupa: tga’:i

416 -Lalga

stad H =~;—tga. Obliczamy

0,5a’
krawedz podstawy b a =52, stad b =L (zauwaz, ze tréjkat ABC jest ,polowa”
A
2 2
Jwadrat). Obliczamy objetosé stupa: V=L 8lg=1.2" ay.q. L3
y objgtosé ostrostupa: ¥V 35 H ) 2tgot— 20 tge.

4.17 Siatka szescianu: Rys. 1/4; odlegiodé: 5 m.
; Rozwiazanie. Drogg jaka przebyla mréwka po powierzchni A’
: szedeianu pokazano na rysunku 1/4,

b A= W5+ (245)? =425 =5 (m). N
v ) V3
g 4,18 Siatka czworoscianu: Rys. 2/4. V3
A Rys. 1/4 Rys. 2/4
4.19 a) !r(?j_kqt réwnoramienny; b) wéjkat réwnoramienny; ) tréjkat réwuoramienny;
d) udjkat; ) trapez réwnoramienay; {) pigeiokat.

420 65cm. R

Rozwigzanie, Na rysunku obok pokazano przekrdj osiowy kuli i wpisanego w nia

walca. Z tw. Pitagorasa: (2R)* =5+ 12*= 169, stad 2R = 13, czyli R=6,5 (cm). 12

R
25 25

4.21 = (jezeli wysokos¢ walca ma dhugosé 12), % (jezeli wysokos¢ walca ma dhugosé 8).

Rozwiazanie, Powierzchnia boczua walca po rozwinigeiu na ptaszezyzng jest prostokatem o bokach h 1 277, gdzie h — wysokosé walca,

r— promien podstawy walca. Jezeli wysoko$é walca jest réwna 12, to 27zr=8, stad r= A Jezeli wysokos¢ walca jest réwna 8, to 27zr =12
P 3 .

stad r=l
p3

422 a2, bl

Romia?anie. Powierzchnia boczna stozka po rozwinigein na plaszczyzng jest wycinkiem kola o promieniu réwnym dhugosci tworzacej stozka.
Dlugosc tuku tego wycinka jest réwna obwodowi podstawy stozka, czyli 27r, gdzie r jest promieniem podstawy stozka, (Uwaga: kqt s'rodkow-
wycinka bedqcego rozwinigeiem powierzchni bocznej stozka nie fest réwny katowi rozwarcia stozka). ' . i’
a) Poniewaz wycinek jest pétkolem o promieniu 4, to dhugo$é tuku

-. tego wycinka jest réwna polowie obwodu kota o promieniu 4, czyli N

%- Q2r-4)=4z. Wobectego 27zr = 47, stad r=2.
b) Diugosé luku wycinka jest réwna —é—<(27r~6) =27,

Wabec tego 2777 =27, stad r=1.

=33V
b) R '47('

423 a) (=L,
7

T

4.24 367cm’.
Rozwigzanie. Pole powierzchni kuli: 4787 =36z R*=9, stad R=3. Objetosé kuli: V=2 ®* =367 (cm)
4 .

425 Pole: 1872(1+2+43), objetosé: 54437
_R"ZWiilzanie, Obliczamy wysokos¢ walca: tg60° = \/5 =€—, stad H= 6«/3‘. 7
Oblicza.ruy pole powierzchni catkowitej i objgtosé walca:

Pegg,?
7?2 rH = 29+ 67643 =187+ 36437 = 18701+ 243), V=nr2H = -9 63 = 5437. 60°
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. 2 g tarodas L 3.2
4.26 Pole: #H prvyed Objgtosé: 37rH tga.
P . H H ol
Rozwiazanie. Obliczamy tworzacs oraz promieti podstawy stozka: cosaz—[—, stad [= prepel

tgor= ?rf stad r=Htga Obliczamy pole powierzchni boczne;j i objetosé stozka:
=mi= H__pp? 2L yolz?y-loggan=trahg’e
Pb—/nlAnHtgamsa—n'H popy vV 37T H 37 g 3 g

4.27 60°

je. O
Rozwigzanie.

LznacZemal r

~ promign podstawy
L cosa=L=L wiec a=60°
2 2

stozka, ! - tworzaca stozka.

mrl=2x7, 1=2r stad §=

ZADANIA OPTYMALIZACYJNE

51 -5i3.

Rozwiazanie. x — mniejsza liczba, y — wigksza liczba. Iloczyn i=xy.

Wiemy, ze y=x+ 10, wigc iloczyn i mozemy wyrazi¢ za pomoca zmiennej x. )
Otrzymamy wéwczas funkcj¢ kwadratowa, i(x)=(x+ 10)-x, gdzie x 7jest dowolna liczba rzeczywista.
Waz6r funkcji kwadratowej i zapisujemy w postaci ogélnej: i(x)=x"+10x.

Funkcia i(x) =2+ 10x najmniejsza wartos¢ przyjmuje dia argumentu .rw=—% =-3, Szukane liczby, to x=—=5 i y=35.

52 18em’

Rozwigzanie. a — dlugosé podstawy tréjkata, h — diugosé wysokoéci poprowadzonej do boku a.

Pole wéjkata P=0,5ah. Wiemy, ze a=12—h, wigc pole tréjkata mozemy wyrazié jako funkcje zmiennej h.
Otrzymamy wéwezas funkeje P(h)=0,5(12~ h)-h, gdzie he D=(0, 12). s

Wz6r funkcii kwadratowej P zapisujemy w postaci ogdlnej: P(h)=-0,5k" +6h.

Funkcja P(h):—(),Sh2 + 6k najwigksza wartosé przyjmuje dla argumentu sy=— 3 =6& D1iwario$é ta jest réwna P(6)=18 (cm

53 pP=(, 1. 2
Rozwiazanie. P=(x, y), s= |4P| %+ [BP12+ | cP|? = P4y + =3+ + 4 (y-3) "= 3P+ 3y - 6x—Gy+18.

Prosta zawierajaca dwusieczna kata prostego ma réwnanie y = x, zatem wspGirzgdne punktu P sa réwne. Mozemy wige sume s zapisa¢ jako

funkcjg zmiennej x: s(x)=6x2— 12x+18, gdzie xe R,.
Funkcja s najmmiejsza wartosé przyjmuje dla argumentu xy= 1€ R, Szukany punkt: P=(1, 1).

5.4 250 cm®

Rozwiazanie. a — dlugo$¢ krawedzi podstawy prostopadioscianu, 4 — dlugosé wysokosci prostopadioscianu.
Pole powierzehni bocznej prostopadlosciany P=4ah. Wiemy, ze 8a-+4#=380, stad mamy ~=20-2a.
Mozemy teraz wyrazié pole P jako funkcje zmiennej a: P(a)=4a(20—2a), gdzie ae D=(0; 10).

Funkcja P(ay=-84" +80a najmniejsza warto$¢ przyjmuje dla argumentu aw=>5 D. Zatem krawedZ podstawy ma dlugosé 5 cm, a wysokosé

10 cm. Pole powierzchni tego prostopadioscianu jest réwne 2:5%+4.5-10=250 (cm’).

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

6.1 a)24; B)720; <©)9; d)990; e)}s56, NH70; g)870.

- 91 gLo 11! 819-10-11 8! 51678 an: _ 17t _712:3-4-5.67
Rozwxqzanle,c)mzwzi d)ﬂ=T—=99O. )K:TT_:‘G' f) TR TR T 0 mad 70.
gy U=30_30LGL-D g 4o

201+281 Z8I(29+1)

6.2 a)(n+Dn+2); banr+2); c)4n!(2n—_2)!.

Al @) (=D + (i=Dln(n+]) - (n=Dl[n + n{n+1)] -

) ) Bl L+ -(n+2) X
Rozwiqzanie. a) ﬁ‘_:,_) =i—(—,—ln)!i~:(n+ 1n+2). b) =T =1 oY
) @ml+@n—- D1+ @2n=2) = Cn=-+Zn— D2+ 2n-1Qu-1)+2n-2) = Qn -2 [2n-1)2n+2n~1 +1]1=2n -2}
6.3 a)3s; b) 190; ©) 17, d) 1; e) L.
. . 7! _4!-5-6-7w35
Rozwiazanie. a) W“W =33,

3.

nt+2n.

an’.
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64 @n=5% b= c)n=6; dyne{2,3,4,56}; ene{23,4,5).
! (- -
Rozwigzanie, a) Zalozenia: ne N i n>2. (:] = 7|.(::'_7)| - (n 7‘.2,'1—(2)'1)71 = (n 71)n.

. PN . n-—-Ln . < . . . <
Rozwiazaniami réwnania kwadratowego (~—:)L =10 saliczby 5 i —4. Uwzgledniajac zatozenia, stwierdzamy, ze n=3.

i n+6) _ (n+6) _ (n+Hl-(n+5)(n+6) _ (n+5)(n+6)

b) Zatozenia: ne N. [ 2 )_2!-(7”—4)! = PREYE] = 2

(n+3)n+6)
3

Rozwiazaniami réwnania kwadratowego =28 saliczby 2 i -13. Uwzgledniajac zalozenia, stwierdzamy, ze n=2.

3T ) [T . Réwnanie =20 sprowadzamy do po-

staci #*=3n* +2n—120=0. Jednym z rozwiazai réwnania n° —3n% +2n—120=0 jest liczba n=6, zatem réwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci
(n-6)(* +3n+20)=0. Tréjmian n*+3n+20 nie ma pierwiastkéw, wic jedynym rozwiazaniem réwnania #°—3n>+ 21— 120=0 jest n=6.

3"—}1)1 <21 jest przedziat (~6; 7).

o) Zalozenia: ne N i n23 (n] ot =) =2 (=l _ (n=D(n=Dn (r=2)(n—Dn
‘ o - - 6 6

N . -1 . PR -
d) Zalozenia: ne N i n22. Z a) mamy (g] :Ol—,)>'—1~. Zbiorem. rozwiazan nierdwnosci kwadratowej

Wiemy, ze ne N i n22, wiec dana nieréwnosé spetniaja liczby 2,3, 4, 5, 6.
€) Zalozenia: ne N i n=2. Liczha :] jest dodatnia, wigc mozemy obie strony danej nieréwnosci pomnozyd przez liczbe 3- (g} otrzymujac

L. ” 5 n SY ip s n)_ (n~Dn
nierdwnosé 3 - [2) >2»(2]. [2)-« 10 i z a) mamy [2) ==

(-3; 6). Wiemy, ze ne N i n22, zatem szukanymi Hczbami sg 2, 3, 4, 5.

Zbiorem rozwiazaf nieréwnosci kwadratowej 30> (r— 1)n jest przedziat

6.5 a)30-26 (=780); b)10-18 (=180);
Rozwi ie. Liczbg par obli

c) 10-8+20-18 (=440).

y, wykorzystujac regufe mnozenia.

a) W klasie THA jest 30 ucznidw, a w kiasie ITIB 26 uczniéw, wigc wyboru pary mozna dokonaé na 30-26 sposobdw.

b) W klasie IITA jest 10 dziewczat, a w Klasie OB 18, wigc wyboru pary mozna dokonaé na 10-18 sposobdw.

c) Parg, w ki6rej jest maturzystka z 1IIA | maturzysta z IIB mozna utworzyé na 10 -8, a parg w ktdrej jest maturzysta z IITA i maturzystka
z B utworzy¢ mozna na 20- 18. Zatem wszystkich par sktadajacych sig z dziewczyny i chiopaka jest 10- 8 +20-18.

6.6 2)5-5-5-5 (=625); b)5-4.3 (=60); o) (i) (=10).

Rozwiazanie. a) Kazdy wyraz ciagu mozna wybraé na 5 sposob6w, wigc wszystkich ciagéw jest 5-5-5-5 =54,
b) Pierwszy wyraz ciagu mozna wybraé na 5 sposobéw, drugi na 4 sposoby (bo drugi wyraz nie moze byé taki sam, jak pierwszy), trzeci wyraz
na 3 sposoby (bo trzeci wyraz musi byc rézny od wyrazdw pierwszego i drugiego), wige wszystkich ciagbw jest 5-4.3.

. . . . 5
¢) Liczba dwuelementowych podzbioréw zbioru A jest réwna 7) =10.

67 a)6* (=216); b)% (=30 )6l (=720); d) (i] (=15).

6.8 2)5-6’ (=1080); b)1-6 (=216); ©)3* (=81} d)5-6-6-2 (=360).

Rozwiazanie. a) Cyfre tysigcy mozna wybrad na 5 sposobow (cyfrq tysigey nie moze byé 0), kazda kolejna cyfre mozna wybrac na 6 sposo-
béw, wigc mozna utworzyé 5-6-6-6=5-6° liczb.

b) Liczba bedzie wigksza od 4999, jeseli cyfra tysieey bedzie 5 (pozostate cyfry moga by¢ dowolne). Zatem mozna zapisaé 1-6-6-6 =6 liczb
wigkszych od 4999. )

©) Do zbioru {0, 1,2, 3, 4, 5} naleza trzy cyfry nieparzyste i trzy parzyste, wigc kazda z cyfr mozemy wybraé na trzy sposaby. Wobec tego
takich liczb, ze eyfra tysigey i cyfra dziesiatek jest nieparzysta, a pozostale dwie sa parzyste jest 3-3-3-3=3%,

d) Cyire tysigcy mozna wybraé na 5 sposob6w, cyfry setek i dziesiatek na 6 sposob6w, a cyfre jednodci na dwa sposoby (aby liczba byta
podzielna przez 5, jej cyfra jednosci musi byé réwna 0 lub 5). Zatem mozemy zapisaé 3-6-6- 2 liczb podzielnych przez 3.

69 a)5.5.4.3 (=300% b)l.5-4.3 (=60); ¢)3-3-2-2 (=36); d)108.

Rozwigzanie, a) Cyfre tysigcy mozna wybraé na 5 sposobdw (bo cyfrq tysigcy nie moze byé 0), cyfrg setek takze na 3 sposobéw (bo cyfra setek
nie moze by raka sama jak cyfra tysiecy, ale moze byé réwna 0), cyfrg dziesiatek na 4 sposoby (bo musi byé réina od cyfr tysigcy i setek),
&cyfre jednosci na 3 sposoby. Mozemy wigc zapisaé 5-5-4- 3 liczb.

b) Liczba bedzie wigksza od 4999, jezeli cyfrq tysigey bedzie 5. Zatem mozma zapisaé 1-5-4-3 liczb wigkszych od 4999.

©) Do zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5} naleza wrzy cyfry nieparzyste i tizy parzyste, zatem cyfre tysiecy i cyfre setek mozemy wybraé na 3 sposoby,
cyfre dziesiatek i cyfre jednosci na 2 sposoby. Wobec tego mozemy zapisaé 3-3-2-2 liczb o danej wiasnosci.

9) Aby liczba byt podzielna przez 5, jej cyfra jednosci musi bys réwna 0 lub 5. Mozemy zapisaé 5-4-3 - 1 liczb o réznych cyfrach, kiérych

¢yt jednosci jest 0, oraz 4-4-3- 1 liczb o rézmych cyfrach, kiérych cyfra jednosci jest 5. Zatem mozemy zapisaé 60 + 48 liczb podzielnych
przez 5.
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6.10 a)3* b) 2% c) 2t -2. d) 37~ [3-(2* - 2)+3] (=36).

Rozwigzanie. a) Plerwsze zdjgcie Twinky Winky moze wiozy¢ do jednej z trzech torebek —~ moze wige dokona¢ wyboru na 3 sposeby. Wida-
dajac kazde nastgpne zdjgcie, réwniez moze dokona¢ wyboru na 3 sposoby. Korzystajac z regufy mnozenia stwierdzamy, ze zdjecia moze roz-
miesci¢ w torebkach na 3-3-3-3 sposobdw.

b) Kazde z czterech zdjg¢ Twinky Winky moze wiozyé do jednej z dwdch torebek, zatem wszysikie zdjgeia moze rozmiesci¢ na 2-2-2-2 spo.
sobdw.

c) Cztery zdjgeia mozna rozmiescié w torebkach niebieskiej i z6itej na 16 sposoboéw (patrz punkt b)), Wsréd tych szesnastu sposobdw sa dwa
takie, ze wszystkie zdjgcia znajdg sig w jednej torebce. Zatem takich rozmieszczen, ze w czerwonej torebce nie ma zadnego zdjecie, a W niebie-
skiej 1 zoltej co najmniej jedno, jest 14.

d) 1SPOSOB. Od liczby wszystkich rozmieszezen (jest ich 81) musimy odjag liczbe takich rozmieszczedi, ze doktadnie jedna torebka jest pusta,
(Jest ich 3- 14 - patrz punkt c) ) oraz takich, 2e wszystkie zdjecia znajduja sie w jednej torebee (sq 3 takie rozmieszczenia). Zatem Twinky Win-
ky moze rozmiescic zdjecia na 36 sposcbéw.

1 SPOSOB. Twinky Winky moze wybraé jedna z trzech torebek, do ktdrej wlozy dwa zdjecia. Do wybranej torebki moze wybraé dwa zdjgcia

4
na ( ,)J sposoby. Pozostale dwa zdjgcia moze rozmiescié w dwdch torebkach na dwa sposoby. Wobec tego zdjgcia moze rozmiesci€ na 3- [:) 2

sposobéw.

6.11 a) 8! (=40320); b) 7! (=5040);  c}7! (=5040)  d)4h4! (=576);
Rozwigzanie. Kolejne tory na biezni oznaczone sg numerami 1, 2, ... , 8.

e} Jamajczycy musza wylosowaé tory oznaczone tylko numerami nieparzystymi albo tory ozaaczone rylko numerami parzystymi. Na 4! sposo-
béw mozna rozlosowaé Jamajczykom tory z numerami nieparzystymi, wtedy zawodnicy z Europy moga by¢ ustawieni na pozostatych czterech
torach na 4! sposobdw. Zatem takich mozliwych wynikéw losowania, ze Jamajczycy pobiegna na torach 1, 3, 3, 7, a Europejezycy na torach
2,4, 6,8 jest 41-41. Réwniez 41-4! jest takich wynikéw losowania, Ze to Jamajczycy pobiegna na torach o numerach parzystych. Szukana ficzba
wynikéw losowania jest wige réwna 2-41-41, f} Sprinterzy z Europy muszg pobiec na torach oznaczonych aumerami 1, 3, 5, 7 albo 2, 4, 6, 8
albo 1,3, 5, 8 albo 1, 3, 6, 8 albo 1, 4, 6, 8. W kazdym z pigciu wymienionych przypadkéw na 414! sposobdw mozna przyporzadkowaé tory
zawodnikom. Zatem liczba wszystkich szukanych wynikéw losowania jest réwna 2-41-41.

612 a) (23‘) (=1330),  b) [‘:) (=220 o (122)[?) (=304 ) [‘:]1»[‘22){?] =814y, o {231]-(13 (=1110).

Rozwigzanie. a) Do klasy OIC uczeszcza 21 oséb. Nieistotna jest tu kolejnosé, w jakiej wybierani sa uczniowie, zatem liczba wyboréw trzech

8) 24141 (=1152); ) 54141 (=2880).

osdb jest réwna liczbie 3-elementowych podzbioréw zbioru 21-elementowego, czyli [231) b) Liczba wyboréw uzech dziewczat jest

réwna liczbie 3-elementowych podzbioréw zbiorn 12-elementowego, czyll [132) ¢) Nauczyciel ma dziewig¢ mozliwosci wyboru chiopea.

Do wybranego chiopca moze dokooptowaé dwie dziewczyny na (172) sposobéw. Zatem wszystkich wdjek skiadajacych si¢ z chiopea i dwéch

2
dziewcza jest 9 - [122) d) Tréjek skiadajacych sig z samych dziewezat jest (13"], a tréjek skladajacych sig z chiopca i dwdch dziewczyn

jest 9- (IZZJ Zatemn tréjek, w ktdrych sa co najmniej dwie dziewczyny, jest (132 ] +9- {172) e) Liczbg trdjek, w sklad kidrej bedzie wehodzit

2 IS
co najmniej jeden chlopiec, otrzymamy odejmujac od liczby wszystkich trGjek liczbe réjek skladajacych sig tylko z dziewczyn: (.31] - ’L?)

6.13 Np. 1) Q—zbiér dwuwyrazowych ciqgéw o réénych wyrazach nalezqcych do zhioru Z lub to samo krécej: Q= {(a, b): a,be Z i a#b)},
lub to samo inaczej (poziom rozszerzony): Q — zbiér dwwwyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru Z. Wéwezas lQl=6.5=30.
2) (poziom rozszerzony) Q —zbior dwuelementowych podzbioréw zbior Z lub to samo inaczej: Q — zbidr dwuelementowych kombinacji

[
zbiorn Z, lub to samo krécej: Q={{a, b}: a,be Z A a#b }. Wowczas |Q|:[2) 15.

6.14 Np. Q-zbidr treywyrazowych ciagdw o wyrazach nalezacych do zbioru Z lub 1o samo krécej: Q= 1{(a, b, ¢): a, b, c€ Z }, lub to samo
inaczej (poziom rozszerzony): Q—zbidr trrywyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru Z. Wéwczas lal=6-6-6=216.

6.15 Np. Q - zbidr trojwyrazowych ciggdw (a, b, c) takich, ze a¢ {1,2, .., 6} i b, c& [0, R} lub to samo kréeej:
Q={(a.b,c)r ac (1,2,...6} i b,ce {O,R}}. Wowczas Q=24

616 2)1,2,3,4,5,6; 1)2,468,10; €789 10 d2,46 el23 4568 10,
Rozwiazanie. ¢) A = (1,2

»2, ..., 6}, zdarzenie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia 4, wiec zdarzeniu A’ sprzyjaja zdarzenia elementarne
7,8,9,10. d) Zdarzenie AN B polega na wylosowanix liczhy parzystej mnicjszef od 7. Zatem zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi
zdarzeniu A r‘\B’sq 2,4, .6.. ) Zdarzenie A\ B polega na wylosowanit liczby, ktdra jest mniejsza od 7 lub jest parzysta. Zatem zdarzenia
elementarne, ktére sprzyjaja zdarzeniu AU B, to 1, 2,3,4,5,6,8, 10
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617 @8 B8 ©20% AL 827

Rozwiazanie.. a) Zdarzeniami elementarmymi sprzyjajacymi zdarzeniu A sa takie ciagi (a, b, ¢), ze kazda z liczb a, b, ¢ jest réwna 5 lub 6.
Zatem zdarzeniu A sprzyja 2-2-2 zdarzen elementarnych.

b) Zdarzenie B’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia B, polega wigc na wypadniecin za kazdym razem liczby podzielnef preez 3. Zdarze-
piami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu B sq takie ciagi (a. b, ¢), ze kazda z liczb a, b, ¢ jest réwna 3 lub 6. Zatem liczba wszystkich
zdarzeni elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B’ jest réwna 2-2-2, czyh |8 =38.

c) Liczba wszystkich zdarzen elementamych (czyli wszystkich ciqgéw (a, b, c) takich, ze a, b, ce {1, 2, 3, 4, 5, 6}) jest réwna 6. Wiemy,
e | B |=8 (patrz punkt ). Zatem |B|=6"-|B'|=208.

d) Zdarzenie ANB’ polega na wypadnieciu za kazdym razem liczby podzielnef preez 3, ktdra jest wieksza od 4, czyll wypadnigeiu trzy ragy
szescin aczek, wiec jedynym zdarzeniem elementarnym sprzyjajacym zdarzeniu ANB’ jest zdarzenie (6, 6, 6).

e) Zdarzenie AUB’ polega na wypadnieciu za kazdym razem liczhy podzielnej przez 3 lub liczby wigkszej od 4, wige za kazdym razem musi
wypasé 3 albo 5 albo 6 oczek. Zatem zdarzeniu AUB’ sprzyja 3-3-3 zdarzen elementamych.

6818 a) g3 B 355 9 150 D g
Rozwiazanie. Zbidr zdarzen elementarnych: Q={1, 2, 3, ..., 150}. Liczba wszystkich zdarze elementarnych: [Ql=150.
lal 15 1

a) A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 10. A ={10,20, ..., 150}, wigc lal=15. P(A):H 150" 1o

) B — zdarzenie polegajace na wyl

i i ielne - i S48 1Bl _ 37
liczby podzielnej przez 4. B=1{4,8, ..., 148}, wige [ Bl= =37 PBY=ig = 7p

¢) C — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 10 i przez 4.

Zatemn zdarzenie C polega wigc na wylosowaniu liczby podzielnej przez 20. C={20, 40, ..., 140}, wigc lcl=7. P(C):—:—gl =1~;b—,
d) D — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 10 lub przez 4.

Zauwazmy, ze D=AUB, za§ C=ANB (patrz pkt. a), b) 1 ¢)). Korzystamy ze wzoru na prawdopodobieristwo sumy zdarzen

PULUBY=P(A)+ P(BY—P(ANB): P(D)=PA)+PB)—P(O) =2+ .1 4 _3

150 150 150 150 10"
L. 3. 3. 3L, AL
6819 a) 73 B) 3 o 31 3 @) o
Rozwigzanie. Mozemy przyjaé, ze zbi6r zdarzen elementarnych Q jest zbiorem trzywyrazowych ciagéw o wyrazach nalezacych do zbioru

{1,2,...,7). Liczba wszystkich zdarzeri elementarnych: lQl=7-7-7.
a) A — zdarzenie polegajace na ofrzymaniu liczby podzielnej preez 5. Aby otrzymana liczba byla podzielna przez 5, pierwsza i druga z wyloso-

wanych cyfr moze byé dowolna, a trzecia musi byé 5. Zatem [Al=7-7- 1. P(4)= % = % = %

b) B — zdarzenie polegajzlce na otrzymaniu liczby parzystej. Aby otrzymana liczba byha parzysta, pierwsza i druga z wylosowanych cyfr moze
by¢ dowolna, a trzecia cyfa musi by¢ 2 lub 4 lub 6. Zatem |Bl=7-7-3. P(B):% =% _%

c) C — zdarzenie polegajace na .at)"zymaniu liczby wigkszej od 300. Aby otrzymana liczba byfa wicksza od 300, pierwsza z wylosowanych cyfr
musi by¢ wieksza od 2, a druga i trzecia moze by¢ dowolna. Zatem {cl=5-7-7. P(C):T[—gl =57%-77 :—%—‘

d) D ~ zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby wiekszej od 350. Liczb wigkszych od 350 i takich, ktdrych cyira setek jest 3, jest 1 -3 -7

(bo pierwszq z wylosowanych cyfr musi byé 3, drugq 5 albo 6 albo 1, a trzecig moze byé kazda cyfra). Liczb wigkszych od 350 i takich, ktérych

cyfca setek nalezy do zbioru {4, 5, 6,7} jest4-7-7. Zatem [Dl=1-3-7+4.7-7=7.31 P(D):% =%=i—é.

e) E — zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby podzielnej przez 4. Otrzymana liczba n bedzie podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy

podzielna przez 4 bedzie liczba dwucyfrowa, kiéra dostaniemy po skresleniu cyfry setek liczby 2. Wypisujemy wszystkie liczby dwucyfrowe

podzielne przez 4, kiérych cyfry naleza do zbioru {1,2, ..., 7}: 12, 16, 24, 32, 36, 44, 52, 56, 64, 72, 76. Liczb tych jest 11, wige |El=7-11
DI _ 7141 _ 11

PO =777

L. 3. S. 2. 3
820 a) 5 b) =5 o 35 A 5 e 5
Rozwiazanie. Mozemy przyjaé, e zbiér zdarzen elementarnych Q jest zbiorem trzywyrazowych ciagéw o rézmych wyrazach nalezacych do
zbioru {1,2,...,7}. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych: 1Ql=7-6-5.
a) A — zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby podzielnej przez 5. Aby otrzymana liczba byta podzielna przez 3, trzecia z wylosowanych mu-
si byé 5. Zatem pierwsza cyfra nie moze byé 3, a druga nie moze byé réwna 5 i nie moze by¢ taka, jak pierwsza cyfra. Wobec tego lal=6-5-1
lal 651 _1
PA)y="— = ==,
@ ol 765 7
b) B — zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby parzystej. Gdybysmy parzyste liczby trzycyirowe o réznych cyfrach nalezacych do zbipru
(1,2, ..., 7} zapisywali ,.od kofica”, tzn. najpierw zapisujmy cyfre jednosei liczby, nastepnie cyfre dziesiatek i na kodcu cyfre setek, to cyfre jed-
Aosci mozemy wybrad na 3 sposohy (cyfra jednosei moze byé 2 lub 4 lub 6), cyfre dziesiatek na 6 sposobdw (bo cyfry musza byé réine), a cyfrg

setek na 5 sposobéw. Mogliby$my utworzy¢ w ten sposéb 3-6- 5. Zatem |Bl=3-6-5. P(B)=
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6, _t. 1. L. 2. Ee
621 a) 113 B g O g Dy @qp D
Rozwiagzanie. Q — zbiér permutacji zbioru 11-elementowego. jol=111
Przyjmijmy, ze kolejne miejsca w kolejce ponumerowane sa numerami od 1 do 11. = )
a) Pierwsza osoba w kolejce mogta by jedna z szescin dziewczyn, pozostate 10 oséb mozna byto ustawié na 10! sposobéw.
1Al _ 6101 _ 610! _ 6
Zatem |A|=6- 10t =150 = 11 = 1001~ 1T
b) Dziewczynki na poczatkowych szesciu miejscach mozna byto ustawi¢ na 6! sposobéw. Na pozostatych pigeiu miejscach chiopey mogli
1Bi _6151 _ 612-3-45 1
ustawi¢ sie na 5! sposobéw. Zatem IBl=6!-51 P<A)=@ R T IRR R X ATR TR
¢) Dziewczynki musiaty stanaé na miejscach 1, 3, 5,7, 9, 11. Na wymienionych szesciu miejscach mogty ustawié sig na 6! sposobéw. Na pozo-
Ici_6st 1
o~ 1 T 462"
d) Dziewczynki musiaty stana¢ na miejscach 1 —6lub 27 lub ... lub 6~ 11. Miejsca w kolejce dia dzifzwczynek mozna w‘iqp bylo wybrac na 6
sposobéw. Jezeli wybrane zostaly miejsca, na ktérych miaty sta¢ dziewczynki, to mozna je bylo ustawi¢ na wybranych miejscach na 6! sposo-
" < DI _6-6-50 1

béw. Chiopeéw mozna wtedy bylo ustawié na pozostatych pigciu miejscach na 5! sposabéw. Zatem | D|=6-6!-5t P(D):@ =TT
@) Micjsca w kolejce dla Hani i Marcina mozna bylo wybrac na 10 sposobdw (migfsca 1,2 lub 2,3 lub ... llfb 10, 11). Hania m‘ogla stz{é.bezpﬁ).
$rednio przed Marcinem lub Marcin bezposrednio przed Hania, wige t¢ dwojke dzieci mozna bylg ustawic n_a_2 - 10 sposobéw. .'[esh Hanja
i Marcin staneli na sasiednich miejscach, to pozostale 9 0s6b mozna bylo ustawi¢ na pozostalych dziewigeiu miejscach na 9! sposobdw. Zatem

B} _2.101_ 2 :
[El=2:10-9t=2-101 PE)=(51 =57 =17 o
f) Miejsca w kolejce dla Hani i Marcina mozna bylo wybraé na 5 sposobdw (migjsca 1, Tiub?2,8 lub ... lub 5, 11). Hania Trfogla stz_\é blizej %m.
czatku kolejki niz Marcin lub Marcin mdg? staé blizej poczatku kolejki niz Hania, wigc te dwdjke dzieci mozna by}o ustawic na 2-5 sposob?w_
Jeli Hania i Marcin zajgli odpowiednie miejsca, to pozostale 9 0séb mozna byto ustawic na pozostatych dziewigcin miejscach na 9! sposobéw.

statych pieciu migjscach chiopcy moghi ustawi€ sig na 5! sposobdw. Zatem lcl=61-51 P(O)=

IEl _10t_t
Zatem | El=2-5-91=10L PE)= 1 =TI 7T
1. 40, pim 41

622 a) o1 b4 O 4 9 g
Rozwigzanie. Przyjmujemy, e zbiorem zdarzer clementarnych Q jest zbidr 5-elementowych podzbioréw zbioru™ 10-elementowego. Liczba

. X Jlal= 10} 101 _5167-8-9-10 ~4.7.9
wszystkich zdarzen elementarnych: =5 7331 512345 .

i j i pieciu kul biatyeh. |al={2)=6. pay=ldl=_6 .1
a) A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu pigeiu bych. =is 3 LR
. . 6) (4 . _1BL_354 5
1) B ~ zdarzenie polegajace na wylosowaniu doktadnie czterech kul biatych. IBi= (4) . [1 ] =3-5-4. PB)= RS
©) vC — zdarzenie polegajace na wylosowaniu co najmniej czierech kul bialych. Zauwazmy, ze C=A U B i AnB=@ (patrz punkty a} i b)).
L5 .11
Zatem P(C) =P(A) +P(B) =mtac e
d) D — zdarzenie polegajace na wylosowaniu co najmaiej jednej kuli bialych.
, L _41

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia D jest zdarzenie A (patrz punkt a)). Zatem P(D)= 1-P(D)=1-P@A)=1- FIRoR
6.23 a)P(B)=0,7; b)P@ANB)=02 <) PA\B)=02. o |
Rozwigzanie. a) Wiemy, ze P(B)+P(B')=1, wiec P(B)=1 ~-P(B)=1-03=07. 4 2

b) Ze wzoru P(A U B)=P(A)+P(B)—P(AN B) wyznaczamy

P(ANBY: P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB). Zatem P(ANB)=0,4+0,7-0,9=02.

¢) 1SPOSOB. P(A\B) = P(A)—~P(ANB) (patrz rys.). Z punktu by mamy P(A N B)=0,2.
Zatem P(A\B)=0,4-02=02.

11 SPOSOB. P(A\B) = P(AUB)—P(B)=0,9-0,7=0,2.

23 =L
6.24 P(A)A—X. P(B)—4»

Rozwi{zanie. Wiemy, 2e ANB =0 i AuB=Q, wigc zdarzenia A i B sa zdarzeniami przeciwnymi, a to oznacza, ze P(A)+P(B)=1.
Wprowadzmy oznaczenie: p=P(4). Wowczas P(B)=1-p. Wiemy, ze p(1-p)= _1% Rozwiazaniami tego réwnania kwadratowego sa liczby

p:i oraz ‘nz%.

jgé[ip:%, to P(B):l—p:%, ajes’lip:%, to P(_B):f

P(A) > P(B), wige P(4)= % 2a P(B)= %

. Zatem P(A""B)=0,7-0,3=0,5.
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6.25
Rozwiazanie. a) P(A)=1 - P(A)< | «% :%_ b) A’ A’ U B, wiec P(A'uB)?.P(A’)Z%:—I—Sl— >L‘i=%
. 2_20_21_3
A A, < 22021 _3
c)ANBCA, wiec P(ANB) SPA) T=5 <7 )

6.26 0,5,
Rozwiazanie. P(A" N B) =P(A\B) =P(AU B)— P(A) (patrz rys.).

STATYSTYKA

7.1  a) sSrednia arytm.: 5, mediana: 5;

2434+4+5+6+7+8
7

b) $rednia arytm.: 4, mediana: 3;

= % =35. M =35 ($rodkowa liczba w zestawie danych: 2, 3,4, 5, 6, 7, 8).

¢) $rednia arytm.: 4,5, mediana: 3,5.
Rozwiazanie. a) ¥ =
o)X= M%MQ = % =4,5. Porzadkujemy niemalejaco zestaw danych: 1,2,2,3,3,3,4,4,6,8,9,9, stad M= 31;4

=3,3.

7.2 a=6.

Rozwiazanie. a) —~———1+2+2'3§2'4+7+”

=375, stad 24 + a=30. Zatema=6.

7.3 a)a=9,b=16;

Rozwiazanie. a) Wiemy, ze

bja=4,b=5.

23+6a+b =8 2+ o

5 7. Rozwinzaniem tego ukladu réwnan jest para liczb a =91 b= 16,

7.4 63 lata.
Rozwiazanie. Oznaczenia: 4, b, ¢, d, x — wiek odpowiednio matki, ojca, pierwszego dziecka, drugiego dziecka, dziadka.

Ltb}‘iizzs, stad a+b+c+d=92. iﬂ’i?‘—’*-‘ﬂl, stad (@+b+c+d)+x=155.

Podstawiajac do ostamiego réwnania a + b + ¢ + d = 92, otrzymujemy 92 +x = 155, stad x =63,

7.5 Mediana: 1, $rednia arytmetyczna: 1,6.
Rozwiazanie. Zestaw danych sktada sig z 25 liczb: 0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,3,3, 3, 4, 4. Srodkowa liczba w uporzad-

kowanym niemalejaco powyzszym zestawie danych jest 1, czyi M = [.

7o D44L942.T433442 _ 40 _
X 5 25 L6.
76 @48 W43
omiazania. o 7 o 20245074901 48 o 25453402 _ 43
e v v Y i R vy M T

7.7 Bordeawx 1991: 9,1;  Bordeaux 1995: 8.8.

7.8 a) wariancja: %, odch. stand.: g; b) warlancja: 2,25, odchylenie standardowe: 1,5.
2,492,942, 42
Rozwigzanie, a) T=3. s° = 2045743744 3238 g =1, stad s :ﬁa
4 4 2 2
7.9 % (=0,82).
Rozwigzanie. a) ¥ = 150-0+4400-1+550-2+100-3 _ 1800 _ 3 (2 _ 150.0°+400-1%+550.2% +100.3 (2)2 = 3500
R 1200 1200 2° 1200 2 1200

7.10 &) Kwasniewski: 12000, Olechowski: 9000, Krzaklewski: 6000, pozostali: 3000.

711 a) bezrobotni: 10%, pracujacy: 45%, emeryci: 23%, rencisci: 20%; b} bezrobotni: 12, pracujacy: 54, emeryci: 30, rencidci: 24.
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ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI | ROZWIAZANIA DO ZADAN MATURALNYCH

CIAGI

1. a)ap=1204; b)o 75%.

2. ayNp. (L,2),(5, 14) b) dziewigé wyrazdw.

Rozwiazanie. a) Ciag (b,) jest funkcja, ktérej dziedzina jest zbidr liczb catkowitych dodatnich. Zatem wspdirzedne punktu nalezacego do wy-
kresu ciagu znajdujemy w taki sam sposéb. jak punktu nalezacego do wykresu ,zwykiej” funkcji. Kazdy punkt nalezacy do wykresu ciagu (b,)
ma postaé (n, 3n— 1), gdzie ne C,, wige np. punkty A=(1, 2) i B=(5, 14) naleza do wykresu tego ciagu.

b) Musimy ustalié, ile jest lezb calkowitych dodatnich n takich, ze a, & (20; 49), czyli ile jest liczb n & C,, kidre spelniaja zaréwno nieréwnost

3n-13>20, jak i nieréwnosé 3n — 1 S49. Nieréwnosé 3n— 1 > 20 spebniaja liczby n>7, a nieréwnosé 3n— 1 <49 spelniaja liczby n < IGTA Jest

dziewieé ticzb n & C, spelniajacymi obie nieréwnosci (sq 1o liczby 8,9, ..., 16), zatem jest dziewigé wyrazdw nalezacych do przedziatu (20; 49)

(wyrazy as, as, ... , Qig)-

3. a)as=1,6; b)siedem; ©)a;=16,a3=06,a5=4, ays=2.

Rozwiazanie. b) Musimy ustalié, ile jest liczb catkowitych dodatnich » takich, ze ——= "Hj >3. Wiemy, Ze n>0, wigc moZzemy pomnozy¢ obie
strony nieréwnosci ":15 >3 przez n. Otzymamy wéwczas nieréwnosé n + 15 > 3n, ktdra spelnia siedem liczb catkowitych dodatnich (sq to
liczby 1,2, ..., 7). Zater siedem wyrazéw ciagu, to wyrazy wicksze od 3 (wyrazy ai, @a, ..., @1).

Q) a,= "—Tlli=—"—+% 15 . Liczba 1+E, gdzie ne C,, jest liczba naturalng wtedy, gdy liczba 15 jest podzielna przez », czyli gdy

ne {1,3,5, 15}, Zatem szukanyml wyrazami §a @1= 16, a3 =6, as=4 i a;s=2.

4. a)(n+6)n—9);  b)ax=565  clap=54

Rozwigzanie, c) Szukamy takiej liczby naturainej n> 1, dla kiérej zachodzi réwno$¢ a,=20+a,- .

Gn-1= (= 1) =3(n—1)— 54 =" = 5n—50. Rozwiazaniem réwnania #*—3n —54 = 20+n’— 5n—350 jest liczba n=12, wigc dwunasty wyraz. jest
020 wigkszy od wyrazu jedenastego (@2=>34, @, =34).

a, a,
5. a)ai=6; b)ayas a5, dig  ©) Rys. VIM. 5 |t 5
4 4
3 3
2 2
6. a)aw=22, as;=17; b)Rys. 2/1M; | L
c)n=1lub n jest liczba pierwsza;  d) jeden wyraz. 0 LI I 04— i
123456780718 123456789100
Rys. /1M Rys. 2/IM
7. -1
1 =Lipgt +Llog2Liogd L +1
Rozwiazanie. a,= 10g(n+1) 5o gn+1 ﬂ‘+a2+ﬂ3+...+ﬂqg+(199-—2}Dg log3 Jlog+ ...+ log 99 logloo
Wquczajqc 3 przed nawias i korzystajac ze wzoru na sumg logarytméw o tej samej podstawie, otrzymujemy
B9yl bl gyl '
% 1000 =2 %8T00 ~7 D=1

8. Piaty.

Rozwiazanie. a,=12+2%+...+1%, Gyer=12+224 42+t 1P+ (n+2)

b= nsa—an= 12424 (1 + 1P+ (0427 = (124254 o0 = (0 1P+ (142)7 =202+ 61+ 5,

Szukamy takiej liczby ne C., dla kidrej b, =85, czyli takiej, ktéra spetnia réwnanie 2} + 6n+5 =85, Réwnanie to sprowadzamy do postaci
n*+3n—40=0. Rozwiazanjami réwnania kwadratowego 7’ +3n-40=0 saliczby m=-8¢& C, i m=3 e C,, wigc piaty wyraz ciagu (b,) jest
éwnay 85.

9. ke {2,6}.

10. @) a=1; b) =37, ¢} a,=3n"-3n+1
Wskazéwka. Patrz rozwiazanie zadania 1.9.

a=ay=1
11. a)a3=2, as=5;  b)liczba parzysta; 0 { = _ .

1@ =%z t 2 dla

n=3"
n~1 =2

Wskazéwka, b) Zauwaz, ze po dwdch wyrazach bedacych liczbami nieparzystymi nastepuje wyraz, ktdry jest liczba parzysta, a kolejne dwa
wytazy znéw sg liczbami nieparzystymi.

U
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12. Dziesiecin wyrazéw.
Wskazéwka. Suma bedzie najmniejsza, gdy zsumujemy wszystkie ujemne wyrazy ciagu (a,).

13. a)bp=121.  b)k=134.

14.
Wskazowka. b) Wykaz, ze nie istnieje liczba catkowita p, dla ktdrej réwnanie »” +pn +p=—3 ma dwa dodatnie 10Zwiazania.

a) Pierwszy i czwarty.

. a)ay=-14; b) ciag (a,) jest malejacy.
Rczlzquame b) Dla kazdej liezby n2 1 liczba —3n + 1 jest ujemna, zatem dla kazdej liczby n € C, uu < aw a to oznacza, ze ciag (a,) jest
malejacy.
16. pe (=3; +oo).

Rozwiazanie. Ciag (a,) jest rosnacy wiedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby n € C, prawdziwa jest nieréwnos¢ dn., > a,, czyli nieréwnosé
Gae1—0,>0. Musimy wige znaleZ¢ takie wartodci parametru p, aby dla kazdej liczby catkowitej n 2 | zachodzita nieréwnosé
(n+ 1) +pn+1) = (0 +pn) >0, czyl nieréwnosé p>—2n—1. Jedli n € C,, to najwigksza wartodé wyrazenia —2n — 1 jest réwna -3, zatem

nieréwnosé p>~2n—1 zachodzi dla kazdej liczby calkowitej n2 1, gdy p>-3.
17. Pietnasty.
Rozwigzanie. 2;;=2010. ,=2010 < 2’ -392%+504n—2160=0. Wiemy, ze jednym z rozwiazan otrzymanego réwnagia jest n= 12, wiec

mamy (n—12)(n*~27n+180)=0. Stad tatwo znajdujemy drugie rozwiazanie réwnania: n=15. Zatem as=a;, =2010.

18. Wyrazy a¢ia réznia sig 0 219.

Rozwiazanle. Sprawdzimy, czy istnieja, takie liczby catkowite dodatnie ki m, 7e ay—a , =219,

a¢—a, = I+ 10k+2010~ m+ 10m+2010) = & ~nt*+ 10k~ 10m = (k—m)(k2 + ko +m%) + 10¢k—m) = (k- m)(K + kan +m® + 10).
Liczbg 219 rozkiadamy na czynniki pierwsze: 219=3-73. Nalezy wiec sprawdzié, cZy istnieja takie liczby k, me C,, ze

k-m=1 k-~m=3

2 N lub 5 N .

£ +km+m”+10=219 ke +km+m*+10=73
m+1

k=
o 2
3(m* +m)=

=m+3

k
m?+3m—18=0

— zadna para liczb catkowitych dodatnich nie spetnia tego uktadu.

k=-3 k=
S v
m=-6 m=
18, a)a=-5; b)a,=—dn+59;  c)Syp=340.
Rozwigzanie. &) Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest réwny 55, a réznica r tego ciagu réwna jest —. ajg=a,+15r=55+15(~-4) =—

208

) Zatem wyrazy sz0sty i trzeci ciagu (a ) réznia si¢ o 219.

20. a,=73, r=075.

21, a"=%n—3.

Rozwigzanie. ag+as = a1+5r+ay+15r=2a,+20r = 5. Stad a;=2,5—10r.

agaiz={a+7r)a+11r) = (2,5-10r+70)(2,5- 10r+ 117} = (2,5-3r)(2.5 +r) =3. Réwnanie (2,5-3r)(2,5+r) = 3 sprowadzamy do postaci
i3

12r*+20r - 13 =0. Rozwiazaniami tego réwnania s liczby r = -5 i rz——. Ciag (a,) jest rosnacy, wiec r= % Obliczamy pierwszy wyraz

ciagu: @;=2,5—10r=2,5-10-0,5 =~2,5. Wz6r na wyraz ogélny ciagu (a.): a,=a,+(n— Dr=-2,5+(n~1)0,5=0,51-3.

22. b) Czternastu wyrazéw. 23. a)6; b) —1920.

24, a)15; Db)495; c¢)105. 25. 390.

26.

Rozwia; -ie.a~J_ J_ :? *‘F =342 2B <0, wigc b= |\/— \/—l-—*(\/— B)=y3-+2.

C—\/_ «[— «/- \/_ \/— Y92 = 1/5«3\/5. Zauwazmy, 7e b=a—2x/5 ie=b- 2\/5, wiec dane liczby tworza cigg arytmetyczny
0 réznicy —2«/5.

27.

Rozwigzanie. a=32'"= ath

vy )“j 20, c=4=(2%%=2%. Ciag g, b, c jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy. gdy Al =c.
+2%6 2% _ 162%42% _ 17.9%
2 2 2 2 )

=17-2% =17. (23 )15 =178 = ¢, wige liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczay.
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29, Tworzg ciag arytmetyczny. 30. ajx=1; b)a,=3n-3.

31. a)x=2, y=1; b)co najmniej 101 wyrazéw.

Rozwiazanie. a) Jesli liczby @, b, ¢ sq kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, to a+c=2b. Liczby x+y, dx -y, 3x+4y+1 sa kolejnymi

wyrazami ciagu arytmetycznego, wiec x+y + 3x+4y+1=2dx—y). Stad Dax-Ty=1.

Liczby 4x—y, 3x+dy+1, 9x—4y+1 sakolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, wige dx—y + 9x—dy+1=203x+4y+1).

Stad @ 7x—13y = 1. Rozwiazaniem ukladu réwnatt @ i @ jest para liczb x=2, y=1.

h) Jeslix=2i y=1, to pierwszy wyraz ciagu jest :éwny 3, a drugi réwny jest 7. Zatem réznica tego ciagu jest liczba r=7 -3 =4. Suman
2ay +(n-Dr 2:3+(n-1)4

=T

dodatnie n speiniaja nieréwnosé 2%+ 1>20100. Nieréwnosé 2n* + n —20100 >0 spetniaja liczby n € (~oo; —100,5) L (100; =), wice liczbami

catkowitymi dodatimi speiniajacymi tg nieréwnosé sa 101, 102, 103, ... . Zatem nalezy wzia¢ co najmniej 101 wyrazdw ciagu.

poczatkowych wyrazéw ciagu okreslona jest wzorem S, = n=2n?+n Sprawdzamy, jakie liczby catkowite

32, ayay=23, r=-4, a,=—4n+27, b)n=24; ¢)-15150. 33. 14128,

Rozwiazanie. 1 SPOSOB. R6wnosé a,+ a1 =51~ 1 zachodzi dla kazdej liczby catkowitej dodatniej 1, wigc w szczegdinosci jest prawdziwa
dlan=1in=2. Jedlin=1, 10 mamy ay+a=5-1~1=4. a;a=a+r, wigc 2@ +r= 4. Jedli n=2, to mamy a;+a;=52—1=9. a;=a+2r, wiec
) 2al +r=4
2a,+3r=9. Ouzymatismy ukiad réwnan
2a, +3r=9

Zatem a,=a,+(n—1r=075+{n-1)-2,5=2,3n-1,75.

Il SPOSOB. Ciag (ay,) jest arytmetyczny, Wit ., =a1+ (n=Dr, gpei=ay+nr. dytay=a+@-— Dr + ay+nr = 2rn+2a,~r. Dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n zachodzg réwnoscl @y + @+ =2m +2a1—1 1 Gutaaer =50 -1, zatem 2r=5i2a—r=-1 Stad r=2,51 a;=0,75.
Znajac a1 r, mozemy poda¢ wzdr ciagu {a,): an=2,5n-1,75.

, ktérego rozwiazaniem jest para liczb r=2,5 fai= 0,75.

35. Od ay do az.
Rozwigzanie. Ozn. @y, Qx4 1, ..., Gkwo — SUMOWENE WYTAZY.
Rézmica ciagu (a,) jest réwna 2. Liczby @y, e, ..., Qe+o tWOIZ ciag arytmetyczny 0 t6znicy 2, zatem

+ N a, + a,+ 9.2
At aar oo+ A=k 2“”-10: % 10= (a,+9)-10=310.

Stad g, =22. ay=2k—6=22, wigc k=14. Zsumowano Wyrazy @, dis, ... @s.
36. 165.

37. Zpigwmastu.

Rozwiazanie. Ciag (a.) ma nieparzysta liczbg wyrazéw, wige liczba wyrazéw o nieparzystych numerach jest o | wigksza od liczby wyrazéw
o numerach parzystych. Jesli k oznacza liczbg wyrazéw o numerach parzystych, to wtedy k+ 1 jest liczba wyrazéw o numerach nieparzystych,
a 2k+1 liczba wszystkich wyrazéw ciagu (a.)-

Wiemy, z¢ @ E%M- (2k +1)=165. Wyrazy o nieparzystych numerach tworza ciag arytmetyczny, kirego pierwszym wyrazem jest ai,

G Hopy _ 165
2 2k+1"

N . . - 2} Ay taoga < ‘i B
a ostatnim jest ostatni wyraz ciagu (a,), czyl wyraz as . . Zatem ‘Z—»(k+l)=88. Z réwnosci mamy

Po podstawieniu do réwnosci & otrzymujemy réwnanie ll?il -(k+1)=88. Stad wyznaczamy k=7 Ciag (a,) sktada sie z 2k + 1 wyrazéw,

2
czyli z pigmastu wyrazéw.

38. 7Z pietnastu wyrazéw (wzigto pigé wyrazéw).

39. a)27cm, b)5 m45cm, c)44 stopnie

Rozwiazanie, Wysokosci stopni tworza skonczony ciag arytmetyczny (a,) 0 réznicy r=-0,5, w ktérym a,=32.

a) Obliczamy wysokosé jedenastego stopnia: an=ai+10r= 32+410-(=0,5) =27 (cm).

b) Wysokosé w, na ktdrej znajduje si¢ powierzchnia dwudziestego stopnia jest réwna sumie wysokosci dwudziestu poczatkowych schodow.

Zatem w=Sy= LG +(§0—1).r 20= 2-32+(202_1)A<_0’5) 20=545 (cm). c¢) n - liczba schoddw. Suma wysokosci wszystkich schodéw wynOSi

935 cm. Snzwm =935. Otrzymane réwnanie sprowadzamy do postaci 2%~ 129n+3740=0. Rozwiazaniami tego rdwnania si
ficzby m=44 i m=85. Jesli n=85, to 32+(85 - 1)(-0,5) <0, zatem schody maja 44 stopni.

0)590 4, ey llm. A1, Po 2 latach i 7 miesiacach.

42, a) Siedemdziesiat;

b) Od 1217 do 1310; ¢} w trzynastym. 43, 15rat, 140zt
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44, 207 m.

45. a) Pierwsza rata: 1400 z4, druga rata: 1387,50 2t;  b) 1262,50 zt; c) 975 zt; d) 6,5 %.
Rozwiazanie. O ¢ i 1 i §é i 1esi )] 6
g :\C ane procentowanie kredytu wynosi 12%, wigc wysoko$é odsetek naliczanych w danym miesiacu jest réwaa 1% kwory pozostajacej

a) Wysokosé pierwszej raty: % . 15000+1—(‘m~- 15000 =1250+150 =1400 (zb).
 Wysokos¢ drugie raty: 715'15°°°+T(1:o" (15000 —1250) = 1387,50 (zh).
b} Po jedenastu miesiacach pozostato do sptacenia %-15000 =1250 (z8), wysokos¢ ostatniej raty jest réwna: 1250-}—%4 1250 =1262.5 (zb)
2 100 : :

¢) Co miesiac kwota pozostajaca do splacenia zmniejszata sig o é<15000=1250 (zf). Zatem kwoty pozostajace do sptacenia w kolejnych

miesiacach tworzyly ciag arytmetyczay, ktérego pierwszy wyraz jest réwny 15000, a rézmica —1250. Eaczna kwota odsetek byla wiec réwna

1., 2-15000+ 12 -1)- (~1250) _
w -12=975 (zh).

d) Laczna kwota odsetek stanowita lggg G -100% = 6,5% pozyczonej kwoty.

46, x=—1.

Rozwiazanie. Liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny, wige a+c=2b. Wiemy, ze a+c+b=24. Zatem 2b+b=24, stad b=8. Liczba -0,2 jest

ferwiastki =ax’ fec La-8¢c= iazani Swnati i j
pies em réjmianu y =ax®+ 8x +¢, wiec 25475 +c¢=0. Rozwiazaniem uktadu réwnan a+25¢ =40 i a+c=16 jest para liczb a=15

i e=1. Iloczyn pierwiastkéw tréjmianu jest réwna < =-=—=2.x,, stad xp= ~=-
pi Al St xdwna 5 X, 3
47. m=0;5

48. 1.

Ro'zwiazanig.. Fuulfcja g dla kazdej wartosci parametru /m ma dwa miejsca zerowe (A=4+m’>0 dla kazdej liczby meR).
@ 1 @y 53 miejscami zerowymi funkcji g, wige a1+ ay= a1+ ay+ r=-2 (skorzystalismy ze wzoru Viete'a na sume pierwiastkdw tréjmianu kwa-
dratowego). Suma jedenastu poczatkowych wyrazéw ciagu (a.) jest réwna -zalzﬂdlz 88.

Rozwigzaniem ukladu réwnaf 2a;+r=-2 { a;+5r=8 jest para liczb y=—21r=2.

Liczba a, jest miejscem zetowym funkeji g, wiee g(=2)=4~4 —m*=0. Stad m=0. Najmniejsza wartosé funkeji g1 yw=— 4:’1'2 =-1.

49. Funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo; 5) i rosnaca w przedziale (5; +oo).

50. ay=40, Sy=420.

Rf:zwiazanie, Zalozenia: a-4>0 { a>0 i ¢*>0, wszystkie zalozenia spetniaja liczby a>4.

Liczby .1.:, ) z’tworzq ciag arytmetyczny, wige % 2y =x +z. 2y =2loga2a=2(log,2 +log,a) = 2+log,a% zasx +z=log;(a—4) + log,d®.
Zf!tem 16wnosé * mozemy zapisaé w postaci 2=logz(a~4). Stad a—4=22, wiec a=8 (a=8§ spetnia warunek a>4).

Pierwszy wyraz ciagu jest réwny log (8 —4)=2, drugi wyraz ciagn réwny jest log ;2.8 = 4, wigc réznica ciagu jest liczba 2.

Dwudziesty wyraz ciagn: 2+ (20— 1)2 = 40. Suma dwudziestu poczatkowych wyrazdw ciagu: 2—’”;Q-20=420.

51. Mniejsza o 600.

52, xe (-1:3).

R??W-iqzaf\ie‘ Ciag jest arytmetyczay, wige 3x+2y+1 ~(x+y) = 2+ 5x+ dy—(3x+2y+1). Stad y=—2>+2.
Rﬁmlf:ﬂ clagu r= 3x+2y+1 ~(x+y) =2+ y+ 1 =—1*+2x+3. Clag arytmetyczny jest rosnacy, gdy »>0.
Rozwiazaniami nierdwnosci —~x*+2x+3>0 sg liczby xe (-1;3).

53. a)as=7; b)19700.
:;Zwiazanie_ a) Ss=ai+gtaytastas, Se=a+a+a3+as, witcas=S55— Ss=25-10~(16—-8)=7.
a=S1=-1, ay=8 - § =0~(-1)= 1. Obliczamy réznice ciagu (@.): r=a —a; = 2. Liczby aj, as,
2(=1)+Q00-1)-4
2

.., Gy tworza ciag arytmetyczny,

t6Znica tego ciagu jest réwna 27, czyli4. Zatem suma wyrazéw tego ciagu jest réwna -100=19700.

54,

Rozwi. i . .
sozw:qzame. z/:-1) Sp=ar+a +ap- i+ @y a=8 =12, a dla kazdej liczby naturalnej 122 zachodzi réwnosé @, = Sp~Su-1-
..'.\ =2(n~1)" - 14(n—1)=2n"~ 18n+ 16, wigc dia kazdej liczby naturalnej n22 a,=2n*-ld4n — (2r°—-18n+16) = 4n—16.
iemy, 19 5 . o -
M 2. Zatem ciag (@) dla kazdej liczby catkowitej

N s Z?j a=-12, sprawdzamy, CZy WIOK a, ~ $n— 10 jest prawdziwy dlan=1: 4.1~ 16
a~ okreslony jest wzorem a,=4r ~16. Badamy, czy ciag (a,) jest arytmetyczny: dla kazdej liczby calkowitej n2 1 rézmica
1417 8y = 4(n+ 1)~ 16 — (4n - 16) = 4, wigc (a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy 4.
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56. a,=2n-3.

57. me {12; +oo). ,
Wskazowka., Wykaz, ze jesli a>0, to a” +—(F—224
58. Szukanymi wyrazami sa liczby 61 5.

Wskazowka aﬁ_\_l —a?= (@pst ) @n+1 + an) = r2a,+1) =-11, gdzie r jest rémica ciagu (an).
: T n

59.

Ri g g wi S A= + v, 0 Sci. y otrzymaé, nie wyste-
ozwiazanie. Ciag log . x, log,,x, log , x jest arytmetyczny, wigC 2log ,, x=log ;x+ log , x. W réwnosci, ktéra marm
N g y

puje x. Liczby x pozbedziemy si¢’ dzielac obie strony réwnania 2log ,,, x=1og x+log , x przez log , x (moZem dzieli¢ przez log , x, bo x#1,

i 108 Sk S n 8 it ( y dzielié przez 10g ,, X, bo x
wiec log ,, x#0) i korzystajac z rw. 0 zamianie podstawy logarytmu. Dostaniemy wtedy réwnosé 2=log  m+log, m. Stad log, m=2~log,m.
Wi ystay d. Ty d 2

. e 2 logpm 2 logym
Korzystajac z def. logarytmu, otrzymujemy rownosc 7 kM =m. Stad n =m-n .

I log;, m tog,, m
m=k log. m, wiec n2 = m~nlogk e - (ORI
éo. 2 Hz +Cl
Rozwigzanie, Wiemy, ze b*= 5 1 ‘ ,
Aby wykazac, ze liczby —bi_—, ﬁ, ﬁ tworza ciag arytmetycziy, wystarczy pokazaé, ze EZ*ZIE ==
? ¢ :

2(2b+a+c) 2(2b+a+c)

22btatc) 12
ot e T = = 2 = Tiob(ate)  a+oNatc+2h)  atc’
bic at+b  (breatb)  p2iactabbe g%iﬂw_mbwc a2 +c+2ac+2ab+2bc  (a+c) (a+c)

1 atbtbie 2btate 2btatc

61.
Wskazéwka. Zauwaz, ze

Ay

: ! 26003+ ¥6)
62. a) 76" b) 13@«[@] .o ss=—+(9+—.

63. a) lloraz: —%; b)u6=—%; c) dziewigd wyrazéw.

. . 1
2 1 =1 =-L1 il byl réwny . o (a.) byiby
Rozwigzanie. az=aig*=48¢". Wiemy, ze 48=48g"+36. Siad = &, zatem g =3 lub g =~ Gdyby iloraz q by: y % 5

; |
ciagiem rosnacym (wiec bytby ciagiem monotonicznym). Zatem g= 5

64 a,=54-{2) 7" )

i P16 =2 =; Jesli =~2,' to ciag (a,) nie jest monotoniczny, wige it
Rozwiazanie, g — iloraz ciagu (@.). uA:azqz, wige g =ge=g. Stad g= 3 lub ¢ 3 esh g 5

. oyt
j jac i i pi ! isujemy wzor ciagu (a.): an= 34-(—] .
q= % 7 réwnosci ay = ayq otrzymujemy @, =54. Znajac iloraz 1 pierwszy wyraz ciagu, zapisujemy agu (an, 3
2 2
65. a)aFE; b)an=‘8—1«3".

bty a\=7)a;)=28‘ Pt 2 222 052 = 3,59, ays ;=352 =3522" Dlakazdej liczby catkowitej dodatnie #
Rozwiazanie, ay=2 274 = 2 2" +0, 5:2

! =2. Tloraz dwéch kolejnych wyrazéw ciagu (a,) jest staly, wige ciag jest geometryczuy.

mamy:

oo i i i , 20 i Entl g stata wartosé dla kazdej liczby n € Cr
Rozwiazanie, Ozn. g, — iloraz ciagu (aa). g~ iloraz ciagu (b,). Musimy wykazaé, e iloraz o ma statg

H Cny) _,_._Va"q“b"qbz Budabudy. =./qaqp . wiec (c,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie ﬁ:q:'
Cos1=A{an 41" On+1 = Onda Ondp- o Jl—lu'—b- 20D a
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68. a)8;  h) 512

69. 2.

Rozwiazanle. g - iloraz ciagu (a.). as-as-a) =aig* ag*- aig® = (@) 4" = (@1g°)* = (ae)’ = 64. Stad ag=4. @, +ag=4,125, wiee a,=0,125.

70. -2560.

s . . s g s . A . Qpe T4 s .
Rozwiazanie. Wiemy, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej »n zachodzi réwnosé a, =¢12-L*2—. Jesli g jest ilorazem ciagu (a,), to

2

wd Dzielac obie strony tej nieréwnosci przez a, (mozemy dzieli¢ przez a,, bo a,#0) i mnozae
przez 2, otrzymatjemy réwnanie kwadratowe ¢*+g=2, kiérego rozwigzaniami sq liczby ¢,=-2 1 ¢,=1.
Jesli g=1, to (an) jest ciagiem stalym, wiec jest ciagiem arytmetyczoym o réznicy réwnej 0. Zatem g=-2.
Obliczamy dziesiaty wyraz ciagu (a,): ap=a1g’ =5-(~2)° =-5-512 = ~2560.

. N a,-
Gn+1=0n'q 1 Gne2=ay-q". Zatem a,=

71. 1,5,

72. 640000 zt.
Rozwigzanie. ¢ ~ cena nowego urzadzenia. Wartos¢ urzadzenia po uplywie kolejnych lat, to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego o ilorazie

g=0.5, ktdrego pierwszy wyraz réwny jest c. Wartosé urzadzenia po siedmiu latach jest dsmym wyrazem tego clagu, zatem ¢ -(0,5)” = 5000.
Stad ¢ =5000-2" = 5000- 128 = 640 000 (z3).

73. a)80zt70gr; b} 0 34%; ¢} 0 52%. 74. a)75z  b)z dziewieciu etapSw.

75. a=126,b=216.

Rozwiazanie. p, 2p, 4p — pierwiastki wielomianu W(x). W(x)= (x—p)(x—2p) (x—dp) = — Tpx*+ 1dpx ~8p°.
Wielomiany x* - 7px* + 1dp*x - 89" 1 ¥ +21e+ ax+b sa réwne, zatem -Ip=21, l4p*=a i -8p*=b.

Stad otrzymujemy: p=-3, a=14.9=126, b=-8.(-27)=216.

76. a=2,c=18 lub a=18, c=2.

77. a= %zt +2k7 lub o= -%n +2k7, gdzie ke C (cosa=-0,5).

78. a=% +km, gdzie ke C.
Rozwiazanie. Znajdziemy te liczby o, dla ktérych zachodzi réwnosé sin®a= tga- cos’x Réwnosé tg sprowadzamy do postaci
sino(sine — cos@) = 0, gdzie ¢§ +km ke C. Zatem sing=0 b sina=cose, gdzie #% +kr (ke C). Rozwiazaniami réwnania

sine=0 sa Hezby o= kr, gdzie ke C. Gdy a=kz(ke C), to otrzymamy ciag (0, 0, 1), kedry nie jest geometryczny: Dzielac obie strony réw-
nania siner = cos o przez cosa (mozemy dzielié preez cosa, bo a# % k7 gdzie ke C, wige cosar=0), orzymujemy réwnosé tgar= 1, ktdra, spel-

niaja liczby o= {%«rkn; gdzie ke C. Gdy a=% +km, gdzie ke C, to wyrazy ciaga sa rézme od zera, wige ciag jest geometryczny.

80. =IOﬁ lub :10—‘/2_.
4 P

82 z=1 lub x=s.

i & !
Rozwiazanie. a=l+log,3=log,2+log,3 =log.6. logs6= 08,6 _ log, 6

ec 0= L logs 624 : -
Tog, 8 3 Wiee c== logg 6 o log, 6. Dane liczby sa kolejnymi

Wyrazami ciagu geome&yczuego wtedy i tylko wiedy, gdy ac=4%, czyli wtedy, gdy % log,6- %logz 6= (logx36)2,

logp 36 _2loga6 . .. : L . 2log, 6432
ac=| .4 =2 2 p= =220 206 #* mo? 2 22 2°Y2,
0g,6 3 log, 6 (§log; 6)°, b=log 36 Togsx ~ Togyx " Réwnosé % mozemy wigc zapisaé w postaci (Flog; 6) ( Tog, )
2 2 _(2logy 6y . P 2log, 6 2 2log, 6 .
1 = (£2820 X 2 = 2logy 2 = 2logy . - 3.
(3 0g, 6)% = ( oz, 5 ) wtedy i tylko wtedy, gdy 5 log, 6 Tog, x lub 5 log, 6 Togsx Stad otrzymujemy: log,x=3 lub log,x=-3

Zatem x=8 lub x:-81—4

83.
Rozwiazanie, 34242 = ( /)2

=20 (3+243) =log (3+242)% =

I
2

2= (\461" 1)2 . Zatem b=lug {v

+ 1)7‘ =Zlog (v€+ 1y =2a. Sprawdzamy, czy c=2b:

log 17+ 12\/5) =¢. Wykazalismy, ze (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 2.
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84. aeRg=—% b aeRg=1.
85. 105.
: 3 e A ky_ —
Rozwiazanie. Si= l_‘q(l—q"), $ =I—i‘q—(l—qz")=———~k[i‘q(l—q"an"):sk-(qu )—Sv(l—{-q )#25. Stad ¢f=+4.
a4 VAT P B 3 A S U PO kX k 2’»‘): (144 +(g*)?)=5-0+ 4+16)=105.
53":1—q{1_‘1 )_T—_q(l (@) )“1—(1(1 g frat +g =S, (Hq (@ )) ¢ )
86. 4razy.
= (S310
88. 1=($).

1+2+..+19 20 190
=(@)"q .

. 2 19 20
Rozwiazanie, g —ilorazciggu. I=a-ag-aq ... -aq =(m)" g

19, 18, 17 1
2 19 2 19 _ 1.1 .1 %124+IZ+Q+---_
@ S=atagrag +..rag =ar(l+grg+..+q), @T= a +‘11‘1 ad +on Py nd®
v_S - : S a4 @) g%=5
Z® l+g+q+...+q =2, podstawiajac do @, otrzymujemy T=W’ astad (@)”q =%
1 1)° -
19940 10
I=@)® ¢ = [ ¢"1°= ().
() st £
9. 5, (= DTl
89. S.(x) T
90. a) 1941, 1454, 9625  b) 162, 108, 72 lub -162, 108, -72.
Rozwiazanie, b) g — iloraz pigciowyrazowego ciagu geometrycznego (a,), W ktérym a; =243 i as=48. .,
2 - 48 16 (2y Rg ie g =(2)* iajg li - §li g= =<, to liczbami, ktére wraz z danymi
Zatem 48 = 243¢". Stad q =W=§I‘(T) . Réwnanie ¢ 4(3) spetniaja liezby 5 i —%. Jedlig=1 y

. 2 2 : 2 g2 . Lk { beda two.
beda tworzyly ciag geometryczne, sa 2434?= 162, 162-3—108 i 108»—3-—72. Jesli g= 3 to liczbami, ktdre wraz z danymi beda two.

P 2
rzyly ciag geometryczne, sa 243- (—~—§~) =-162, —162- (—%) =108 i 108-(-3) =72

91, ay=4 (gdy x=1) lub as=9 {gdy x=2). 92. a) conajmniej 21 wyrazéw;  b) czwarty wyraz.

93. a) 4lata. b) Zadwalata.

94. (-2, 1, 4) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy 3. (1, =2, 4) jest ciagiem geomewycznym o ilorazie —2.
95, x=2,y=1.

96. 2, 10, 18. ) ) o o
Rozwiazanie. a — pierwsza liczba, Sa — druga liczba. Szukane liczby tworza cigg arytmetyczny o réznicy Sa—a, w1qcltm>;cm liczba jest row?m
9a. Liczby a, 5a—4, 9a tworza ciag geometryczny, zatem (5a —4)*=9a> Otrzymane réwnanie sprowadzzulny do postaci 2a” — 5a-+2=0, rozwia-
zaniami tego réwnania s liczby a;=0,5 1 a=2. Liczby a, 5a, 9a sa catkowite, wigc a=2. Zatem szukane liczby, to 2, 10, 18,

97. 3,6,9.

98. 3.

Rozwiazanie, ay=2+2r, ay=2+6r, ay=2+ 16r, gdzie r jest réznicq ciage (an). ) ) ) o

Ciag (a3, ar, a7) jest geometryczny, wige (2+6r)>=(2+2r)(2+167). Otrzymane réwnanie sprowadzamy r.io postaci *~3r=0, Fo?wla;ﬂmﬂﬂ“)
tego réwnania sq liczby 0 i 3. Gdy r=0, to ciag arytmetyczny jest staty, a gdy r=3, to ciag arytmetyczay jest rosnacy. Zatem rézmica ciagu (ds

jestréwna 3.

99. 31,31,31 lub 3,15,75.

Rozwigzanie. a, a+r, a+6r— szukane liczby (r jest réznica ciagn arytmetycznega).

Liczby te tworzg ciag geometryczny, wiec (a+r?=ala+6r). Stad orzymujemy réwnosé r(r—4a) = 0, z’a'tem r=01lub r=4a:
Wiemy, ze 3a + 7r=93. Jesh r=0, to mamy réwnosé 3a=93, wigc a=31. Jesli r=4a, to mamy réwnosé 3a + 7-da = 93, wiec a=3.

Zatem szukanymi tréjkami liczb s 31,31, 31 oraz 3,15,75.

100. a,=2n-35,ne {1,2,....16}. 103. 81.
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104, a=18, b=4, c=-10, d=25.

Rozwiazanie. Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, a suma tych liczb wynosi 12, wigc a+c=2b i a+c+b=12. Stad
2b+b=12, zatem b=4,

Liczby 4, ¢, d s kolejnymi wyrazami ciagn geometrycznego, a suma tych liczb jest réwna 19, wige ¢*=4d | 4+c¢+d=19. Uklad réwnan
o =da
d=15-¢

Znajac liczby b i ¢, znajdujemy a: a=2b—c = 18,

spetniaja pary (c, d) = (~10,25) i (c, d) = (6, 9). Ciag geometryczny nie jest monotoniczny, wiec c=—10 i d=25.

105. Réznica ciagu (a): 3. loraz ciagu (b,): 2.

107, g=4, me (-202; 2042).
Rozwiazanie. a, a+2r, a+ 10r ~ pierwszy, trzeci i jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego o réznicy r 0. Liczby te sg kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, wiec (a+2r)*=a(a+ 10r). Stad otrzymujemy 2r=3a. Wyznaczamy iloraz ciagu geometrycznego:

_a+2r —at3a
g a a

me (-2042; 20/2).

2y
=4. Najmniejsza warto$é funkcji f: yy= ;_Al = _ﬂLIii = —%mz +4. Nierdwnosé —4m? +4 >-196 spetniaja liczby

108. Suma wyrazéw ciagu arytmetycznego jest nie mniejsza od sumy wyrazéw ciagu geometrycznego. Sumy sa réwne, gdy ciagi sq state.
Rozwiqzanie. a, x, b — ciag arytmetyczny, a,y, b — ciag geometryczny. Aby poréwna¢ sumy wyrazéw obu ciagéw, musimy poréwnaé ich

srodkowe wyrazy. Wiemy, ze x= a;—b i y*=ab. Liczby a, b, y sa dodatnie, wiec y={ab.

2 2 _I?
Badamy znak réznicy x—y: i{fl —~ab = ) +(€) 2lab = (a 2“’) >0,

x~y 20, wigc x2y. Zatem suma ciagu arytmetycznego jest
niemniejsza niz suma ciagu geometrycznego, przy czym sumy te s réwne wtedy, gdy a=b, czyli, gdy ciagi s state.

109. 2475,

Rozwiazanie. Jest 45 dwucyfrowych liczb nieparzystych (jest 30 liczb nieparzystych mniejszych od 100, w tym 5 liczb nieparzystych jednocy-
_ frowych), najmniejsza z nich jest 11, a najwigksza 99. Liczby te tworza ciag arytmetyczny, zatem Sis = %AS =553-45=2475.
110. &) a0 = 108;

b) 2, = 1008 - 9n; ) Sy = 17442,

111, 11325,

Wskazéwka. Liczby te tworza ciag arytmetyczny o réznicy 4, w ktdrym pierwszy wyraz réwny jest 3.

112, ,=6, a,y=231. 113, 180.

114, Siédmy.

115, a)672400; b)24500475; c) 14400=13+22+3 ¢, . +15°, 116. 4000 3.

17, 19,3%. 118, a)iSkt  bjoldha ¢ 17ha i 27ha
9. a) 840w’  b) po trzynastu dniach.

Rozwiazanie. Tlosci doprowadzanej kazdego dnia wody tworza ciag arytmetyczny o réznicy 2 (). Zatem ilosé wody doprowadzonej w ciagu

. . 2-25+(n—1)-2 .
7 dni jest réwna —#—'n, czyli n+24n (m®). W ciagu # dni ubywa 50n (m?).
Tos¢ wody V, po n dniach jest réwna 1000+ n*+24s — 50n, czyli V,=n"—26n-+1000.
a) Tlosé wody w basenie po 10 dniach: Vo= 10— 2610+ 1000 = 840 (m?).

b} Tréjmian 1%~ 260+ 1000 najmniejsza wartosé osiaga dlan= ~—f— =13. Zatem najmniej wody w basenie bedzie po trzynastu dniach.

120, Jeden wyraz. 121, a) a1p=23. b) S,=a(n+4).

122, y=—70,

Wskazovika, Dla kazdej liczby rzeczywistej x ciag %’ xbl x4 jest ciagiem arytmetycznym.

x+200
30 33
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123. n=7.
Rozwiazanie. Liczby n, n+1, n+2, ..., 3n, 3n+1 tworza ciag arymmetyczny. Liczba wyrazow tego ciagl jest réwna 2n-+2.

nt 3n-rl

Zatem n+(+1)+(n+2)+ ... +3n+Gn+ )= <(2n+2) =4n*+5n+4=232. Stad otrzymujemy n=7.

124. Ciag rosnacy.

125. sina-cosa=-042.

sina +cosx ]
2

Rozwiazanie. Dane liczby tworza ciag arytmetyczny, wiec =3 Stad (sina+cosa)2=~2%

(sina-+cos o) =1+2sin@-cose, zatem sina-cosa= -0,42.
3
126. sing+cosa=-— ﬁ

127. 1250w
Rozwiazanie, Miejscami zerowymi funkeji f sa liczby x =%+k7r, gdzie ke C, wigc kolejne miejsca zerowe s3 kolejnymi wyrazami ciagu

tmetyczrego. Do przedziatu (0; 50m) nalezy pigédziesiat miejsc zerowych funkeji f, najmniejszym z nich jest liczba £ a najwigkszym
ary p } ) Y.

z Z
T+ —2—+49l[
2

%4— 497z, Obliczamy sume miejsc zerowych nalezacych do przedziatu (0; 50m): Sso= -50=257z-50=12507.

128. 25257 (Rozwiazania réwnania: x=k-%, gdzie ke ).

129. 25.
3z

Wskazowka. Jesli n jest liczba parzysts, to sin(% +n7r) = sin%, Jedli n jest liczba nieparzysta, to sin(%-% nr)= sm—-——.

1025
130. 024"

181, f(k)=1,5k(k+3).

Rozwigzanie. Znajdujemy pierwiastki trgjmiany x* - Jkx +2K —k—~1: &= O — 4R —k—1) = P+ dk+4 = (k+2), k>-2, wigcA>0
i A =k+2, m=k-1, n=2k+1l. x < dlakazdego k>~2, wigc nieréwnosé x — 3kx-+2k* —k—1 0 spelniaja liczby x € (k— 15 2k+1).
Liczbami catkowitymi nalezacymi do przedziatu sa liczby k— 1, &, ... , 2k, 2k+1. Mamy k+3 liczby, ktére tworza ciag arytmetyczny.

Zatem (k—1)+k+, ..., +2k+2k+ )= —k—ﬁ—l— k+3== -k(k+3). Funkcja f okreslona jest wzorem fky=1,5k(k+3).

182, b)pe (w03 ~3)U(0;3).

133, a={3+L.

0,5
Rozwigzanie. a,.,= 310g9 an _g0logy dn glogs (@n)

= (a,,)o'5 . Aby obliczy¢ trzeci wyraz ciagu (a,), musimy najpierw obliczy¢ dmgi

wyraz lego ciagu: a= (a1 = 2(2+r) a3= (az)o'5 =(4+ 2\6)0’5 = (3+2ﬁ+ 1)0‘5 = [(J§+1)2]0’5 ={3+1.

134, 47
Rozwiazanie, (b,) jest ciagiem geometrycznym, wige iloraz g= ;‘“' dla kazdej liczby ne C, ma stala wartosé.
n
b 3ag4 +3 = - - o1 . . ;
= ;’"l =3—Z++—5—= 438n1 380 43(@ns1=n) = 64901~ 0n | Wiec T6Znica a, . 1 - @, ma stala wartosé, a to oznacza, Ze ciag (a,) jest arytme- ..
n 470 ;

tyczny. Jedli (a.) jest ciggiem arytmetyczaym, fo pigciowyrazowe ciagi a1, as, as, az, Qs i as, as, Qs, s, dio OWHieZ 53 arytmetyczae.

a +a ay+a; +8r +a ay+r + ay+9r -
Zatem a; +as+ ds+ay+dg =-1Tg-»5:—1—21—-5= (ay +47r)-5=20, ag+ﬂ4+a5+ﬂg+ﬂm—2—,"0"5 ‘—21——— 5= (m+5r)5=15%
gdzie r jest réznica ciagu (a,). Otrzymalismy uklad réwnaf a;+4r=4 1 a +5r=3, kiérego rozwiazaniem jest para liczb a;=8, r =—1. loraz :

ciagu (by) g= 64%m1 ™ =647 =647

135, k=4.

Wskazéwka., (a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy 4, ktdrego wszystkie wyrazy sa liczbami catkowitymi. Wykaz, ze wér6d trzech kolej- -

nych wyrazow ciagu (as) jest wyraz podzielny przez 3.

W ttjkacie AMK i =cos60°, wigcd=2x =%aA
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PLANIMETRIA
186, 1234cm. 137, 10°. 138. £BACI=70° |£ABCi=35° 1ZACBI=75°
139. a)335,5; b) J122. R
Rozwiazanie, a) Pole wGjkata P=%- 61-11=13355.
b) Z tw. Pitagorasa dla tréjkata APC: y*+ li1=612. Stad y=60. IBCi=x+60=61, wigc x=1. 61 {

Z tw. Pitagorasa dla trjkata ABP: a*=11%+12 Stad a= v122.

140. a) (D) Sa, () niesa;  b) jest tylko jeden taki tréjkar: 3,4, 5;  c) 84, 85.
141. 10. 143. 30°, 60°, 90°.

144, tg15°=2~ 3.

145. a) 9124, b) 3.

Rozwiazanie. a) Z nw. Pimgarasa dla tréjkata AMC: (3x)*+ (4x)* = 15% Stad mamy x=3,
Zatem |ABI=24 i IACl=

b) Srodkiem cigzkodci trolkqta Jjest punkt wspdlay jego srodkowych. |sml=5 (bo punkr
S dzieli kazdq Srodkowq na odcinki o stosunku diugosci 1 :2). Tréjkaty LMS i AMC sa

podobne, wigc IAdCI =%. Stad otrzymujemy d=3.

148. ﬁ
2

Rozwiazanie. Obwdd tréjkata jest réwny 9, wiec bok ma diugosé 3. Tréjkat LBK jest
potowa tréjkata réwnobocznego o boku 2, zatem ILBi=1 i IKLi= «/5 tga= 1K) _ 43

An~ 2
147. L
J5
148, Lay7.
149. Podstawa: 2r . Ramig: r

L amig: = —.

tg(45°~ L) tg(45° - La)sine

Rozwiazanie. |ZABCI=90° - ¢, § jest punktem przeciceia dwusiecznych katéw wéjkata,

wige LZABS|=45° — %m L otg(45°— Lo, stadam—F .
a 2 1g(45° -1 ar)

Zatem UBl=— 27 =sing, wiee b= - r
< . ec b= = =ACI=IBCl.
tg(45° ~ 42 b sin a t(45° _La) sine 1

150. 0,8.
151, 3(24/3+3).

152, 2
2 36

Rozwiazanie. ILDI= L ICD[—

o -
@ 2h=(q-x)3. Rozwiazaniem ukladu réwnar @ i @ jest para liczh \::é—a i h=d3
Jesty : 3
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153. {15

Rozwiazanie. a — diugosé podstawy, 2a — dlugo$é ramienia. Wyznaczamy diugosé h wysokosci réjkata poprowadzonej do podstawy, korzy-

. 2 F
stajac z ow. Pitagorasa: 1*=(2a)’~ 0,50y = %al, stad h=-2=a. Pole tGjkata: P= %ah = %a . %a = @a =25, Stada= ﬂ

< +
Wyznaczamy diugosé r promienia okregu wpisanego w trdjkat: P=ir(2a +2a+a)= %r -5a =25, stad rEo= s,

154, 243,

Rozwiazanie. Punkt § jest stodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, wige odeinki SC1 5B
s3 promiemiarmi tego okrggu. Zatem |sBl=5x.

Z tw. Pitagorasa dia trjkata PBS (3x)*+22=(5x)% Stad x=0,5,a [ PC| =8x=4.

Z 1w, Pitagorasa dla téjkata PBC b2=4%+2% Stad b= 2{5.

155. 30°, 60°, 90°.

156, ) 205 ) 16415 .
5 15 :
Rozwiazanie. /i —dlugo$¢ wysokosci poprowadzonej do podstawy.

W +2%=8% stad h=2415. Obliczamy pole tdikata ABC: P=1-4-2{{5 = 4{I5.

a) Skorzystamy ze wzoru na pole tréjkata P = %r(a +b+c¢), gdzie r jest dlugoscia promienia okregu wpisanego w réjkat.
5 =Lr4+2-8), sad r :2—/5134

b} Skorzystamy ze wzoru na pole tréjkata P = “"—%, gdzie R jest dugoscia promienia okregu opisanego na tréjkacie.

5=

4.8-8 _16
, stad R=-2.
ag A {15

157. 243,

Wskazdwki. | SPOSOB. Srodkowa wéjkata prostokamego poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest dwa razy krdtsza od przeciwprostokatme;.
1l SPOSOB. Skorzystaj z tw. o odeinku laczacym Srodki bokdw tréjkata.

NE)
158. BT
Rozwiazanie. a, b — dhugoéci przyprostokatnych, c - diugosé przeciwprostokatnej trdjkata prostokatnego.
2
Musimy obliczy¢ wartodé iloczynu %%, czyli warto§¢ wyrazenia i};«. Wiemy, ze zachodzi réwnosé Sé—ab =£ 4J>. Dzielac obie strony
<

ab A3

tej réwnosci przez %c‘z, otrzymujemy “-=-j&-.
2 c?

159, 2,% 160. 3243 -3).
161. L.
3
VPsing P o O o 180° -0
1g2. Psin@ - _ 2P i@ i _ ‘\
V2(sin&-+1) { simor 2 7 4 } c :
Rozwigzanis, P = %bz sine, stad b= % = sm%’-, zafem a = bsin% = Jsiznpa vsin%A
5 ir
1SPOSOB, P=Lr(2a+26)=r(a+b). Zatemr= _-P—ﬂ_—a“ﬁ
2 ing+p Gsing+D » .
I1SPOSOB. | £aBCl= 180:*0“ Srodek S okrggu wpisanego w twojkat jest punkiem przecigcia dwu-
. . ‘s . 5 _180°~
siecznych katéw tréjkata, wige #=0,5-1 ZABCl= Ta' F =
L=1gf, zatem r=agf= 4Sin%4tgL4_a«
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d? cos?(45° - &)

dcos(45% — %)
163. 2cosa(l —cosa) ——— 2"

[=tg%si.n2a 1. 164. Pole: , promiefi:

tgex sin 2

165. 2415.

Rozwigzanie. Oznaczenia: 2a, h, r, R — dlugosci odpowiednio podstawy, wysokoéci poprowadzonej do podstawy, promienia okregu wpisanego,
promienia okregu opisanego.

. Wyrazimy ri R w zaleznosci od a. A2+a’=(da)?, wige h= ay15. Pole wéjkata P:%-Za -ay15 =a2415.

Ze wzor6w na pole tréjkata P=—%r(a+b+c), P=% i zréwnosci P=a’ {15 otrzymujemy r=# i R:%.

Wiemy, ze adls ——-——a‘/ﬁ +
’ 5 3

i“T‘/S_E_ =11. Stad a=«/§, wigc podstawa ma dtugosé ZJE.

[
bsing bsingr
166. a) —‘hZ(sin%H)‘ ) sindg
Rozwiazanie, b) Tréjkat BCS jest rownoramienny, odcinek SC zawiera si¢ w dwusiecznej D,
kata ACB, wigc y=0,50a. f=180° - (a+7) =180°~ 1,5 Z rw. sinuséw dla tr6jkata BDC b b
b _ \DBI
sin(180° —1,5¢x) sina’
Stad | DBl=—-—fsine____ bsina
sin(180° ~1,5¢x)  sinla
4 B
s,
167. B

Wskazéwki. | SPOSOB. Skorzystaj z tw. sinuséw.  sin2er=sin(er+ &) = 2sinacose. Il SPOSOB. Dwusieczna kata ABC daieli tréjkat ABC na
dwa tr6jkaty, z ktdrych jeden jest rtéwnoramienny, a drugi jest podobny do tréjkata ABC.

169.

Rozwiazanie. Z nieréwnosci tréjkqramamy x+y>a 1 y+z>b i z+x>c. Dodajac
te nierGwnosci stronami otrzymujemy nieréwno$é 2x +2y +2z >a +b +¢, a po podzie-
leniu obu stron otrzymanej nierdwnosci przez 2, dostajemy x +y +2z>0,5(a +b +c).

170. tgACAD=—‘/2§-. Stosunek promieni: 1.

171. sinACAM=£ ﬂ

r sin/MAB=

172.

173,

sk

174, —R“f“) lub ~—-——mf“”,

Rozwigzanie. Ozn. ¢ - dlugodé uzeciego boku. & — miara kata tréjkata lezacego naprzeciwko boku o dhugosci RB.

Z tw, sinuséw %FZR. Stad sina:%, zatem a=60° lub a=120°.

Jezeli @=60°, to z tw, kosinuséw 3R =ct ¢ %RZ -2 —,l; R % Otrzymane réwnanie sprowadzamy do postaci 2 —cR —I—Z‘R2 =0.
Dodatnim rozwiazaniem tego réwnania jest ¢ :-R'('TNS‘R«,
Tezeli or=120°, 10 z tw, kosinusow 3R> =c* + %RZ -2¢- %R . (~%). Otrzymane réwnanie sprowadzamy do postaci 2%+ cR ~Lzl R?=0.

Dodatnim rozwiazaniem tego réwnania jest ¢ = =R+35R 43‘ER .

175. 1BCI=3.

Rozwiazanie, Oznaczenia: IBCl=2x, |ZABCl=2q.

Z tw. cosinus6w dla aGjkaia ABC: & 36=16+4x" - {6x- cosaL.

Ztw. cosinusow dla tréjkata ABA”: @ 10=16+x?—8x - coso..

Mnozac t6wnanie @ przez 2 i dodajac stronami otrzymane réwnanie i réwnanie €, dostajemy 32= 2x%. Stad 2x=8.
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176. .

Rozwiazanie. Tréjkaty ASC i SBC sa réwnoramienne, wigc maja réwne katy przy podstawie,
|ZASCI=180°-2a, |£BSCl=180°-25.

|ZASC|+1£BSCl=180° -2+ 180° —24=180°. Stad c+ ff=90°={£LACBI, wige tréjkat ABC
jest prostokamy.

177. V3.

Rozwiazanie. a, b — diugosci przyprostokamych, ¢ — dhugosé przeciwprostokatnej.  Wiemy, 2e atb= \/3—+ \E —-ciab=1
2 2ab = (3 +45) —cPo2l = (B +¥5)2 -2 (BB c+ci-2 Stad 2 (3445 -e= (B +d5P-2

6+ 2415 :2«/5(J5+«/§)_ﬁ
2+ 2@ B

Zatem ¢=

178.

Rozwiazanie. |{CB|=2R, gdzie R promien okregn opisanego na tréjkacie ABC.
AKBS = ABLS, wiec [KB|l = BLl=x, AMSC = ASLC, wigc IMC|=ILCl=y.
Zatem x+y=2R.  |ABl+|AC| =2r+x+y=2r+2R.

179. a) y:zx"_“f | X (2; +oo).

sin (l+tg €
180. 1+sino+cosc l:= —g—z—):l

&
g

181, 45°.
Wskazowka. Skorzystaj ze zwiazku migdzy miarami kagéw srodkowego i wpisanego opartych na tym samym hiku.

182. 0,6 lub 0,8.

183. 23p,
12

Rozwliazanie. a, b — dlugosci przyprostokamych, ¢ — diugos¢ przeciwprostokatne;.

Wiemy, 2e a +b=5k—c. Pole réjkata: P=03ab i P=0,5ch, stad ab=ch. ’=a’ +bi=(a+b)’~2ab=(5h ~c)t=2ch.
REWno§6 (5h — ¢ —2ch =¢* sprowadzamy do postact 25h*=12ch. Stad c= %h.

184. 3:10.

185. 30°, 60°, 90°.
Rozwiazanie, Tréjkat ASC jest réwnoramienny, wigc |KS|= %a. Odcinek CS zawiera sig w

h_05a
a

dwusiecznej kata KCB, zatem 5= =% (z twierdzenia o dwusiecznej kata trdjkata).

%=cos 20, stad 2c = 60°. Obliczenie miar katéw tréjkata jest teraz natychmiastowe:

| LZACB! =30=90°, | ZKAC| =90° - @=60°, | ZKBC|=90°~22=30°.

186. [b(a+b).

Wskazéwka. Poprowad? dwusieczna tego kata tréjkata, ktérego ramiona zawieraja boki o dlugosciach a i b. Uzasadnij, ze dwusieczna ta dzieli
dany tréjkata na dwa tréjkaty, z ktérych jeden jest réwnoramienny, a drugi jest podobny do danego.

187. 25:4. A 188. 12:5.
4 _ _ f3emrn? o _ Bnrp?
189. 3 190. Gdy me (0; 1), 10 tga_——’__(m«i&)(m—l)' Gdy me (1; +e9), to tg(x—~—~——-——-—(3m+l)(m~])_

191. \/E
5

Wskazéwka. Uzasadndj, ze odlegtosé punkmu P od boku AC jest réwna —;—{ BC, a od boku BC réwna jest %{ Act.

182, 5,7,9.

1ABl = AKI+ KL+ LBl = 3—x+2+x=5. ”
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194.

Rozwiazanie. a, a+p, a+2p — dlugosci bokéw tréjkata. r— diugosé promienia okregu wpisanego w tréjkat. P — pole téjkara.
1 N R | . . Y - i

P= > ra+a+r+a+2r)= —2—3r(a +r). P= %h(n +r), gdzie A jest wysokoicia poprowadzona do boku o dlugosci a +r.

Zatem A =3r, czyli r= % h.
3

195. 2 b £,
4 3

Rozwiazanie. a~r, a, a+r - dlugosci bokéw udjkata (r>0). Z nw. Pitagorasa (a—r)* +a*=(a+r). Stad a*—4ar=0. Dzielac obie strony

otrzymanego réwnania przez a, otrzymujemy a—4r =0, zatem a =4r.

Wyznaczamy tangens jednego z katéw ostrych: < sdror =

196. ﬁ,l‘
197. J6 -2.

Wskazéwka. Srodkowa poprowadzona do przeciwprostokatnej jest od niej dwa razy krétsza.
198. 255 cm’.

199, 9(/3+1).

Wskazéwki. 1. Z wierzchotka kata rozwartego réwnolegtoboku poprowadz wysokoé¢ do duzszego boku.
I1. Oblicz miare kata ostrego réwnolegtoboku.

343 . 37
200 == i = 201, 3i V1L 202. 2410, 2458.

203, 482. 204. 2)32; b) 42 i 4410

206, L.
T

207. 6. 4"\
Rozwiazanie. |ZKBC|=|£CDL|=g i |£BKC|=|4DCLI, wiec wéjkaty BKC o/ _a (o4
1DCL sa podobne.

4

2.4 =
Zatem Py Stad @ =6. @

208. Pole: 9\/5 Przekatna: 3\/5.

209. s, =
Rozwiazanie. Tréjkaty AKS i NAS sa przystajace, wigc IAK1 =3 ~x. Podobnie, Y/
2 przystawania odpowiednich tréjkatéw wnioskujemy, ze IDM] =x i ILBl = x. g ! L

210. |BD|=7

Rozwiazanie, |ZBCDI=180°—|£ABCl=60°. <
1SPOSOB, § jest punktem wspélnym dwusiecznych katéw tréjkata BCD, wiec T -
latwo uzasadnié, ze ASLC=ASCM, ASMD=ADKS, AKBS=ABLS. ) DA
Zatem ILCI=IMC, DM =IDKI, IKBI=ILBI. b :

o 2 .
W téjkacie SLC ﬁ =tg30°, wiec ILCI=3=|MCl. Wiemy, ze a+b=13.

4= DKI+KB| = IDMI+|BLt = a+b—(MCI+ILAYy =13-6=7. S
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1 SPOSOB. Wiemy, ze a+b=13. Z tw. kosinuséw dla tréjkata BCD: P=d® + bt = 2abcos60° =(a+b)* ~ 2ab-ab=13"~3ab. 221. 9.
g2 _42 D 4 C
Stad ab=1922_ Pole wéjkawa BCD: P=Jabsin60° = L5 (a+b+ad), stadizrownodci ab=195 4* jostajemy réwnanie w2 6
169—-d”° _ 13+4d. Rozwiazujac otrzymane réwnanic otrzymamy d=7. Rozw_lqzameA Tréjkat ABD jest prostokatny, wiec |ZADBI = 90° — . Trdjkat ’p
& APD jest prostokatny, wige }ZDAPI=90°—(90°~ @) = . h
W wrdjkacie ACD thZ:%. W tréjkacie ABD tgLZ:%. Zatem %= )9—' Stad
211, M, otrzymujemy h=6. Ta
JRE+R} : 4 r 3
Rozwiazanie. Ozn. a — dtugosé boku rombu, p, g — dlugosci przekatnych rombu odpowiednio AC i BD. 223. 6om.
2 2 2 2 . N P . .
Pole rombu P:%pq, Paspc= %P =PAaBD- PMEC:% =%pq, stad g= 1‘;_, Ppapp = % :%Pq, stad P=Z_‘ Rozw;zlqzame. Tréjkaty prostokatme LBS i BMS maja wspélng przeciwprosto-
) S s C , C 4 b katng, 1 ILSI = 8451 = r, wie diugofci prayprostokatnych LB i BM sa téwae.
. (e a\ _ 2 a’ at Y .2 : . _*RcR Rozpatrujac tréjkaty SMC i SCK, dochodzimy do wniosku, Ze IKCl = 1Ml =4.
Z tw. Pitagorasa: ( 2) +( z) =a?. Zatem (2 Roj +(—«2 e ) =a’, stad otrzymujemy a T Zatem | BCl={BM1+|MCl=9 + 4 =13. Z nv. Pitagorasa dia wdjkara NBC
¢TED (2 +5 =13 Stad r=6. ’
212, A
Wskazéwka. Skorzystaj z tw. o odeinku lgczqcym Srodki bokdw tréjkata. 224, Obwdd: 16, Pole: 8. 225, 51 30.
1 sin(2ar+
213. 6 14, D b < 226. -§Wﬂ) : 227. 615 cm’.
Rozwiazanie. Dlugo$¢ odcinka laczacego srodki ramion trapezu jest réwna polowie '
. t
sumy dhugosci podstaw, zatem (1] %’-’- =10. - 5 o ! 10 228. 2:1.
|PBl=a ~b, z tw. Pitagorasa dla tréikata PBC (a —bY=10"— 6. Stad @a-b=3. E Wskazéwka. Wyznacz stosunek pdl tréjkatéw ABK i DCK, gdzie X jest punkiem wspélnym prostych AD i BC.
Rozwiazaniem uldadu réwnari @ i @ jestparaliczba=14 1 b=6. EP
4 a B 229. Zgp. / in st
4 230\ Semarem B
214. 12(3 ~1).
4 2 A
C 231. 3 232. Pole trapezu: 9% Stosunek ditugosci przekatnych: 213
215. alab. - 3
N . e . B oo 8 B e
Rozwigzanie, ¢ =a—b. Tréjkaty AHC i CHB sa podobre, wige P Stad h=vab. . " 233, 7cm i lom
- .
Obliczamy pole trapezu: P = ﬂ;ﬁm = -ab%;bnm = afab. i
| 2
. 234, — 4
4 a P b B ) 2 einl, N
2186. 2\/5 (cos*~sin"a)tgor , .
Rozwiazanie. £ =tger i ) =tga. Stad x= B & o anE o
y o c rta © 1-tg’a  cos’a-sin’a’ yzna
217. 11 3. . i
Rozwiazanie. | ZABS|=| £SDC} (bo sq katami odpowiadajacymi), | 2A5B|=] £DscC] czamy dhugosci podstaw twapezu: % =sing, stad g zﬁ;-l.b? = _%’
(bo sq katami wierzcholkowymi). Zatem téjkaty ABS i DCS sa podobne (cecha kqt- cos"~sm
" . IABl g e XA _ oo stad p = acos’ar . "
a3 63 ad p=—FfEB L W i
kqr). Skala podobienstwa tych tréjkatéw jest rowna D= 3. Odcinki KSi LS sa ) 14 (cos2a—sin’a)sina yznaczamy dlugosé wysokosci tra
\Vysokos'ciamil I;?lijkqtéw ABS i DCS poprowadzonymi do odpowiadajacych sobie pezu: | ZABK|=90°— ¢, wiec | ZADL]= o, %= cosa, stad h=acosa s 3
bokéw, wice g =3, cayli [ks|=3-1L5]. Wiemy, ze | kS|+|LS|=4. i L, ,
. Pole trapezu: P =4 (p+g)h =L . (—20E acos’ & acosg = e +acosw -
Zatem 3| LS| +| LS| =4, wige Lsl=1,a [ksi=3. 2 2 “costa—sinla (Coszlx—sinza)sj_na) (o a—sinimsina acosx =
D Ix c A a?cosa _ a?
218. 25. ~ {cos?a—sin’a)sine  (cos?a—sinla)ige’
Rozwiazanie, | PBRi= ([ABI—[DCD 12 =(17x~7x):2 = 5x. Z tw. Pitagorasa dla
téjkata PBC K2 =(13xY - (5x) = 144, stad h=12x. 13x 13x 235, -
Ze wzor na pole trapezu 0,5 (17x+7x)- 12x = 144x* = 36. Stad x=0,5. Obliczamy h " w T .
obwéd trapezu: 17x + 13x +7x +13x =50x = 50-0,5=25. ;| skazéwka. Przekatna tworzy z podstawami réwne katy, wigc jeden z tréjkatéw, na ktére przekatna dzieli trapez, jest réwnoramienny.
236, 2, 2, 2, 4.
219. 60°1120° A4 17x P B r e
237,
220, 842 b 2. C Rozwinzanie. B vo mi ) - )
) _ ‘ Rozwiazanie. S, 7= miary kq?ow odpowiednio ABC i BCD. Suma katéw przylegiych do ramienia trapezu jest réwna 180°, wige S+ y=180°.
g«;zyvnq;ar;;e.. :Plf | z (FAB 3};1 DCl) 2 =(6-2) 13 = 2’, 1AP | =222A:C43 E Zi’deklﬁ;%gcu iwp[xszmegul w wu-;okqtjest punktem przecigcia dwusiecznych jego kagéw,
cinek AB jest $rednica okregu opisanego na trapezie, wicc kat em +] ZBSC|=0,58+0,5y=05(B+7) = 90°. Suma dwéch katéw tréjkata S, One i . . Katny.
jest prosty. Tréjkaty APC i PBC sa podobne (cecha kqt-kqt), wige h . Y abw tréjlata SBC wynosi 90°, wiec wéjkat fen jest prostokamy

- :_i"‘lfi. Stad #=IAP}.|PBl =24 =8, wiec h=2{2. / 238, 360w’
Obliczamy pole trapezu: P =0,5-(2+6) 202 =8{2. : N\

Wikazéwki. 1. Rozwiaz zadanie 237. 1. Poprowad? wysoko$¢ tapezu przechodzaca przez srodek okregu wpisanego w trapez i poszukaj
wéjkatéw podobnych.
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239, éJ—?L
2 b
240. 0,3d%sin2¢.
Rozwiazanie. %:sina, stad h=dsina. %:cosa, stad x=dcosa.
azb . _a=b_atb ! h
) 7
L p_@tb 2
Pole trapezu: P= 0 h=xh=dsinazcoson « . y

241, 3em i Sem.

Wskazéwka. Wysoko$é trapezu poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli diuzsza podstawe na dwa odeinki, z ktérych jeden ma
dhugosé réwna dhugodei odcinka laczacego srodki ramion trapezu.

242. Promieri okr¢gu wpisanego: % Promien okregu opisanego: % 243. Od podstaw: % i % Od ramion: %

b

244, J2-1. ) D c
Rozwiazanie. Trapez ABCD jest wpisany w okrag, wigc jest réwnoramienny.
a+b+2c 2c a+b
_— T = = = =2 c

— g =l =15 stadatb=de |AP, 5 =2c. ;, :
AB jest $rednica, okregu opisanego na tréjkacie ABC, wigc ABC jest wéjkatem prosto-

. ok APl _2¢ . _sine 2 __sing o

katnym i | LACP|=0.. —=sing, - =SEstga="7, zaem o= 2L p 5 .

Przeksztalcajac ostatnia réwnosé, otrzymujemy cos?a+ 2cosr— 1 =0. Otrzymane réwnanie rozwiazujemy wprowadzajac niewiadoma pomeocni-
crat=cosa £+2-1=0, n=-1 ~f2, y=—1+{2. Kosinus kata ostrego jest dodatni, wige cosar=-1 2.

a=b
245, 5

Wskazéwka, Niech X bedzie punktem wspélnym prostych zawierajacych ramiona AD i BC trapezu. Poprowadz z wierzchotka X $rodkowe
tr6jkatéw ABK i DCK.

246,

Rozwigzanie. Py, Py, P3, P4 — pola udjkatéw odpowiednio DAS, ABS, SBC, DSC.

a) Pygc=Py+ P3, Papp=Pr+Pi. Pagc=Pagp (pola irdjkatéw ABC i ABD sq réwne
poniewaz majq wspéiny bok, a wysokosci obu tréjkatéw poprowadzone do tego boku
majq réwnq dhugosé). Zéwnosci Po+P3 = Py + Py otrizymujemy réwnosé Ps = Py,

b) Tréjkaty ABS 1 CDS sa podobne (katy ABS i CDS sq katami odpowiadajacymi, katy
ASB i CSD sa katami wierzchotkowynii), wige stosunek ich pdl jest réwny kwadratowi
skaii podobieistwa. Skala podobienstwa tréjkatéw ABS i CDS jest réwna a : b, zatem
Py:Py=a*: b 4 . a B
1BS| _ 4
sl ™%

¢} Pokazemy, ze % :T‘:-. Tréjkaty ABS 1 CDS sq podobne, wige stosunki odpowiednich bokéw sa réwne: . Trojkaty ABS i ASD
1

o wspéing wysokodé b, Zatem 22 LAESTR _ 1Sl Analogicznie dowodzimy, 2¢ ~1
SOKOSC 71, Zatem —— =TT = N m———— o
majg wspoling, wy! Pl _’IJ‘_{SDlh ISDI b g Y, P4

2a7. 3, 82 8 189
Rozwiazanie. W trapez ABCD mozna wpisaé okrag wiec @ a+5 = 13+ 15. Korzystamy
ze wzor na pole trapezu: 0,5(a + b)h = 0,5-28h = 168, stad h=12. Z nw. Pitagorasa dla
tréjkatéw AKD i LBC znajdujemy |AK|=5 i |LB|=9. Zatem ® a=5+b+9. Rozwia-
zaniem uktadu réwnan € i @ jest para a=21ib=7.

P, 0, R, S - pola tréjkatéw odpowiednio DAM, ABM, MBC, DMC.

P =R (patrz rozwiqzanie zadania 246 a)).

=y= % =3 (patrz rozwiqzanie zadania 246 ¢)), stad Q =3P.

ay2

= (F> =9 (patrz rozwiazanie zadania 246 b)), stad Q=95. P+ Q + R+ S =35 +9S +35 +§ = 165 = 168, wiec $=10,5.
P=R=35=315, Q=9§=955.
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24 N Sk Sk Sk?
KR+ (kD2 (kD2 (keD?

249, (f5 +J52)%

250.

Rozwiazanie. Wykazemy, ze sumy diugosci przeciwlegtych bokéw trapezu sa
réwne, czyli, ze a+b=2r +2R.

Odcinek KL jest odcinkiem laczacym srodki ramion trapezu, wige jego diugosé jest
réwna polowie sumy diugoéci podstaw trapezu. Zatem iKL|= r+R=05(a+b5).
Stad a+b=2r+2R.

252, | 2K|=70°, | £L|=130°, | 2| =110°, | 2] =50°.

Wskazdwki. 1. Przekame czworokata KLMN sq, prostopadie do odpowiednich jego bokéw. Y. Skorzystaj z rownosci miedzy odpowiednimi
kajami wpisanymi i katami migdzy styczna a cieciwami okregu.

253. |24 {=50°, | £Bl=90°, | 2C|=90°, | 2D |=130°.

Rozwiazanie. Katy ABC i ADC sa katami wpisanymi w okrag opartymi na srednicy, wiec sa katami prostymi. Kat BAD jest katem wpisanym,
opartym na tym samym, co kat stodkowy BSD, wicc | £ZBAD| =0,5-| ZBSD] =50°. Suma miar katéw czworokata wynosi 360°, zatem

| ZBCD{ =360° — (50° +90° +90°) = 130°.

254, 70°, 80°, 100°, 110°.
Wskazéwka. Skorzystaj z téwnosci katéw wpisanych opartych na tym samym tuku.

256, 1£AI=40°, |£LBI=70°, 1£Di=110° |£Ci=140°

Rozwiazanie. DBC jest trojkatem réwnoramiennym o kacie przy podstawie 20°, wiec (LBCD |=140°. Kat ADB jest prosty (jest kqtem opar-
tym na srednicy), wige | ZADC }=90°+20°=110°.

Korzystajac z tw. 0 caworokqcie wpisanym w okrag, znajdujemy | £BAC |=4001 | LABCI=70°.

257. 60°, 80°, 100° 120°. 258. [£Bl=60°, {£C1=100°, 1£DI=120°

260. Diugos¢ boku AD jest réwna 5. 261. % cm’.

263. |.ZAI=60°.

Rozwiazanie. Ozn. o— miara kata BAC. | ZABC | + ! ZACB | =180~

lzoBCl+| 2BCO| = 05| 24BCl+| 24CBI) = 05-(180°— ) = 90°-05c. | £TOS|=| 2COB|= 180° - (90°-0,50) = 90°+0,52
Na czworokacie ATOS mozna opisaé okrag, wige | £TOS|+| £TAS|=180°. Zatem 90°+0,50+ r=180°, stad ar=60°.

265. Szesé razy.

Rozwigzanie. a - dlugosé boku AB, b — diugo$¢ boku CD. Gdybysmy poprowadzili prosta przechodzace przez punkt X, ktéra jest styczng
w pun;ccie § do okregu opisanego na czworokacie ABCD, to na mocy #w. o awiqzkach miarowych migdzy odcinkami stycznej i siecznej
151 = 420 = 8695, Stad a=6b.

266. Obwéd: 1443 +331. Pole: %‘@

Wskazéwka, Uzasadnij, ze trdjkat ABC jest réwnoboczny. Wykorzystujac 1éwnosé katéw ADB i BDC, uzixsadnij, ze |ADI=2IDCl.

267. {/BAMi=30°. o
Rozwiazanie. ZAMB jest oparty na stednicy, wigc |ZAMBI=90°. & % =sing, 4
c

@ cd =cose, © %=tga, 9 ~§- =cosa. W czworokat OBMK mozna wpisaé £

2r
okrag, wigc @ a+b=c+r. Wyznaczajac z iéwnosci @, 8, @, @ 4, b, ¢ 1 pod- @

stawiajac do réwnosci @, otrzymujemy rtger + 2rsinez = 2rcosa —

r (3

+r
coser 4 7 0 7 B
Dzielac obie strony tego réwnania przez r otrzymujemy réwnanie trygonometrycz-
1 sing

coser cosar”

Te 2sine ~ 1 = 2coscz —

Przeksztalcajac prawa strong dostajemy

—2sin’ o ~siner + 1 - ~(2sin & ~1)(si
2o esna bl stepnie 2sing — | = 2SR E-DGEna+)
cosa cos o

Stad juz latwo uzasadnié, e sina=0,5, czyli o=30°.

2sing - 1=

Uwaga. Otrzymane réwnanie trygonometryczne moina rozwiazaé w prostszy sposéb korzystajac ze wzoréw na funkcje trygonomerrycue
podwajonego kata i wzoréw na sumy funkcji iy yeznych, kidrych mnaj S¢ nie jest wymag na maturze.
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268.

Aozwiazanie, Tréjkat ABC jest réwnoboczny, wige |ZBACl=|£BCAlI=60°. Z tw. o katach wpi-
sanych opartych na tym samym hiku mamy |£ADBl=60° i |£BDC=60° Z nv. kosinuséw dla
wéjkatéw ADB i BDC: a*= b+ p~bp i a*=c*+ p®—cp. Odejmujac stronami oba réwnania,
otrzymujemy b*~ c*—~bp +cp=0. Stad (b—c)(b+c~p)=0. Zatem b=c Iub b+c=p.

Pokazemy, ze réwnosé b +c =p zachodzi takze wtedy, gdy b=c. Jesli b=c, to p=1BDi= %a\/g
(przekama BD jest Srednicq okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym ABC) i b=IADl=c=
={DCl =%a\/§ (AD i DC sq bokami tréjkata réwnoramiennego o kacie ostrym 30°). Zatem

wtedy réwniez zachodzi réwno$¢ b+c=p.

269. |BCl=4.

Rozwigzanie. Ozn. 2¢ — miara kata DAB. Pola tréjkatéw BCA i BCD maja réwne pola, poniewaz Pges = Pce+ Pass, Paco = Poce+ Feoe
1 wiemy, 2 Pygp=Pepg. Jezeli pola tréjkatéw BCA i BCD maja réwne pola, to wysokosci obu tréjkaéw poprowadzope do boku BC maja réw-
ne diugosci, Zatem punkty A i D sa jednakowo odlegte od prostej BC, a to oznacza, ze boki BC 1 AD sa rdwnolegle. Jezeli boki BC i AD sa r6w-
nolegle, to [4DAC[=|ABCA |= a (bo katy DAC i BCA sq naprzemianlegie, a przekama AC zawiera sig w dwusiecznej kqta DAB). Zatem
wéjkat ABC jest réwnoramienny (bo katy przy wierzchotkach A i C majq miarg ), czyli boki AB i BC maja diugosé 4.

270. n
271, 2.
Rozwiazanie. r=30°. Srednica okregn ma dlugosé 12, wige promiefi ma dlugosé 6. A

|ks|=6-2=4. %:sin30°=0,5,zatemd=2.

272. 50° 1 110°.

a2 A
273. 2% i 52, y, $

Rozwigzanie, |AP | =3, |AS |=r+3. Zaw. Pitagorasa dla teojkata PAS  (r + P=r+ 5 ‘P
Stad r= 2%«, Diugosé promienia wigkszego okzegu jest réwna 5%.
274, 434,

275. 12cm’
Wskazéwka. Jesli a jest diugoscia boku szesciokata foremnego, to diugosé promienia okregu opi » na tym szesciokacie jest réwna a, za$
dtugo$é promienia okregu wpisanego réwna jest diugosci wysokosci tréjkata réwnobocznego o boku a.

a77, M3=x

276. a)4; b)4d. ) .
) ) 33+7

278. Pole pierscienia: P(x)=0,251x% gdzie x—dhugosé cigciwy AB. 279. 3. ' B
280, 6m.
Rozwiazanie, $rodek S okregu wpisanego w wycinek kola lezy na dwusiecznej kata AOB, 5
iec ar=30° —ro2. 2 —gmoe=L -
wige @=30°. |soi=r-2. %5 =sin30°= %, siad r=6.
Obliczamy pole wycinka kota: %»7;-62 =67,
4 r o

281, 12 lub 2422.

v

v
282. 17x.
4n S

Rozwiazanie, &= 360°-(90°+90°+@), @=360°-(90°+90°+/),

A =360~ (90°+90°+ ). O+ @+A=3540°~(a+ [+ 9) = 540° - 180° = 360°.
Zatem suma dhigosci ukéw odpowiadajacych katom srodkowym &, ¢, A jest rowna
dhugodci okregu o promieniu 1.

Obliczamy dhugosé linii: 271+ 6m+5w+47 = 1 T, 8f
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283. a(y3-1.
Wskazéwka. Tréjkaty ABK i CDL sa réwnoboczne,

284. 23-86.

285.

Rozwfqzanie. Rozwiazanie z wykorzystaniem zalesnosci migdzy katem srodko-

wyrm i k_qtem migdzy styczng a cigeiwq okregu. Qdeinki MK i MA maja réwna diu-

g05¢, wige k_qty przy wierzchotkach A i K tréjkata MAK maja réwne miary.

Wykorzystujac zalesnosé migdzy kqtem Srodkowym i kqtem miedzy styczna a cigci-

wq okregu, mamy: IAKSM|= 2a Kat KLM jest katem wpisanym opartym na

t]ym samym luklu, co ll<qt srodkowy KSM, wiec SLKLM =05 |AKSM§ =a
{2Mik]= o | LLAK | = a, wige m6jkat LAK jest réwnoramienny. !

Zatem | KL{=]AK].

Rgz;viqzanie z wyprowadzc;,cniem zaleinosci migdzy katem srodkowym i katem

migdzy styczng a cigciwg okregu. Odcinki MK i MA maja réwna dhugosd, wigc katy przy wies i 6 ja 16 iz

Kat SKA jest prosty, wiec | zsKM |=90°- & Tr6jkat MKS jest réwngoramianny, ?-vz,qg jyéSMIl;L f:‘;i(l)(fih; A ekt MAK g rowne iy

?atem | 2asK l=60° —=2:90°~0) =20 Kat KLM jest katem wpisanym opartym na tym samym hiku, co kat srodkowy KSM, wiec
ZKIM|=05- 1 2KSM )= | 2MLK = & i | ZIAK )= 2, wige t6jkat LAK jest rtéwnoramienny. Zatem | KL|=|AK].

286. 20°,50°, 110°.

287. a(ﬁwl), é—a(ﬁ- ﬁ)
Rozwigzanie. Ozn. r - diugosé promienia okregu o §rodku w punkeie S5, § - érodek cigeiwy AB.

Zawwaz , < : ; _ < 3 s 4 :
azmy, ze tréjkat BAS; jest réwnoboczny. Zatem |AB|— ¥, za$ |SSZ = —f— BAS) jest rtéwnoramiennym tréjkatem prostokatnym, wiec

|8:51=0,5-148]=0,5r. Islsz|=|s,s|+|sszl=§+%:a. Stad r=a({3-1). fSIA|=Li@=Ea(¥E—J§).
288, %a.

289. |PAP+IPBP+|PCP+|PDP=4a%, gdzie ajest diugoscia boku kwadratu.
Wskazéwka. Rozwaz sumy |PAP+|PCP i |PBP+(PDP.

290.

Rczwiq.zanie. X, ¥, 2, t - odleglodei punktu P od prostych zawierajacych boki prostokata.
!. Jez’eh punkt P jest wierzcholkiem prostokata, to dwie z liczb x, ¥, Z, t saréwne 0, jedna
jest réwnaa i jedna réwna jest b. Zatem suma kwadratéw odlegtosci punktu P od prostych
zawierajacych boki prostokata réwna jest a®+ 5%

. Pu’n.kt ’P nie jest wierzcholkiem prostokata. Wtedy z rw. Pitagorasa dla twéjkata KAP
F+y'=p’, az 1w Pitagorasa dla trjkata LCP 22+ F=g® Kat APC jest katem wpisanym
opartym na $rednicy, wigc jest prosty, zatem p®+ 2 w. Pitagorasa dla tréjkata

ABC mamy = a*+b% Zatem X*+y? + 2+ 7 =pigt =t = at b
291, 2.
292. 13.

Wskazdwka, Skorzystaj z nw. o zwiazkach miarowych miedzy odcinkami stycznej i siecznej.

293.

Wskazéwka, Skorzystaj z nw. o zwigzkach miarowych migdzy odcinkami stycznej i stecznej.

294, Mtea
cosex

2
295, (%) [=2-3)%).

Rozwigzanie. L:thO":"—s, stad @ x=rf3, R
x 3 x+r+R

=1g30° = g, stad

iz ® onzymujerny @ RB=rS+r+R Zréwnania B wyznaczamy stosunek

promien kst: & = Eg—i’%: @;—” =244,

Obliczamy stosunek pdl ket; =
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296.
Wskazéwka. Czworokat ABS\Sy, gdzie S, 1 51 sa §rodkami danych okregdw, jest trapezem. Co wiesz o katach w trapezie?

207. 1r.

Rozwigzanie. {PLI=R—r. Z tw. Pitagorasa dla wéjkata KLP »*=(R — PP —r?=R*~2Rr.
| oMi=0,5R —r. Z nw. Pitagorasa dla wéjkata PMQ x*=(0,5R + 1*—(0,5R —r)*=2Rr.
Zatem R?—2Rr = 2Rr. Stad otrzymujemy r =0,25R.

Rr Rr

WrReFF WR-rf

298.

299. ayld; b)5 ¢ 12 d)8. 300. a)o900% b) 162°,

301. a)ll; bjok 302. a)Dokonano; b) 43 ~1 i 3—4/5.
303. Dwadziescia.

Rozwigzanie. n — liczba wierzchotkéw wielokata W.
Suma katéw kazdego wielokata o n wierzcholkach jest réwna (n — 2)-180°. Miary katéw wielokata W tworza, ciag arytmmetyczny, wigc sume miar

kat6w tego wielokata mozemy zapisaé korzystajac ze Wzoru na sume wyrazow ciaght arylmetycznego: 10_0"_1_2;1_7_9:’_ "
Z réwnodei {(n — 2)-180° =1—0%2'—1&~n otrzymujemy n = 8. Liczba przekatnych wielokata wypuklego o n wierzcholkach jest réwna ﬁﬂﬂz—ﬁ,‘
zatem liczba przekamych wielokata W jest réwna 20. )
305, Jeltbi2abeosa ' 306, a)402m’ )38 m.
singr
307. 045 m* 308. Wystarczy, pole ma powierzchnie 1800(y/3 +1) m>~49,1 ara,
309. 3,04 ha. 310. a)1:2000; b) 130 m.
311, 15km. 312, 10cm.
313. 62 drzewa (wymiary dziatki: 75 m X 128 m). 314. 1.8m.
315, 12,5m. 316. 34,8 m.
317, a)192m; b)208 m. 318. a)7,65km; b} 3,6 km.
319, a)108cm; b) 101% cm (= 101,6 cm). 320, 243 +1m (=446 m).
321, 45 min, 322, a) 1243 m (=21 m);  b)3nm/s (=94 mis).
323. 88 mm. 324. a) 843 km (=139km);  b)8km.

325. a)6,25km;  b)3,5 km.

326. a) 1,05 km; b) Tomek: 4,65 km, Ania oraz Rafal: 2,45 km.
Wskazdéwka. a) Punkt D jest srodkiem okrggu wpisanego w trdjkat M 1Mo

327. b) W czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag . Szukane miejsce, to srodek okregu wpisanego w czworokat ABCD. Odleglosé: 6 km;
¢) 3413 km (= 10,8 km).

328. ayd=a »‘M-—IO, gdzie d - szerokosé rzeki; b) 40 m.

tagy—tg A
fga-ig s

329. a)155m; b)25m. 330. a)2m; b)podds.

334, 26 +42 m (=63 m).
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. B r
331. po 10 min. 332, 2cm.
P e
. d
333. a)91im; b)odleglosé miedzy M, i My: 105 m, migdzy M, i Ma: 195 m. B P
Wskazéwka. a) Skorzystaj z podobiefistwa trdjkatéw ADB i DEF i np. z podobiefistwa T~_D e 260

tréjkatéw AEB i CED (patrz rysunek obok).

343
335. a)1,70km; b) Tf km (= 2,12 km). 336. 2)0125%; b) 442 m (=5 m66cm).
337. a)2lm;  b)50°. ap— 88
338. a)H=h T ey b} 146 m.

339, @) 7km:  b)15km.
340. 2)70m;  b) % m(=808m; o Wr w* (x51313 m),
341, a)1,8km; b) 5% xm.

342. a) Dt hoku: 3\/7—4«/5 m; b)) krdtsza: 3\/2—J§ m, diuzsza: 6\/2—1/§ m; ¢} powierzchnia poszycia: 18(2—J§) m?

3

B

3. d(f) =36 +8t—0,25t% - 6; te (0; 16).

GEOMETRIA ANALITYCZNA

344. Nalezy.

Wskazéwka. Sprawdz, czy odlegtosci punktu P od punktéw A i B sa réwne.

345. a)Nalezy; b) (\/—,~ 2«/34.-3); c) réwnolegta do prostej k: y = -2x+2, réwnolegta do prostej L x=5.

1
346. 5 347. a) Nie sa wspélliniowe; ~h) 2x+3y+74=0.

348. a)A=(0,5), B=(15,0)i C=(~3, ).

Rozwigzanie. a) A=(0,y), y=3-0+5=3, wiecA=(0,5). B=(x 0}, 2x—9-0~-30=0, wigc x=15, a B=(15, 0).

Wspélrzedne punkim C znajdujemy rozwiazujac uklad réwnan y=3x+5 i 2x—9y—30=0.

2x~9(3x+5)~30=0, stad x=-3. y=3-(=3)+5=—4. Rozwiazaniem ukladu réwnat jest para liczb x=-3 i y=—4, wigc C=(-3, —4).

b) Znajdziemy réwnanie y=cx+b prostej AB. Do prostej AB nalezy punkt A=(0, 5), wiec b=5. Do prostej AB nalezy punkt B=(15, 0) i b=S5,
wigc 0=15a+5. Stad a=

1 . : < . P .
T Zatem prosta AB ma réwnanie y= *%.\:4- 5. Toczyn wspélczynnikéw kiemunkowych prostych AB i AC jest
réwny 1, wigc proste te sa prostopadte.

349, a)yk:2x+Sy=0, L 2+5y+58=0;  b) 2429. 350, y=x+1lub y=—x+5.

351, a)y=y3:-33; tyy= ‘E.wa\/i; c)ﬁ(%:ﬂ); d)y:@x—ﬁ.

3 2

- Rozwiazanie, d) y=ax+ b — réwnanie prostej zawierajacej dwusieczna kata BAC.

. o s . . 3.
Kat BAC ma miarg 60°, wiec prosta zawierajaca dwusieczna tego kata jest nachylona do osi OX pod kagem 30°, Zatem a=tg30°= 133— Do pro-

) . ) 5 - -
stej y= %-H‘b nalezy punkt A=(3, 0), wiec 0=%»3+b. Stad b= —{3. Dwusieczna kata BAC zawiera si¢ w prostej o réwnaniu y=‘IT3.r —

352. a)Zosia OY: (0,3), zosia OX: (4, 0% by Z+i=1; o S Xy
372 1573

853, 3x+y-12=0.
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; i —-2=0; c+y+3=01x-y-3=0;
354. Zbi6r punktéw jest suma dwéch prostych o réwnaniach a)x—2+2=01x-2y-2=0; h)x+y y
ix+y+3=0.

+y-5= 4x+9y -30=0.
355, ayx—-y+1=0,x+y~1=0; p)3x+y—-12=0,x-3y+16=0. 366. x+y—-5=0lubdx+9y~-3

357. @) (3.-2) b)y=3x+2

Kt iBj dcinka AB.
Wskazowka. a) Zbiorem wszystkich punktéw jednakowo oddalonych od punktéw A i B jest symetralna odcinka

358. y=3x+6.

. - =0; B)Ix+dy—-3=0lubx=-1,
359, a)ki 2x+3dy+4=0, 2x~3y+4=0; bjigf=-24 360, @) 2xmydd=0i B)Irdy

S iedni 1y= iec M =(m, —3m) i N=(n, n+4), gdzieminsa
i i 2 3] i di ednio y=-3x 1 y=x+4, wigc .
Rozwiazanie. Punkty M i N naleza do prostych o réwnaniach o pow1l y : o mtats A,
wnymi liczbami rzeczywistymi. Punkt P= (2, 4) jest srodkiem odcinka MN, wige 2= 5 i 4=t ' my ; :
v 5. Zatem M= (0, 0) i N=(4, 8). Znajac wspdirzedne punktéw M i N, tatwo znajdujemy réwaanie

kt6rego rozwiazaniem jest para liczb m=01in=
prostej MN: y=2x.

- =0,2x+y-5=0. . . .
362. x-2y=0,x-2y+5=0 b 2x+y=0, : i ; isad 3 =ax. Druga prosta jest réwnolegta
o iec i 5] Zapisac w postaci y . g3 Pl ta)e ™ :
N " h przechodzi przez punkt (0, 0), wigc jej rovname mDZElZE]y ; tpIo anie moze-
ggzwlqza?:. w{imcn?ejz ggiz;ieiiemnkows ma ten sam wspdtczynnik kierunkowy a, i przechodzi przez punkt (1, 3), wige jef rown e oz
© plervsze), Wit Odlegtos¢ miedzy prostymi o réwnaniach ax-y =01iax—y +3 —a=0 jest rtéwna 5,

. @-a)?
¢ i j Swnanie
=1{5. Podnoszac obie strony otrzymanego réwnania do kwadratu, otrzymujemy 16w a1

my zapisaé w postaci y=ax+3 -a

10 - (3-a)
2

=5, ktérego rozwiazaniami sa

i 6 ja y= =0,5x+2,5.
liczby a=-21a=0,5. Zatem proste maja réwnania y=-2x, y=—~2x+3 lub réwnania y 0,5x, y=0,5x

363, a)l45m b y=2x+d.
13
364, b)lAS|=~J;

A . =0: 71-415-1=7-6-1=0, wspélrzedne
5 Z aniu 7x—dy—1=0: 71-415-1=7-6
i ie. a) Sprawdzamy, czy punkt §= (1, 1,5) nalezy do prostej o réwn ! . o N
gsnzwla:;‘zsa:;mj?x;q rgt\?nanje dyanej prostej, wigc punkt § do niej nalezy, a to oznacza, 2& prosta ta zawiera pewna Srednicg okreg

y g rowna 5> yil o a o$ci promienia danego okregu.
b) Sprawdzamy, czy odle to$é punktu A od punktu § jest réwna 13, cayli céwn diug pi
AS | —\j(1-0) +(,5-3)° = ‘/—11 =5 wigc punkt A nalezy do danego okrggu

365, (r+2)+(x-1?=26. 366. 9.5 b 30,

367. ﬁE. A 3«/11‘7 B x—y+4=0
. o .
Rozwiazanie. Obliczamy odlegioé¢ punktn S od prostej x—y+ 4=0: \i/
) 1
H-L+dl_ 4 _ .
d=— = e 2{2. |
ﬁ 2 2 2
Z tw. Pitagorasa dla wéjkaia SBP (202)% +(2)* =% Stad r= Jio.
368, (x—3)+(y-5)P=25
~(y=3Y=5 b (x—d+(y+ 1) =5
332 4 (x-2ly? = 169, 370, - +0
369, (s-2)+ (- =25

; 4 2).
371, a) $rodek: (-3, 5), promiet: 5; ) (0, 1), (0, 9). 372 doe (42 ) ceCHD

374. pe (- ;—~@>U<J—§~; D

373. re (J13;+oo). 2
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375. Diugosé promienia okregu réwna jest 0,5 - |a—b].

376. a)UBI=8; b) 44/2x~ Ty + 2442 =0,
Wskazéwka. Narysuj odcinek AS i poprowadz promienie SB oraz SC, gdzie S jest srodkiem okregu, a C=(2, 0).

377. L+y-4=0, x=2y-2=0. 378. 3y+4y-5=01lub 3x+4y-15=0.

379. m=-8 lub m=2,
Rozwiazanie. Réwnanie «*+ y'~2mr—m’ + 2m=0 sprowadzamy do postaci (x—m)*+y* =2 ~2m. Dane réwnanie jest réwnaniem okregu wtedy
i tylko wtedy, gdy 2m®—2m >0, czyli gdy m € (—o; 0) LU (1; +o0). Wiwezas srodkiem okregu jest punkt S=(m, 0), a promien okregu ma diugosé
¥2m?~2m. Okrag ten jest styczny do prostej o réwnaniu x=4 wtedy tylko wtedy, gdy odleglosé d punktu § od tej prostej jest réwna dhugosci pro-
mienia okregu. d= [ m—~a | , wige musimy znalez¢ rozwiazania réwnania }m—4|= V2m? - 2m.

nosci i sprowadzamy do postaci #°+6m—16=0. Stad m=~8 lub m=2. Obie znalezione liczb
wartoéciami patametru .

Podnosimy do kwadrat obie strony ctrzymanej réw-
Y nalez, do zbioru (—so; 0) (1; +oo), wiec s szukanymi

380. me (=2,2)

3BT, m=—y4y2+2 b m=qyay2 +2.

383, Si=(4.4, 6,2), S2=(=2,~1).
Rozwiazanie. Oznaczenia. §=(a, b)— §rodek okregu, 4=(0, 0), r— dlugosé promienia okregu,
d, - odleglos¢ punktu S od prostej o réwnaniu x + 2y +9 =0, ds - odleglos¢ punktu § od prostej o réwnaniu 2x—-y—2=0.

Liczby d1=,—a~+‘2/£—+91, dzz’z—a_-lﬂ, ISAI=Ja2+b2 sa rowne.
5

5

di=d, & la+26+9]=|2a-b-2| & [a+26+9=2a-b-2 v a+2b+9=-2a-b-2)] & (a=3b+11 v b=-3a-7).
di={sal = la+2b+9]=fs(a+b2) .

Zatem B (@=3b+11 1 la+20+9]={5(a+5%)) lub B (b=—3a-7 i la+26+0|= 522 +62y ).

Rozwiazujemy uklad @, Podstawiamy do drugiego rownani 35 + 11 w miejsce a: 5-|b+4]=, 51062 +665+121), podnosimy do kwadratu

obie strony otrzymanego réwnania: 5(b+ 4)? = 106%+ 66b+ 121, sprowadzamy otrzymane réwnanie do postaci 5b% + 265+ 41 =0, ostatrie réw-
nanie nie ma rozwiazan, wigc uklad @ nie ma rozwiazan,

Rozwiazujemy uktad @. Podstawiamy do drugiego réwnani —3a—~7 w. miejsce b: 5-a+1 l=, 5(10a? +42b+49), podnosimy do kwadratu

obie strony otrzymanego réwnania: 5(a+ 1)2= 10a”+42a+49, sprowadzamy otrzymane réwnanie do postaci 5a°+32a+44 =0, rozwiazaniami
ostatniego réwnania sa Hezby —4,4 i -2, wigc rozwiazaniami ukiadu 4 sg pary liczb (a, by=(~4,4, 6,2) i (a, b)=(-2, —1). Zatem s$rodkami
okregdw przechodzacych przez poczatek uktadu wspdlrzednych i stycznych do danych prostych sa, punkty Sy=(—4,4, 6,2) i S;=(=2,-1).

752 332 _ 25 _1y2 3y2_25
382 ) - =L b (x VAL VRES )

384. 20.

Wskazéwka. Skorzystaj z tw. o siecznej i sryczney.

385. a) 642; b)y=-x+17;  o)y=r+l. 386. a)2; b)5; (pr. AB: 3x~dy+9=0).

387. a)y=x+3; b)y=dx—3. 388. a)C=(2,7); b)60.

389. 30°, 60°, 90°.

Wskazéwka, Poprowadz wysokos¢ tréjkata z wierzchotka C, a nastepnie oblicz tangens kata BAC i tangeuns kata ABC.

390, b)+/5; o) V1045,

391, (5,-3) i 2,3).

392, C=(-2,5).
Wskazéwka. Prosta BC jest prostopadta do prostej AD, prosta AC Jest prostopadta do prostej BD.

383, (2, L), wb4,0). 394, 5x-3y=0 lub x—4=0.
373

395, ) C=(3,3); b) pole tréjkaga: 2,5.
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396. x—2y+4=0.
: Wskazéwka. Wykonaj rysunek. PoprowadzZ prosta réwnolegia do boku AB przechodzaca przez punkt P,

397. a)(~1,3), (6,2); b)pole: 15.

398. C=(0,3)1lub C=(12,15).
Rozwigzanie. Pole trdjkata ABC: P=0,5- {AB|-4q, gdzie d jest odlegloscig punktu C od prostej AB.
Dlugosé odeinka AB jest réwna 2{5. Réwnanie prostej AB: 2x—~y-—3=0.
Punki C nalezy do prostej k, wige C=(p, p+3), gdzie p jest pewna liczba rzeczywista,
2p-(p+3)=3H _Ip-6f

NN

Pole wéjkata jest réwne 6, wige 0,3 - ZB‘F—J;I =6. Stad p=0 lub p=12. Zatem C=(0, 3) lub C=(12, 13).

Odlegto$é punktu C od prostej k: d=

309. (4—43, ¥3), @+43, 3.

Rozwigzanie, K=(xk, yx) — punkt stycznosci okrggu wpisanego w tréjkat ABC z bokiem AB.

TS =[2,2), SE =[xc~3, yg+11. SE =0,5-CS ={1,1]. Zatem xg—3=1 i ye+1=1,stad K=(4,0).

Réwnanie prostej k prostopadiej do CS i przechodzacej przez punkt K: x+y-4=0.

$ jest réwniez §rodkiem okregu opisanego na téjkacie ABC, a punkty A i B sa punktami wspdlnymi tego okrggu i prostej k. Réwnanie okregu
o(S, ICS: (x—=3)P+(y+1)2=8.

‘Wspélrzedne punktéw A i B znajdujemy, rozwiazujac ukiad réwnan x+y-4=0 i (x~3)Z +(y+ 12=8:

E=@=3, 3) b (x=@G+43, -3

400, y=-—x+4, y=1 lub y=-x+4, x=3. .
Wskazéwka. ABC - rozwazany rGjkat. Jesli punkt C jest wierzchotkiem kata prostego wéjkata ABC, to punkt B jest punktern wspdlnym
prostej o réwnaniux — y -+ | =0 i okrggu o érodku w punkcie C'{ promieniu dhugosci lact.

a0t G4, 3D

402. B=(6,3), C=(-1,10).

403. A=(1,4), B=(5,12), C=(5, 10)

Rozwiazanie. Punkt B nalezy do prostej o réwnaniu y = 2x + 2, wigc B=(b, 2b+2), gdzie b jest pewna liczba rzeczywista.

Punkt C nalezy do prostej o réwnaniu x =3y - 21, wige C=(3c~21, ¢), gdzie ¢ jest pewng liczbg rzeczywista.

BC= [Be—21=b, ¢ - (2b+2)] = [4, 2], wigc 3c-21—-b=4 i ¢~2b—2=-2. Rozwiazaniem otrzymanego ukladu réwnad jest para liczb b=5
i ¢=10. Zatem B=(5, 12), C=(9, 10).

Srodek S odcinka AB jest punktem wspdlnym prostych o réwnaniach y=2x+2 i x-3y+2l= 0. quwiqzmliem ukdadu réwnaf y=2x+2
i x—3y+21=0jest para liczb (x, y)=(3, 8), wiec §=(3, 8).

Korzystajac ze wzoréw na wspdirzedne rodka odcinka, znajdujemy wspdirzedne punkiu A: A=(1,4).

404. A=(-7,5), B=(—4,-1), D=(~6,3). 405. (x-—%)2+(y+%)2:2.

5

406. B=(-5,4),C=3,1).

Rozwiazanie. Niech S i K beda odpowiednio punktem wspélnym srodkowych rdjkata ABC i §rodkiem odcinka BC.

Rozwiazujac uklad réwnaf 4x+5y=0 i x—3y=0, znajdujemy wspdhrzedne punkt S: $=(0, 0). Z réwnosci A§=2.5K wyznaczamy
wspélrzedne punktu K: K=(-1,2,5).

Szukane punkty maja, wspdtrzedne (b, -0,8b) 1 (3¢, ) (bo nalezq do prostych o réwnaniach odpowiednio y=-0,8x 1 x=3y), gdzie b i ¢ sa pew-
nymi liczbami rzeczywistymi. Punkt X jest srodkiem odeinka AB, wige —1= 0,5(b+3¢) i 2,5=0,5(-0,85 +¢). Rozwiazaniem otrzymancgo
ukladu réwnan jest para (b, ¢)=(=5, 1). Zatem pozostale wierzchotki tréjkata ABC maja wspéirzedne (-5, 4)i (3, 1).

407. A=(1,-4), B={6,1), C=(-2,17).
Wskazéwka. Znajdz obraz punktu B w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu 3x—y—7=0.

409. a)2x+3y+1=0; B)D=(-21; 78

410. a)y=x b) C=(6,6), D=(=6.0).

Rozwiazanie. Niech D = {xp, yp). Punkt S jest frodkiem odeinka BD. Korzystajac ze wrerdw na wspllrzedne Srodka odeinka, otrzymujemy
8+xp . 2+ . . ) . <
1=l i 1:-—3—”. Stad xp=-6 1 yp=0. W ten sam spos6b mozemy wyznaczy¢ wspdirzedne punki C.
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41 D71 b6 412, a)45m;  b)90m.
413, 2)(3,-3), (1, 1), (<7,-3), (~5.~7); 1) 40.

414, (-1, 1), (2,6), (4,-2); (x~3)+(y~-20=8,3.

R " Vuic.’ Szkie ro; ! ia. Punkt § jest §rodkiem odcinka AC, wiec wspélrzedne punkiu C mozna znalezé, korzystajac ze wzordw na
wspohzgdmj’ Srodka udcml'ca (C=(~1,1)). Punkty Bi D sa punktami wspdlnymi symetrainej odcinka AC (4x+y—~ 14 =0) i okregu apisanego
na kwadracie ABC“D, czyli okregu o srodku w punkcie S i promieniu diugosci |SAI ((x-37+ - 2)*=17). Srodkiem okregu wpisanego
w kwadrat ABCD jest punkr S, a diugosé promienia jest réwna potowie dhugosci boku kwadratu.

418 L3) 3,1, 6.3) 416, C=(.1), D=(6,5) lub C=(0,3), D= (=2, 1).

47, (1,4, (3,0), (=1,-2), (-3,2).

418, (1242, ~242), (1442, 242), 1-242, ¥2), a+24Z, -2,

Wskazéwka. Znajac diugo$é promienia okregu wpisanego w kwadrat, mozna obliczy¢ dfugosé promienia okrega opisanego na kwadracie.
419, a) Przekamng BD; ) y=Tx-18;  ¢)200. 420. a)B=(6,-1),D=(0,5); b)pole rombu: 12.
421, (4,2),(10, 0).

Rozv}/lqzanie. Przekatne rombu sq prostopadte, wiec przekama BD zawiera si¢ w symetralnej odcinka AC. Wierzcholki B i D sq, punktami
w%po}nymi symetrainej odcinka AC i okregu o srodku w punkeie A promieniu 10. Réwnanie symetralnej odcinka AC: @ x+ 7y — 10 =0.
Réwnanie okrggu o srodkn w punkcie A i promienin o diugosci 10: @ (x—2)!+(y+6)* = 100.

Wspélne_dne punktéw B i D znajdujemy, rozwiazujac ukiad réwnan @ i &, Z réwnania @ wyznaczamy x= 107y i podstawiamy do réwna-
nia @: (10-7y-2)"+(y+6)* = 100. Réwnanic (8 ~7y)* + (y+6)*= 100 sprowadzamy do postaci SOy(y—2)= 0. Stad otrzymujemy y =0 lib

y=2‘. Rozwiazaniami uktadu réwnan @ | @& s wige pary liczb (x, y) =(10, 0) oraz (x, y) = (4, 2). Zatem pozostate wierzchotki rombu maja
wspdirzedne (10, 0) oraz (-4, 2).

422. (3,-5), (2,2), (3,7, (-2,0).
423. Wierzcholki: (3, —%), (4.5), (-1, 2). Rownanie okregu: (x— 1Y+~ 1)*=5.
424. C=(3,2),D=(-1,-1) lub C=(8,-3), D=4, -6).

425, (-0 _10y (10 10
5= G
Rozwi vie. Szkic roz

ia. Znajac diugos¢ wysokosci rombu {dfugosé wysokosci rombu réwna jest diugosci rednicy okregu weri wpisa-

nego} i pole rombu, mozemy obliczyé dlugosé a boku rombu {a =§%). Znajac diugos¢ wysokosci 1 dlugodé boku rombu, mozemy obliczyé
(korzystajac z tw. Pitagorasa) dlugosé p jego dluzszej przekamej (p 2%). Korice dhuzszej przekatnej sa punktami wspélnymi prostej

o réwnaniu y=2x i okregu o $rodku w punkeie (0, 0) i promieniu diugosci 0,5p ((—%, —%), (%, 139))_
426, a)y=-3x+53, (0,53); b)A=(3,0), B=(14, 11), D=(0,9).

427, a)x-3y+10=0; by D =(2,4) c) pole: 20.

428. A=(-3,-1), B=(1,2), C=(7,4), D=(3,1). Pole: 10.

429. a)Pr. AD1ipr. BCsaréwnolegle (pr. AD: y=x+4,pr. BCiy=x-3); bjx=1, x-8y+4=0; c) pole: 28.
430. D=(-1,3).
. B=(5,6),C=(006).

- D=(=3,-1). Polewapezu: 30. Uwaga: przyjmujemy, ze réwnolegiobok nie jest trapezem réwnoramiennym.
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433. C=(=3,-7), D=(9,5). Pole trapezu: 30. . -

Rozwiazanie. Niech C=(tg yo) i D=(xp, y0). KD =2-BA, KD =[xp=3,yp+1], 2:-BA=2(3,3]= |_6 6], zatem xp—3=6 i yp+1=6.
Stad xp="9 i yp=>5. Puakt X jest §rodkiem odcinka CD, wigc 3=0,5(xc+9) i ~1=0,5(yc+3). Stad xe==3 1 yc=-7. - )

Pole trapezu P = 0,5 - (JAB|+4~ |AB1)-h =2,5k- laBl. laBl=3/2, wysokodé A jest réwna odleglodci punktu X od prostej AB, kiéra ma

B - (-1 4 < B
réwoanie x—y=0, wchh:%')—l=ﬁ=2\E- Zatem P=2,5-342 242 =30.

434. Qdcinek XL nie ma punktdw wépo’].nych z dana prosta,

435. a) Obszar miedzy prostymi y=0,5xi y=0,5x-2; b} plaszczyzna; c) ta pétptaszczyzna (bez brzegu) wyznaczona przez prostg
y=0,5x~2, do ktdrej nalezy punkt (0, —3).

436. a) Rys. 1/3M; b) 5.

437. b) { 35xs5 ¢) punkt P= QL - Zﬁ) nie nalezy do czworokata (rzedna tego pusnktu jest mniejsza od -2).
’ —25y<3’
¥ y

438. Rys.2/3M; pole figury 7 27. R

x+420 ' Z
439. a){x-2y<0, b)b=-l4. v ) -

x—-y+520 / 4 X 6

J
/
y2x-2 /’
440. a)A=(21; 1), B=(8,6); bB){yz-x+3
2 y<£-05x+10 Rys. 1/3M Rys. 2/3M

441. Trapez o wierzchotkach (-2, 0), (2, 0), (2, 4,9), (=2, 1,5). Pole trapezu: 12.

442, Zbiér A: pas, kiérego bizeg tworza proste y=2x—2 1 y=2x—4; zbidr B: dwie roziaczne pélplaszczy@y (bez brzegu) wyznaczone przez
proste y=-3x+21 y=-3x-2; zbiér ANB": réwnolegtobok o bokach zawartych w podanych wezesniej prostych.
Wskazowka., |y-2v+3]S1 & (=20+#32=1 A y-22+3<D). |y+32]>2 & O+3x<-2 v y+32>2).

443. Rys. 3/3M.

444. a) rozwiazaniem ukladu nieréwnosci jest kazda para liczb postaci (~a + b~ 1, ?:u -b+ Z)?
gdzieae R_ibe R,; b) rozwiazaniem ukladu nieréwnosci jest kazda para liczb postaci
2a+b+3

(—5-,“—_522), gdzie a, be R

445. x=-1,y=2lub x=1,y=0 lub x=3,y=2.
Rys. 3/3M

448, x=-3,y=2 lub x=-2,y=3 lub x=2,y=-31lub x=3,y=-2 ) )
(r6wnanie ixl+lyl =5 opisuje brzeg kwadratu o wierzchotkach (5, 0), (0, 5), (-5, 0), (0, =5)).

447. Rys. 4/3M.

448. a=-1 lub a=3.

Rozwiazanie, Nieréwnosé x2+y* +2x< 1 sprowadzamy do postaci (x+ 1)* +y* 2. Nieréwnosé
ta opisuje koto o $rodku w punkcie §=(~1, 0) i promienin o dtugosci {2. Réwnanie x-y+a 50 Rys. 4/3M
dla kazdej wartosci parametru a jest réwnaniem prostej. Dany uktad ma dokiadaie jedno rozwig-

zanie wiedy i tylko wtedy, gdy prosta o réwnaniu x—y+a =0 jest styczna do kola k(S, 42y,

.. . = . |-1=0+a_la-1l _=
czyli gdy odleglodé d punktu S od dane) prostej jest rowna 2. d:T: 5 =42.

Stad a=-1 lub a=3.
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449. Parabola o réwnaniu y= Tlixz +x+2.

450. Zbidr A jest suma dwdch prostych o réwnaniach y =0 i y - 3 =0. 451. Parabola o réwnaniu x* - 6y -3 =0,
452 {(ny) G=-t2+1v y=ti-D Axetz) A yeR)

Wskazowka. Jesli punkt (x, y) jest $rodkiem okregu o stycznego wewnetrznie do okregu o réwnaniu x*+y*=4 i stycznego do prosiej o réw-
nanin y =0, to promier: okregu 0 ma dlugosé |y |, odleglosé punktu stycznosci okregu o z osia 0 od punktu 0, 0) jest réwna |x|, a odlegtosc
srodka okregu o od punktu (0, 0) jest rowna 2~|y].

453. Parabola o réwnaniu y =%x

)

454. Parabola o réwnanin y = 2x%,
Wskazéwki. Jesti prosta przechodzi przez punkt (0, 0), to jej réwnanie ma postaé y=ax.
Jesli punkty (x1, y1) i (x3, y) sa koricami cigciwy paraboli o réwnanin y = x>~ 1 i naleza do prostej y=ax, to odcigte tych punktéw sa rozwiaza-

niami réwnania x> — 1 =ax, a odcieta srodka cigciwy jest réwna i;f—z—-

455, (r~3) 4 (42 =1 456, dn+643. 457, 2m—4,

488. 0=(3%,3d). 459, (x+4Y +(y+2)2=36. 460, k=1lubk=—1.
STEREOMETRIA

461 a)112; b) @ 462, 2y2d%sinacosa [=+24%sin2a ]. 463. 2 dm’.

464. 1643, 2 &

Reozwigzanie.

Korzystajac ze wzoru na dlugosé przekatnej kwadratu, obliczamy dtugosé krawedzi podsta-
wy graniastostupa: a2 =4, stad a =242, Trdjkat ACD’ jest réwnoboczny, poniewaz katy
przy podstawie AC maja réwne miary wynoszace 60°. Zatem| AC =AD" |=| cD’| = 4.
Obliczamy diugos¢ wysokosci graniastostupa korzystajac z h. Pitagorasa (ttéjkat CDD'):
HY =42 —(2J2)? =8, stad H=2472.

Objetodé graniastostupa: V=a’H = (24/2)2- 242 = 1642.
p

465. 100046 cm’.
Rozwigzanie,

Obliczamy wysokos¢ podstawy graniastostupa: = # = 1%5— =1043.

Zauwazmy, e tréjkat BC'K jest réwnoramienny, poniewaz Katy przy podstawie BC’ maja
réwne miary (IZKBC = 45° i IZBCK = 180° -90° ~ 45° = 45°). Zatem IBK] <1043,
Bok BB’ tréjkata BB jest wysokoscia, graniastostupa. Obliczamy wysokosé graniastoshipa
korzystajac z tw. Pitagorasa (twéjkata BBK): H? = (1043)2 —10% =200, stad H =1042.

2 2
Objetost graniastoshupa: v=#f1 = #40«5 =1000V6.

486, 2B
L2
B
467. ga i g%—é-a.

Rozwiazanie, Nalezy obliczy¢ x =AMl oraz y = IMBI. Dlugosé przekatnej szescianu o krawedzi a

<

jestrowna ay3. ABl=ay3, WCl=ay2, WUKI= i‘zfl‘ Tréjkat AKM jest podobny do tréjkata

1AM _ 1aC
ARl 1ABI

ABC, wigc

2
om %= 82 qegmad (V3L L s 2
Zatem Y stad x a«/S— 3a ¥y aﬁ x 3 a.
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469. 34334°. 470. 162

471, 8(3+43).
Rozwiazanie. a=4, b=2.

Obliczamy h oraz m. sinéO":’;’, ‘—/;g-zl;« stad h=+3. cos60° =22

'?, % % stad m=1.

o
2

Wobec tego n =4 —m=3. Obliczamy p: p2 =h?+n? :(«/5)2 +3% =12, stad p=243.

Obliczamy H: tg30° =%, é =%, stad H=2. Obliczamy pole powierzchni graniastostupa:
- pATEl

P =2ah+2aH + 2bH =83 +16+8 = 24 +843 =8(3+3).

472, Objetosé: 780.  Pole: 588.
Wskazdwka. Rozstrzygnij, jaki wielokat jest podstawa graniastosiupa.

473. 64.

Rozwiazanie. 2a+2b=18,d,=9,d;= ﬁi, H=4.

Korzystajac z tw. Pitagorasa obliczamy przekame réwnolegloboki: p =65, g = Ji7.
Korzystamy dwukrotnie z tw. kosinusow: 17 = a® + b* ~ 2abcosa, 65 = a* + b* + Zabcoso
(poniewaz cos(180° — ) = —cosal), gdzie o jest miara kata ostrego réwnolegtoboku. Dodajac
stronami oba réwnania dostajenty réwnosc a® + b* = 41. Obwdd réwnolegloboku jest réwny 18,
wigc a+ b =9. Rozwiazujac uklad réwnatt a® + 5> =41 {a + b =9 orzymujemy: a=4ib=3
lub a=351b=4. Przyjmujemy dalej, ze a =4 i b =5 (w drugim przypadku otrzymujemy ten sam
graniastostup) i wyznaczamy cosct, a nastgpnie sinct: 17 = 16 + 25 — 40cosa, stad coso = 0,6.
Z ,jedynki trygonometrycznej” sinow = 0,8. Objetosé graniastostupa: V= (absino)-H = 64.

474. —}‘-Hatgo{—J———-i——].

475, S22 L f2(sin® ar—sin® f)(l-cosa).
in” o
Rozwiazanie. Dane: d, o, B.
Punkt K to rzut prostokatny punktu B na ptaszczyzng Sciany bocznej ADD'A’. W wdikacie
Kk _dsinf
siner  sine

d®sin®
8]

BD'K: k = dsinP. W trdjkacie ABK miara kata BAK jest réwna o, wiec a =

Przekatna BD obliczamy wykorzyswjac n. kosinusow (tréjkat BCD):
= 20" - 2a°coso. = a*(2 ~ 2cosat), stad 1= %\/2 -2cosa. Korzystajac z tw. Pitagorasa

(tréjkat BDD') obliczamy wysokosé graniastostupa:

202
B=d-P=d* -8 0 scosa), sad # = fain® & ~sin’ A1 ~coscr).
sin“a a B
3.2
e V= Pt = 298 B Pocin g~ sin® (- cosar).
sin” & -

.2
a?sin? g
siny

Pole podstawy graniastostupa: Pp = asina=

476, a’sine /s' ¢ Zaftg2 5.

Rozwiazanie. Dane: g oraz «.

Odcinek AL jest wysokoscia Sciany bocznej réwnolegloscianu. Odcinek KL jest rzu-
tem odcinka A’L na plaszezyzng podstawy réwroleglodcianu. Poniewaz AL L AL,
wige z tw. o trzech prostych prostopadiych wynika, ze céwniez KL L AL. Zatem te6j-
kat ALK jest prostokamy. Zauwazmy réwniez, ze |ZKALI=05a

. objetos¢ grani

Trojkat ALA”: sina:M, cosaf:M—LI, stad l4’Ll = asine, 1ALI=acosc.
jKa P p
Tréjkat ALK: ﬂ:@=£u——-, stad |KLl=acoscrtg&.
b §% 1Al " acosa 2
Tréjkat ALK: H?> = AL ~1KL12=azsin2a—azcoszalgz%, stad A“/’z/ L e

. 2 2 T . . .
H=g_jsin® &~ cos* og” %. Objetosé réwnotegloscianu: V= a’siner- H =a’sinax
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477. 48 cm’. 478, 830

S

480. Objetosé: %a%ga. Pole:

cosar

479. a)45% by TD

481, Objetosé: 364/2. Pole powierzehni bocznej: 36+4/3.

Rozwiazanie.

Zau\vmy, ze wéjkaty ACW i ACD sa przystajace, gdyz sa to wéjkaty prostokatne réw-
noramienne o tej samej przeciwprostokatej. Wynika stad, ze b = a. Korzystamy z nv.
Pitagorasa. W tréjkacie KCW a? = (3? +(343)?, stad a=6.

W udjkacie SKW (343)% =32 + B2, stad H=342.

Obliczamy objetosé i pole powierzchni bocznej ostroshupa:

v=La’m=36/2, P,=4-Lan=36/3.

482, 36.
Rozwigzanie.
Przekatna podstawy ma dlugosé 642. Obliczamy dlugosé odcinka SK (iréjkat BKS):

1SBI . 2
tg60° =55 czyli Si= Izsjf(:l’ stad | SK I= 6. Obliczamy dfugosé odcinka KC,

korzystajac z tw. Pitagorasa (tréjkat SCK): | KC 1*= (342)2 — (/6)2, stad | KC |= 24/3.
Zauwazmy, Ze tréjkaty SCK oraz SKW sa podobne (cecha kk, gdyz sa 1o tréjkaty prosto-

co o 1SClISW) .32
tne oraz {£CSK = |.£SWK]). Zachod: e e _H
kat ). Zachodzi wige réwnosé TR czyli YA

stad H =3. Objgtosé ostrosiupa: v:% a®H =36.

483. %mgza). :

Rozwiazanie. Szkic rozwiqzania. Oznaczenin: a — krawed? podstawy, h — wysoko$é dciany bocznej ostrostupa. Wiemy, ze § =%ah oraz

2
pnie obliczamy wysoko$¢ H ostroslupa. Otrzymujemy: a=.,/4Stger, h= f%, H=‘/w.
g g

tgor=-2, i
:{e4 on Wy: yaih a

Wskazdwka. Panz rozwiazanie zadania 482.

23 n2 2
4886. ?H (tg ?~l).
Rozwigzanie.

Qdcinek SC jest polows przekatnej kwadram, wiec n :-{'g—in W tréjkacie SBX:

. W tdjkacie SCK: n* =k*+m?, czyli m?

3

tg”&-1 =3

zadania 482), zatem ﬂ:%, czyli v ay2
n
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2
487. 24 sin® arcosa [_ 4d sin ersin Zaji'
Rozwigzanie.
Zauwazmy na wstepie, ze 1ZKSW) = 90° — |LASKl = 90° ~ (90° - o) = &. Jesli dtu-
20$¢ krawedzi podstawy ostrostupa oznaczymy przez 4, to:

_ _af2 a . . _IKSI_ o,
ACH = ay2, ASI= 5 ISLl——,z. Tréjkat ASK: siner = =
_dy2 IKS| _ 4
i Tréjkat KSW: cosow = S E stad H= prop

Tréjkat SLW:

22, ay?
h*=H +(2) (

. stad

cos &

2 .
Jz +( dﬁj =d2( iy ! ] 4% 2sin® geos® o _ d~_7_sm a—‘-l sm @ _ g2 lisin® g

2si ;2 2 2 2
s cos” @ 2sin” o 2sin? areos® o 2sin? cecos” & 2sin” geos” @

4 ) ecschn b . A -P—4»lal‘2~-d—‘/i« d Jl+sin®a _ o2 yltsin® o
II:J_E sinczcosar Obliczamy pole powierzehni bocznej oswostupa: £, =&l =25 7 sinccos sin? @cosa’

3
488, — 24~
3gL~1g* %)
Rozwiazanie. Oznaczenia: a — dlugosé krawedzi podstawy oswoslupa.

a
W trgjkacie BRW: tg =+, stad /i = 2(" . W trjkacie SKW: h: =H?+ (—‘2‘-)2, stad

&
2

. Korzystajac ze wzoréw na pole tréjkata SKW mozemy zapisa¢ réwnosé:

4d>
g -ty

. Zatem H=—2

Objetodé ostrostupa: V=%a2
¢

L5
S

4go, 1628
5

3(a?~b? )27 -
Wskazéwka. Korzystajac z podobienstwa tréjkatéw PNW i SRW oraz MNW i SCW
wyznacz h i k. Do wyzaaczenia krawedzi podstawy ¢ oraz wysokosci H ostrostupa
wykorzystaj tw. Pitagorasa (patrz rysunek obok).

3
480. Pole: a>43 . Objetosé: alf

[

491. 2.

Rozwigzante. Nalezy obliczy¢ diugo$¢ odcinka DE.
. Punkt D jest $rodkiem odcinka BC, wigc |BDI = % = 1. Punkt £ jest §rodkiem odcinka
AS, wiec odeinek BE jest wysokoscia trdjkata ré;vnobocznego ABS. Wobec tego

|BE] = i = ﬁ . Diugo$é odcinka DE obliczamy korzystajac z iw. Pitagorasa:

D
IDEP = IBEIZ IBDP =3~ 1 =2, stad IDEl = /2. 4

492, 60°.

Rozwiazanie, Oznaczmy: a ~ dlugosé krawedzi podstawy ostrostupa. Nalezy znaleZ¢ o
Wiemy, ze: IKS) = a. Punkt X jest punktem przecigeia wysokosci tréjkata réwnobocznego
ABC. Zatem K dzieli wysoko$é AD na odeinki bedace w stosunku 2 : 1, zn.

ﬂ\/3
-5

mm:lmm. mnl=“f, wice lAKI =

IES| 4 _ 3a
VAR " o a3

tga= =43, wige o= 60°.
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493. 547 494. 27435

495, 45°,

Rozwigzanie. Pole powierzchni bocznej ostrostupa wyraza si¢ wzorem 3-%11/1, Zachodzi

. " 2 V15 : . L. . .
wigc réwnosé %ah = Taz. Dzielac obie sirony tej réwnosci przez a otrzymujenty
3 V15 V15
h =5 stad 11:—6-(1 Znajdziemy dhugos¢ & krawedzi bocznej. Z nw. Pitagorasa
dla wéjkata LCW: b2 =i + (@2 = py2 @2 S 15,2 L2 .24 2 _6 2
kat *(2) ( 3 ay +(2) 20 e TR

stad b :—%—6—

a. Obliczamy diugo$¢ odeinka AX. Odcinek AL jest wysokoscia trjkata réwnobocznego ABC, wiee | ALI= a\2/§‘ natomiast

IAK!:%IAL[:“

496. iz_‘f 6sine(3— 4sin® 2).

Rozwigzanie. Dane: S - pole powierzchni bocznej ostrostupa, 2« — miara kata pomigdzy
wysokosciami §cian bocznych. Tréjkat EDW jest réwnoramienny, wiee [£ZKWEl = o, Kofice
odcinka ED sa $rodkami bokéw tréjkata ABC, zatem |EDl = %, wiec |EKI =%,

W tréjkacie EKW sinc. = IEK} _ g

EWT T A stad a =4hsina. Pole powierzchni bocznej ostrostu-~

pa jest iéwne %ah, zatem S=%—ah =6h%ine, astad

. Obliczamy krawedz

6
j 8g sina, anastgpnie diugosé odcinka MD:

5 Ssina. Obliczamy wysokosé ostrostupa (tr6jkat MDW):

podstawy ostrosiupa: a = 4hsing =

e Lliapleaf3 _
iMD=LiADI= 22 <

A4 a E 121_ B

2
2 52 2__ S _2Ssinex 3-dsin’ g - 4 a ; todd
H h*—IMDI*= Gemg g = S- Tesma stad H= TRsing Obliczamy objetosé ostrostupa:

2 &
la \/— ‘/:~SSSIHQ'JS 3—~4sin~ zz:"\/— §3.3= 4sin® & gin2 aq‘l le 3-4sin” o 451 2a

123 [8siner Bsina S‘“‘Z= 8sin (3 - 4sin” ).

497, 2 |Scoser
ﬁ(chsa)

S pdsin?e [ aais
498. Objetodé: a sin™ 5 =aJ 3-4sin’ o ] pole: a2 \/3 ,_3 -_a f ( J12-15sin®
12sin rcos® 5 12sinccos® @ c

@ 2sing sing
os? i 4cosd L i
Rozwiazanie. Szkic rozwiqzanic. Dane: a oraz o

1SPOSOB. W udjkacie BWL: b= si;:tz' W trdjkacie XKBW:

c=2bsing =20 5in &, h=beos = —&

‘; Wysokos¢ ostrostupa wyzna-

czamy korzystajac z tw. Pitagorasa: H = T . Do uproszczenia wyrazen
sin@

trygonometrycznych stosujemy wzér singr= sin(§ +%~) = 2sin£cos—g¥

Il SPOSGB. W twéjkacie BWL: b=

= o W trgjkacie

ABL: c=

. Wysokos¢ ostrostupa oraz wysokos¢ sciany bocznej wyznaczamy

o H= “,‘[,3,,—:1‘5111'(1, . _ af4-5sin’

1 " s = ———————_ Posigpujac w ten sposéb otrzymujemy odpowiedzi, kidre zamieszczone
J3sinacosa 2sincos P P ymujeny odp

zostaly w nawiasach kwadratowych.




188 ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA
189
© 506, Pole: La?y1tg? .23
499. Objetosé: 23d° ol 3342388 %), , oler ey + 3. Tangens: S
w'e Rozwiazanie. Sciany ABW { ACW sa tréjkatami prostokatnymi, kazda o polu 0,5aH. $ciana BCW
Rozwiazanie. Dane: d oraz o jest m}(lkattem rownommlennym o polu 0,5ak, Poniewaz k > H, wigc spoéréd 4cian bocznych
= . najwieksze pole ma §ciana BCW i pols
Tréjkat ABC jest réwnoboczay, wige :%, n= a«6/3 . W udjkacie ASW tga:%, i pole tef sciany nalezy znalez,
i - W ubjkacie ABW: !go::—, stad H = atgex. Odeinek AD jest wysokoscia tréjkata réwnobocz-
stad H = “33 @ W ojkacic SDW ki =yH%+n® = [Hz +4-. Tréjkaty SDW ‘ ) a\/‘
nego ABC, wiec h = . Obliczamy wysokosé k korzystajac z rw. Pitagorasa {tréjkat ADW):
i LKW sa podobne (cecha kk), zatem L= L, czyli n,i = dh. Po podstawieniu w miej-
h % 2 k2=H2+h2:a21a2a+£= _a’ 2 g\/—7_
5 . ] ) =S @gTa+3), stad k=Syfdg a3,
sce nihh otrzymujemy réwnosé 4 x %1_ = dJH2 +‘;—2, a po podniesieniu obu stron do 4 Pole scinny BCW: p=L H_ aga
T
2 2 a3, / 2
H” _ 4224 91—2—). Do tego réwnania podstawiamy H = %zga i dzielimy obie strony przez a*:
Jaig® a+l atg’ a+l §07. 1—;«
8 tg a=d? (tg a+—) stad a= 2/3d :wz . N ie wy! y H oraz h: H=2d1j4lg2 a+1, h=dTZ——- Wyznaczenie
objetosci i pola powierzchni ostrostupa pozostawiamy czytelnikowi. 508 a’(sina+1)
: cose
Rozwiazanie, .
500. Pole: 20[5 , objetosc: % ) Kazda $ciana bocTna ostrostupa jest wdjkatem prostokamym. Pole powierzchni bocznej ¢
b QSUOS}‘-‘PHP:Z-Eab +2.dac =a(b+c). b=agy, c= b
Rozwligzanie. 7 N 2 5 sina+l coser’
Zf atem P=alatga + ) =@ e
a’y3 - Sikaci L s LSt _ 3 Dp= cos g cosax
2 -4—\/5, stad a=4. W udjkacie LCW: sin2or= T stad b pe Za‘ k g
]
43
1AK) T dnf 4—\/5 . 3 sin Byfcos? & — sin?
W téikagie AKW: cosor= oo =—3— =3 Stad 3= T Z ®i®do w/
J— 3sin? &
. 2 _ 4 . =
stajemy: oiw " Feosa’ a stad Zﬁsm 20=3cosa.
7Ze wzoru na sinus sumy sin2¢ = sin{¢ + @) = 2sinccosey, a wige dane réwnanie przybiera postaé 4«/5 sinecos@ =3cose, stad sina:i{% 510.
) 5 1 Jﬁ o. 1 Rozwigzanie,
Z jedynki trygonometrycznej cos”a=1-JF=1&, 2 stad cosa = I Z réwnosci b —T_- Korzystajac z tw. Pitagorasa obliczamy Kazda dciana ostrostupa jest tréjkatem réwnoramiennym o podstawie dlugosei &  ramionach
wysokosé ostrostupa H (tréjkat AKW) oraz wysokos¢ sciany bocznej h (tréjkat LCW): H = r h :‘/—0—- Otrzymane wyniki pozwalajg na dhugosei a. Wysokodt podstawy ostrostupa ma diugosé 4 =, a2 b_ %\/ a?-p2,
obliczenie objetosci i pola powierzchni ostrostupa. wice pole podstawy P, ostrostupa jest téwne: P, =Ebh =b44a? _p? . Aby obliczys wy
" . -
soko$é oerostupa obliczamy najpierw wysoko$¢ /, tréjkata réwnoramiennego KBW:
501. = 2_b% 2_p2 PR
: . i . = \/h T \/ 3 \/2% Poréwnujac wzory na pole tréjkata KBW
b Wskazowka. Uzasadnij, ze jesli krawedZ czworoscianu ma dtugosé a, to diugo$é tych odcinkéw jest réwna 7“‘5' K~
i - : “ L 1 2 . . )
f dostajemy rownos¢ ‘2‘}’H “’z‘bhl- astad H=2b 2 bb ) Obliczenie objgtoéei ostrostupa pozostawiamy czytelnikowi.
5 a :
502.
Wskazéwka. Niech AK | DL beda wysokoéciami czworoscianu foremnego ABCD, S - punktem przecigcia wysokosci czworoscianu, 511.
; za$ M — $rodkiem krawedzi BC. Skorzystaj z podobiefistwa tréjkatéw LAS 1 KAM. Wskaz6wka, Uzasadnij, ze spodek wysokosci ostrostupa jest punktem réwnooddalonym od wierzchotkéw podstawy
: 512,
503. a) Objetosé: a>y/6.  b) Tangens: _1248 Wskazéwka, Srodek okregu opi ; . )
. i . A . 5 . Srodek okrggu opisanego na wielokacie jest punktem wspélnym symetralnych wszystkich bokéw tego wielokata.
] . \ 513. &
504. Pole powierzchni catkowitej: nR (-—sm 360" | g2 180° -tg(9 —ﬂ—- Sm'
. . . X . f " do dwéch (ednich wi 3 Rozwiazanie,
F a; . Szhic rog Promienie okrggu opisanego na podstaw1e ostrostupa poprowadzone do dwéch sasiednich wierzchotkéw Przyjmujamy, e p_odslawq ostrostupa jest tréjkat o bokach diugodci 4, 4, 2. Wobec togo
tworza, kat 0 mierze 360”. py znalezieniu dlugosci a krawedzi podstawy (2R sm&) mozna wyznaczy¢é sinus kata ptaskiego przy w1erz— wszystiie krawgdzie boczne ostrostupa sa tej samej diugosci (réwnej 4). Na mocy mw. o
> ostrostupach spodek wysokosci ostrostupa (punki S) jest $rodkiem okregu opisanego na jego
chotkn (sin 180° ) Stad wnioskujemy, ze kat ten ma miare 18"0 . Nastepnie wyznaczamy dhugosé wysokosci 4 Sciany bocznej poprowadzonej podstawie. Obliczamy diugosé wysokosci AK tréjkata ABC: 141 = 15 oraz pole podstawy
" . " S
7 i ] ostrosfupa; Pp = «/G Obliczamy dtugos¢ promienia okrggu opisanego na tréjkacie ABC.
> do krawedzi podstawy (Rsin 180 - tg(90° —ﬁ-)). Pole pow. catkowitej: P=n- —R sm@-—ﬂ: % 2Rsin 180 -Rsin180° -tg(90° - ) . ) . i
3 n n 2 Korzystajac ze wzoréw na pole tréjkata mozemy zapisad réwnosé l,z,‘/'" = Ldd stad
o 4R
8
R=-—2=. Wysoko$¢ ostrostupa: H = -4
505. 843, s W strostupa: Nl objetost ostrostupa: V-— PyH = 3«/ﬁ
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514, b3 llgc;szz 515. Objetosé: %ba sinex. l+co(;sa’ . Rozwiazanie ismieje dla ore (0; ""
5186. %-03 sin ycos ytgor.

Wskazéwki. 1. Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie ostrostupa (dlaczego?). 1L Gdzie znajduje si¢ $ro-
dek okrggu opisanego na tréjkacie prostokatnym?

3

221 1ya?

n

517. %a% (1+COS(Z)3 g

518. Pole powierzchni catkowitej: . Objetosé:

v

_2singcosa
cos 3

Wskazowka. Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okrggu wpisanego w podstawe ostrostupa (dlaczego?).

519.

520.
Wskazéwka. Uzasadnij, ze czworokat KLMN jest rombem.

521.
Wskazéwka, Miary tych katéw sa réwne miarom katéw pewnego tréjkata.

522. 3 )
Wskazéwka. Sporzads taki rysunek ostrostupa, aby podstawa byla jedna z prostopadiych Scian. Wysokos¢ podstawy poprowadzona z wierz-
chotka kaga prostego, wysokosé czwartej sciany i jedna z krawedzi bocznych tworza trdjkat prostokamy.

4447
523. ‘jS3\/§cosa -sinar. +T‘/_

524, 1“3—@ fub

525. a) 242, b) 6(6 1.

l-cosa -
5286, P [ tgz]

Rozwigzanie. Oznaczenia: a — krawedZ podstawy prostopadtosciany, x — boku rombu,
p — diuzsza przekatna rombu, 5— kat, ktérego kosinus jest szukany.

I SPOSOB. Poniewaz EG | | BD, wige |EG = ay/2.

Z tw. kosinusow dla tréjkata AEG: 2112 = 2x2 —2x2 cos &, a2 = .\:2 (1-cosa), stad

xZ= : Z tw. kosinuséw dia trdjkata AEF: pZ =2x% — 2x2 cos(180° — @) =
=232 +2x% coser =252 (1+cosa) = (1 +cosa), stad p=ay2. i+cosa .
—~cosa
038= 1ACI aJ— M—cosg _ [(—cosa)(—cose) (1—cos @)? 1~cos o)? _i-cose
cosp= AR~ - \[ 1+cosa V {l+cosa)(l—cosx) V 1-cos® o V sin? o sine
1§ SPOSOB. cosf= IACI ﬁ. Dlugosé krdtszej przekainej rombu jest réwna dlugosci przekatnej podstawy, wiec w tréjkacie AEH
P

| J2

tg % \EHI _ "3 aT =cosf

72 528, S y5-dcos?a.
527, & g " Bcosa ©
528. Pole przekroju: ia‘ Tangens: 2431.
Wekazdwka, ‘Vykur""smj fw. Pitagorasa i oblicz kelejno: wysckedd sciany hocznej , wysoko$é otrmymanego przekroju /;, wysckosé ostro-
10
stupa H. Otrzymasz h=¥’7~a, h,:-—‘{t;a, H=

-+ 530. % P’ sinay2cosc.

ODPOWIEDZ], WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA 191

Rozwigzanie. Zauwazmy, 2e punkt X jest §rodkiem okregu opisanego na tréjkacie
SCW (poniewaz X jest Srodkiem przeciwprostokatnej CW).

Wynika stad, ze ICKl = WKl = ISK] = h oraz |ZWCS| = o Ponadto IKLI = 0,5H.

1KLL _b5H
SRV TH

aH«/E
4sin

=, sd @ ail = 242Psine. W wéikacie SCW

W trdjkacie SLK: singr= ystad A= T Pole tréjkata BKD jest dane

iréwne P, wige P= é—aﬁh =

_SWI_ g
8 =ser - a2 2

Wysokos¢ ostrostupa wyznaczamy z réwnosci @: H=J2Pcosa - tge. Obliczenie objgtodei ostroshupa jest teraz natychmiastowe.

, stad @ H =

a*tg’a [

531, =
cosPliga+tgf)? [

p)
a®sin? qeos § VTl 3 fa
sin®(@+ ) g% sing

3

533. KP'

Rozwigzanie,

W trojkacie ACW (patrz rys. 1) SG || AW i S jest $rodkiem AC.

Wynika stad, ze ISGl = 0,5 1AWl = 0,5-b. Zatem pole P tréjkata BGD jest

rowne 0,5a4/2 0,55, stad ab=242P.

Uzasadnimy, ze czworokat KLMN jest prostokatem (patrz rys. 2). Punkt

K jest srodkiem AD, L jest érodkiem AB, M jest srodkiem BW, N jest

$rodkiem DW. Wynika stad, ze KLl = IMN = 0,51BD! = O,Saﬁ oraz
=1LM=0,5lAW) = 0,5b. Oznacza to, ze czworokat KLMN jest réw-

noleglobokiem. Zauwaimy, ze |ZNKL = IZKLM), a stad wynika, ze

czworokat KLMN jest prostokatem,

Uzasadnimy, ze ITP| = 0,25b (patrz rys.2), Niech punkt R bedzie srodkiem odcinka CW. Zatem TR |1 SC, a stad wymka ze tréjkat TRW jest pro-

stokatny. Poniewaz TP || AW (dlatego, ze UT || AW) wigc |£PTRI = |£TRP|, a stad ITP| = [RPI. Dalej wnioskujemy, ze punkt P jest srodkiem

okregu opisanego na tréjkacie TRW, a wige (TPl = |RP| = (WP = 0,25b.

Pamictajac, 2 ab = 242P mozemy teraz abliczyé pole przekroju LMPNK: 0,5av/2 - 0,55+ 0,5-05av/2 - 0,255 = 0,3125aby2 = 1,25P.

a’+/26 23 _sinf

534, &34%6 535, S
536, Y13
LB

Rozwigzanie,

Uzasadnimy, e czworokat KLMN jest prostokatem. Odcinek KL laczy $rodki bokéw w tréjkacie

ABC, zatem z tw. 0 odcinku lqczacym Srodki bokéw trdjkata wynika, ze KLl = 0,514Bl = 0,5a.
Analogicznie, rozpatrujac kolejne réjkaty stwierdzamy, ze IMN = 0,54, ILM] = 0,5b, IKNI'= 0,55.
Uzasadniliémy wiec, Ze czworokat KLMN jest réwnoleglobokiem, ale poniewaz miary sasied-

nich katéw tego czworokata sa réwne (np. |£KNMi = | ZLMNI), wigc wynika stad, Ze czworokat

KLMN jest prostokatem. 4

Pole prostokata KLMN jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej ostrostupa, zatem: 4-—;«11-—;—[: = 3~-§—ah stad h =%b. W tréjka-

cie APS b2=h2+(%)2, 172:(%!:)24—(%)2, stqda:—z‘fb. |PRI = 1 “‘/— ‘/—b wiec cosa—?;!:gb-%:—s .

a*yi
537. —
Rozwigzanie.
Obliczamy dtugos¢ wysokosci ostrostupa. W tréjkacie ASW H= (2,,)1 = a‘éﬁ'

Obliczamy dfugos¢ /1 wysokosei trdjkata BCL, ktora jest takze jedna z wysokosei tréjkara
AKW. Pole tojkara AKW jest réwne L1 AK 111SW1, ale réwniez %[ AW IKLI.

H\E_a\/ﬁ
4773

Dostaje-

@H = % 2ah. Zatem h =

my wiec réwnosé %

. . o N
Obliczamy pole P przekroju ostrostupa (pole tréjkata BCL): P = ~2-ah ==




ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI, ROZWIAZANIA

192

3 3
538. ‘/?;2 i %‘/9220— 539, a) Wierzchotki: 51, krawedzie: 100, éciany: 51; b)8.
540. b) l40cm®  ¢) 2447 om’. 541. 20.

542, Objetosé: —l—ﬂaz, pole powierzchni: %ﬂaz.

543, 28,
T

Rozwiazanie. Oznaczenia: H - wysokos¢ walca, r — promied podsta-
wy walca. Na rysunku obok pokazano powierzchnig boczna walca po
rozwinieciu na plaszczyzng ~ prostokat AA’B'B. Dlugosé jednego
boku tego prostokata jest réwna diugodci wysokosci walca (inaczej:
dlugosci tworzqcej walca), a dhugosé drugiego boku jest réwna obwo-
dowi podstawy walca, czyli jest rowna 2nr.

W tréjkacie AA'B’

B _wmw AL
Z,S,Stqdl—ﬂ_.

B=p

, sad H=4. Obliczamy objgtos¢ walca: V= ZrPH=x A=
3

1.4
o208

546, 12437 .

544. Pole: zr2LEe0s2  Opjernsé: Lrriga. 545. a) 242; b)72m.

cosa 3

547, 5m. -
Rozwiazanie. Oznaczenia: | ~ tworzaca stozka, r — promien podstawy stozka. s s
Na rysunku obok pokazano powierzchnig boczna stozka po rozwinigciu na
plaszezyzng — wycinek AA’S. Dlugosé promienia tego wycinka jest réwna dhu-
godci tworzacei stozka, 1 dlugosé tuku, na ktérym oparty jest wycinek jest

réwna obwodowi podstawy stozka, czyli jest réwna 277 !
Poniewaz kat srodkowy wycinka jest katem prostym, wice diugosé uku A4
jest réwna % obwodu kola o promieniu 4 (dany wycinek jest LCwiartkq” kota 4 &
o promieniu 4). Zatem: 27tr=—1—(27t-4), a stad 7 = 1. Obliczamy pole po-

wierzchni catkowitej P¢ stozka: Pc= P+ rl= g+ dr=57m

3,2 far? -
548, &% AT o (przyjelismy, ze o jest miara kata wyrazona w radianach). 549. ZQ/Zr,

1927% sin* &

550. l/—j— .
Rozwiazanie, Oznaczenia: » — promien stozka, [ — tworzaca stozka, i — wysokosé stozka, R — promien walca, H— wysokodé (tworzaca) walca.
Wiemy, 2e @ [=H, @ %n'rzh = 7R?H, © nri=27RH. Z® | © mamy: orH = 27RH, sad r=2R. Podstawiajac do & otrzymujemy

?1;-75»4R2h=7tR2H, stad h=—3—H. Poniewaz 12=r2+hz, wigc r2 =lz—h2 =H2—(%[~1)2 =-116H2, stad r:—‘/;H.
7
T

Niech rbedzie katem nachylenia tworzacej stozka do paszczyzny podstawy. Zatem cosa’=—?~

551, 30°.
Rozwigzanie, Oznaczenia: r — promien stozka, / — tworzaca stozka, ht — wysokosé stozka, o/~ kat miedzy tworzaca, a wysokoscia stozka.
Przekrdj osiowy stozka to wéjkat réwnoramienny o podstawie 2r i wysokodci &. Pole przekroju osiowego stozka jest wige réwne rh. Wiemy, 2&

themf3 = zritnrl, stad % hﬁ =r+i. %= singr natomiast 1[’- =cosg, stad r=Ising, h=lcosa Po podstawieniu do % i po podzieleni“

3 1 L

obu stron przez ! dostajemy réwnanie trygonometryczne ﬁcosa =sina +1. Przeksztalcamy: \/gcos a-sing =1, =5-cosa —75111 o=5
$in 60° cos e —cos60° sina = %, sin(60° ~ @) =2 (ze wzoru na sinus roznicy). Poniewaz, ¢ jest katem ostrym, wice z ostamiej réwWnosth

wynika, ze 60° — a=30°, czyli o= 30°
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W_{[ 2 —y ;
552. 72--( m) — 1, gdzie V, - objetos¢ stozka dcietego.

53. jetosci: 1: 6
5 Stosunek objetosei: 1:2. Stosunek pol: (47 + 1): (47t + 4). 554. Pole: 2r(a+b)a+2c). Objetosé: mab(a+2c).

193

555. Sna’. jetos
556. Objgtosé: 4n. Pole: 272(y/3 +3) .

557, Objetosé: 32, Pole: 8+4/3(1+7)

Rozwigzanie.
Niech B oznacza brylg rozpatrywang w zadaniu, czyli j
> 2 : ; , czyli bryle powstats z obrotu tréjkata

KLM wgkf)l prostej XM. Obliczamy objgtosé i pole powierzchni bryty B rozwajzaj:qc
dwa sto_zkx: N sto?ek 0 promienin podstawy r i wierzcholku w punkcie X oraz
Sy - slq%ek 0 promieniu podstawy r i wierzchotku w punkcie M.
Objetost V; bryty B jest réwna réznicy objetosci stozkéw Sy i S, czyli:
v, =Llzr? _lz2,.8-2.1_.2

b =3art @+ —garth=Srr +ar h—-%lrrzhzgnr? Zatem do oblicze-

nia objetoset b;y_{y B potrzebna jest jedynie dhugos¢ promienia r. W wéjkacie MLN
B °_ I 3 .

sin60° = 5 T—%, stad r=2+3, awigc V; =%/r(2\/3—)2 =327,

Pole powierzchni Py bryly B jest réwne sumie pdl powierzchni bocznych stozkéw S,

iS5, czyli Py=mrl+ mrd =2mf3(1 + 4).

Korzystajac z tw. Pitagorasa obliczamy najpierw wysokosé A, a nastepnie tworzaca I W tréjkacie MLN =42 <(21/5 )2 =d,stad h =2
W tréikaci 2 _ 2 B o
trbjkacie KIN 1% =(8+2)% +(243)% =112=16-7, stad / = 4/7. Ostatecznie Pp= 2743 (47 +4) =831+ yTirz.

558. 52m. 559. L
. L
560. Objgtosé: 3% 7. Pole powierzehni: 2825
V21 i
561. 4001 o 1440

7 gdy tréjkat ABC jest ostrokatny), 5 (gdy twéjkat ABC jest rozwartokatny).

562. %7:53 (tgf-tgogatg 1, 3snasinf( 2singcosf
(tgf+igen)? 3 sin(a+5) sinfa+f) )|

2
563, 2743 W A5mT . 564, 8102
3sin*(f+p) ' 15
565. a)3,57a%  b) 24B37wa;  c¢) 63ma’. 566. L.
C g

567. wa®sina(l+cosa).
Rozwiazanie,

Oé)quto’s'(% V_bryiy powstatej z obrotu rombu jest réwna V, — Vy — V3, gdzie Vi, Va, V3 sg
objetosciami stozkéw o promieniach réwuych odpowiednio a + 7, a, ri wysokos’ciaéh 6w-
nych odpowiednio 4 + &, H, h.

VaLlge)? Lza?

yrlatrP b+ Hy-Lza H~%7rr2h =%lz{(a+r)2(h+ H)—a’H -rh]=
=L ala?hr r2H + 2ar(hor ],
Latwo obliczamy #, k oraz H: r=acosc, h=asing, H= atge. Wobec tego:

=1 3. 2
V~§lr[a sin ¢ +a” cos® atga+2a” cos a(sin &+ tga)} =

cosa cosa

=Llradts 2 si . .
37’ (sinar+cos” @ SBE 1 )sin greos o + 2eos o LY =
1
3

L : i 2
a’ (sin o + sin @ cos ar+ 2 sin @ cos & + 2sin & =Laoai@ss i i MH
s ) 374 (3siner +3sinreos@) = wa’ sina(l+cosar). -
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568. Objetosé: 243m; pole powierzchni catkowitej: 81m(1 + ﬁ). 569. —’59—3-34&

570. 2m.

571. 4wR%sin® ecosacosa+1) [ =R sin20(2sina+sin2a) ] 572. —;~

ERN
3ty

Wskazowki. 1. Dwukrotmie zastosuj tw. sinuséw. 11 Skorzystaj ze wzoru sin20 = sin(e + o) = 2sincicosd.

573. 60° lub okoto 81° (sinus potowy tego kaga jest réwny

574.
Rozwlazanle. Oznaczenia: r — promien podstawy stozka, { — tworzaca stozka, h — wysoko$¢ stozka, R — promien kuli wpisanej w stozek,
Vs — ubjetosé stozka, Vi ~ objetosé kuli, Pp — pole powierzchni catkowite] stozka, P~ pole powierzchni kuli.

v 12 A4 a3 L 2k Py = pd el = L rrer
VSAVK_slrrh.SzzR i Pg:Pg =(nr” +xrl):4aR R

2% 2ag -
Nalezy udowednié, ze Vs :Vg = Pg:Pg, czyli, ze %:L_R-Z'— Przeksztatcajac ostatmig réwnosé

stwierdzamy, ze nalezy dowies¢, ze —%‘— =r+l

- : " IKLY _1MN S R .
Tréjkat KLS jest podobny do téjkata MNS (cecha kk). Zatem RS ST czyli TR Przeksztat:

canty ostatnia réwnodé: r(h—R)=RI, rh—~rR=Rl, L;el—r =1, %’ = r +1, co koficzy dowdd.

575. L.
75, 4

Rozwigzanie, Oznaczenia: r — promief podstawy stozka, [ — tworzaca stozka, i — wysokosé stozka, R - promien kuli wpisanej w stozek,

Pp— pole powierzehni catkowite] stozka, Py — pole powierzehni kuli. Nalezy obliczy¢ cos2a. s

Wiemy, ze Pp=2Py, A7+ arl=24mR, P+ rl=8R, 01+§=8-(§)2A

sikaci ro 1o _1 Gikaci [y -
W tréjkacie KLS = cos2e, stad @ Elatpevcys W tréjkacie KLM . tg. Po podsta-
1

2
=8ig” . !
cos2a Stg

wieniu @ i ©® do rownosci @ otrzymujemy réwnanie trygonometryczae 1+

.2
Przeksztateamy: cos2¢r+1=8tg? & - cos2a, cos® @—sin® @ +1=8- sza ‘(2cos? @ -1),
cos” a
2
2cos? = s-b—c“j—"ﬁ (2cos? @—1). Niech ¢=cos” & Wtedy 2t =3-1%'(21«1), 4]
cos” o

P=d(l-0@r—1), 92 -12t+4=0, (3t-2=0,stad t= % Zatem cos2a=2cos*@— 1 =2t -1 =§.

3~\/’5_ 1
576. = Wb
Rozwiazanie. Oznaczenia: » — promief podstawy stozka (wysokosé walea), i — wyso-
ko$é stozka, R — promien podstawy walca, Vs — objgtodc stozka, Vi — objgtosé walca. /ol
v L2y m2 _ rh ; e T8 r ko 6ikaci
VsV =37r heaRer Py Wiemy, ze Pyt stad @ = E 8. W tréjkacie ABD

~Ir~R_{_R R__ i I
tgor = - =1 pt stad - 1 —tge, czyli OR

1 o R &
. gon =,
ey W tréjkacie DES tgo e .
hor o1 Ao 1 iaj i . I T
siad A2l = wa ezyli - wa Podstawiajac ® otzymujemy © i tga+ e i,

Podstawiamy @ i @ do rownosci @ otrzymujac réwnanie @ i i .
l-tgx\ tgr  1-tgx 4 Y] C r

r=R <L=1).
.

Mianowniki utamkéw w réwnanin @ nie sa réwne zeru, gdyz 0 < tge< 1 (nieréwnosé tgor> 0 jest oczywista, ale réwniez tgex=-—
1 1 =8 1 = Stga(l —tg)*=1, Stg’a— l6tga+ -1=0
Itga gel-g®)  go(-tga) 8 Sgal-wgoy=l  Sge-lbgorSige-1=0

Przeksztalcamy t6wnanie @

Niech ¢=tga Wowczas © 87— 1687 + 8¢ — | = 0. Jednym z rozwiazan réwnania @ jest 4, = 0,5, zatem dane réwnanie zapisujemy W postaci

1ub lga:%,

(t—0,5)(8¢ — 12¢ +2) =0. Pozostale rozwiazania: :}:z‘/—g—, 5 =~3+4—‘/§, t=tgar< 1, wigc ostatecznie tgor=

345
F
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577. T 578. 8R%sin® arcose(cosar+y1+sin? &) [:2stin22a(1+2\j2:g3a+1ﬂ.

343 3

579, 228 580. 230 —re | 52828 )
sin® & cos2a tg3a

581. g_;(H_E) 582. 4sin acosa:rinj’ Peos? ,B'
583, LR sga, LCrtga)’

Y3 og’e
585, 7f-.Sinocose =0 Sing

2cos 442 sine { 2+ﬁtga’ ) 586. 27,
587. 0,000018 mm. 588. 168 dm’ (wysokos¢ akwarium: 60 cm).
589. Poziom wody podniesie sie o 1,8 cm. 590. 9cm.
591. a)234641; b) 144,48 kg. 592. 103,5tkg (=325 kg).
593, 642n cm’. 594. a)625cm’,  b)31,25 dkg
3 .

595. 0,306 m®. 596. a) 280+4845 m® (=~387,3m?); b) 35 paczek.

597. a)h=243 km=3.46km; b)45°% ¢) 26 km (= 4,90 km).

598, a) 1824 m’; b) 918 m’

598, a) Krdtsza lina: 350(\/3-—1) m (= 256,2 m); diuzsza lina: 350(3 — \/5) m (=443,8m); b) wysokos¢ masztu: 525(«/5—1) m (=384,3 m).
600. a) Objetosé cokotu: 7am® (=22 m®);  b) tak, masa cokolu: 18,91t < 60 t.

601. a) Pole powierzchni bocznej: 600r cm?  b) wysokosé: 1045 cm.

602. 48384 m’. 603. a)k=2,35m; b) 2350 m’.
604, 10y1+72 cm=~33cm. 605. a) Objetosé wykopu: 1824 m’;  b) 52896 zt.

606. a)3000m®, b)420 m® 607. 1464 m.

608. a) Objetosé: 2500 m’;  b) masa: 19500t

ZADANIA OPTYMALIZACYJNE

609. 20 m x40 m. r
Rozwiazanie. Pole powierzchni kapieliska P=xy. Wiemy, ze 2x+y=80, stad mamy y=80—2x.
Mozemy teraz wyreizié pole P za pomoca zmiennej x: P(x)=x(80-2x), gdzie xe D =(0; 40). x x

Fun_kcja P(x)=—2x"+80x najmniejsza wartos¢ przyjmuje dla argumentu xw=20€ D.
Jesli x=20, to y=80-2x=40. Zatem kapielisko powinno mie¢ wymiary 20 m x 40 m,

610. 450 m* ( P(x)=—2x"+60x, x € (10; 30), x— dlugosé boku prostokata prostopadiego do dtuzszej czesei muru ).

611, 4mx6m.
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612. 441 cm® (ramke nalezy zbudowaé 2 dwdch czegdei o dugosei 21 cm i dwéch czescet o diugosei 29 cm).

§13. 12 cm (bok kwadratu: 3 cm) i 16 cm (boki prostokata: 2 em i 6 cm).

Rozwiazanie. x — dlugo$¢ boku kwadratu, y, 3y — diugosci bokéw prostokata.

Suma pdl otrzymanych czworokatdw P =x*+3y’. Wiemy, ze 4x+8y=28, stad mamy x=7-2y. Mozemy teraz wyrazi¢ pole P za pomoca
zmiennej y: P(y) = (7 — 2y)* +3y’, gdzie ye D=(0; 3,5). Funkcja P()= 7y* — 28y + 49 najmniejsza wartos¢ przyjmuje dla argumentu

y= —% =2 D. Obwdd prostokata o bokach y i 3y jest réwny 8y, czyli 16. Zatem drut nalezy podzieli¢ na czesci o diug. 16 cmil2cm.

614, 40cmi32cm.

615. Prostokat jest kwadratem o boku 4 em; pole figury: 87+ 16 em®  ( P(x) =Z2, 2 H2-m)x+ 167, x€(0:8), x — dlugoic jednego

2

z bokéw prostokata ).

616. Diugosci bokow wéjkata: 6 om, 6 cm, 6243 em  ( P(z) 2%(12)(—12). adzie x & (05 12), x ~ dlugos¢ jednego z bokdw zawartych
w ramionach kata o mierze 30°).

Wskazéwka. Po wyznaczeniu dlugosci bokéw zawartych w ramionach kata o mierze 30° — dlugosé trzeciego boku mozna znaleZé obliczajac
dhugosé jedne] z wysokosci, a nastgpnie dwukrotnie korzystajac z tw. Pitagorasa.

617. x=2, pole wéjkata: «E em® ( Pyne (0) = Q(Bx2 —12x+16), xe(0;4) ).

618, 15cm.
Rozwiazanie. a, b - dtugodci podstaw, ¢ — dhugodé ramienia trapezu.
- Sinus kata ostrego trapezu jest réwny % wige diugosci wysokosci jest réwna %c, Pole trapezu P =0,5(a+b)- %c.
Wiemy, ze a+b+2c =60, stad a+b=60-2c. Mozemy teraz wyrazi¢ pole P w zaleznosei od diugodel ramienia:
P(c)=(30-¢)- %E, gdzie ce D=(0; 30). Funkcja P(c):—%c2 +125_c najwigksza warto$é przyjmuje dla argumentu cy= 15e D.

Zatem ramig trapezu o najwigkszym polu ma diugoéé 15 cm.

619. Diugodci bokéw prostokata: 3 4. (o}
Rozwigzanie, Pole prostokata P = xy. Szukamy zaleznosci migdzy x 1 y. Z podobiefistwa

wéjkatéw ABC i KBL mamy %f—r= g, stad y=0,75(8 —x). Mozemy teraz wyrazi¢ 6 M x I3

<

pole P jako funkcj¢ zmiennej x: P(x)= 0,75x(8 - x), gdzie x € D =(0; 8). Najwigksza
warto$é funkeja P przyjmuje dla argumentu xw=4 & D. Zatem jeden z bokdéw prostokata B X
powinien mieé dhugosé 4, a drugi 0,758 -4)=3. 4 ] B

620. 70 cm x 105 cm  ( Pole prostokata (w m): P(x)=1,5x(1,4 ~x), gdzie x jest dlugoscia boku prostokata réwnoleglego do podstaw trapezu
ixe (0; 1,4)).

621. Dhugosci bokéw prostokata: 20 em, 5¢3 cm.

Rozwigzanie. Z trjkata ABC mamy \AB! =20J§, z tréjkata KBL mamy | kBl =2x,
. 3 -

2 tw6jkata AKN mamy |AK] =%§—. 2+ %5— =203, stad .c:IM, Pole

prostokata: P =xy= M%ZB_ Funkcja P(y) =~‘é4—3—(—y2 +40y), gdzie y e (0; 40)

najwigkszg, warto$é osiaga dla argumentu y= 20 € (0; 40). Zatem najwicksze pole ma

prostokat o bokach y=20 i x= Sﬁ .
622, a) P(x)= —%.\:2 $23%  b) Pual(1.5)= 15,
Wskazdwka. Payvs = Paapc— Paswc+ Pastas +Pasns)-

623. 2. 624. 2%\—/«3—

625. Czworokaty o przekamych réwnej dhugodci i przecinajacych si¢ pod katem prostym.
Wskazowka. Wykorzystaj wzér na pole czworokata: P=0,5pgsind, gdzie p, q — dlug. przekamych czworokata, o.— kat miedzy przekamymi.
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626. Diugosci bokéw prostokata: 11 dmi6dm (Px)=03 -x € - 8
g ac (2 3 & 6
Krnwodi A8 ) p 1 ( (:‘() 0,523x-x7%), xe(3;11), x~ dh gosé tego boku prostokata, ktéry zawarty jest w
Wskazéwka. x - dhugosé boku prostokata réwnoleglego do AB, y — dlugosé boku prostokata réwnoleglego do AE.

Oblicz pole pigciokata ABCDE (94 dm®). Wyraz pole piciokata ABCDE jako sumg pél prostokata o bokach diugosci

tych po wyciecin prostokata (2x-+dy +48). x, y i wielokatéw powsta-

627. C={(4,0) (s(x)=2x"—16x+90,xe R, x—odcigta punktu C ).
628. P=(10,2) (f(»)=-~35"+20y, ye (0;4), y—rzedna szukanego punktu ).
629. P=(2,2) (d(x)=xr—dx+8, xe (0; +o0), x—odcigta punktu P ).

630. M=(-4,2) pole:8 (P(x)=—0,5%" —4x, xe (-8;0), x~ odcieta punktu M ).

631, 8.

Rozwigzanie.

S=(x,0)— strodek podstawy tréjkata, gdzie x & (4; 6). Wowcezas C=(x, 2x—4),
|aBl=2-IBS|=2(6-x), |CS|=20~4. '

Pole iréjkata P =0,5-2(6 —x)(2x—4). Funkcja P(x)=(6—x)(2x— 4), ktdrej dziedzing jest zbidr

?{Z)<4:86), najwigksza warto$¢ przyjmuje dla argumentu xy=4 D. Pole réjkata T jest réwne ! 1

[ PR o

M 4
632. Obwdd iréj : 6i =2 ie x i
wéd tojkata 70 12 Pole wéjkata P(x)= 3 (=2 —x)(x+8), gdzie x jest odcieta, wierzcholka kata prostego ixe (—-8; =2} ).

633. 8.

Rozwi . s . . ,

nzzv:rzai\lé.o(x, 0) )ledejn z w1erzcho}kow prostokata, lezacy na dedatniej pélosi OX. Pozostale wierzchotki prostokata maja wéwczas wspét-

bo_li ]éol(ci ,\,' ) ~Idmg1 w1eqcholek ‘lezqcy na prostfj o réwnaniu y=0, (x, 3—.\'1) i(=x3 «xl) — wierzcholki prostokata lezace na danej para-
k. rownolegle do osi OY maja diugosé 3—x*, boki prostopadie do osi OY majg dlugos¢ 2x. Zatem obwdd prostokata jest funkcj i

nej x okreslona wzorem o(x)=2(3 — x%)+2-2x, gdzi =0, 3 j 2 8 . i
A orem =203~ 2-2x, gdzie x& D=(0, {3). Funkcja o(x)=-2x"+dx+6 najwigksza wartosé przyjmuje dla argumenta

Xw=1e& D, a wartosc ta jest rtéwna o(1)=8. Zatem najwigksza wartod¢ obwodu prostokata o danych wlasnogciach wynosi 8.

634. (2,0),(4,0), (4,-3), (2,-3).
635 p=(l, 3.

Rozwiazanie, Kazd nkt : i & e 2 P . .
ly punkt nalezacy do paraboli o réwnaniu y= 1 —x* ma wspétrzedne (a, 1 —a?), gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista,

Odlegtosé punkta (a, 1~a? od prostej o réwaani ot 16 la+1-a%-2] |-(a’®-a+n| la*-a+1
s j 0 réwnaniu x+y—-2=0 jest téwna — = _la-at t " ; <
7 m o Zauwazmy, ze tréj-

. 2 . . . . ) .
mian 2°—a+ 1 przyjmuje tytko wartosci dodatnie (wspdtczynnik pry a* Jest dodamni i A<0), wige la-a+1 |=a®—a+1. Zatem dla kazdej

liczby rzeczywistej §¢ —a4 j i § §
y ywistej a odlegiosé punkm (g, 1-4°) od danej prostej okreslona jest wzorem d(a) =%(a2—a +1). Funkcja kwadratowa d naj-

muiejsza wartosé przyjmuje dla argumentu ay = % wige szukanym punktem jest punkt P= (l 3
2 24
636. a) C=(-3,10)lub C=(5,26); b)C=(1,2) (PG)=x'—2x+35,xe R, x - odcigta punktu C ).

837. b) P()=-0,52+0,5t+10, 1€ (0; 4% ¢} Najmniejsze pole: 4, wierzchotki: C = (0, 5), D= (4, 0); najwieksze pole: 104, wierzehotki:

C=(0, 1,5, D=(0.5,0).
638. Podstawa: 20 cm x 40 cm, wysokosé: 15 cm  ( P(x)=240x - 8, xe (0;25), x— dlugosé boku wycigtego kwadratu )
639. Prostopadioécian o podstawie 10 cm X 15 cm i wysokodei 13 cm; objetosé: 1950 cm’.

640, v=d3 g3 NPy - » _
0. Ve=5d’ (Pole Pla)==6a"3+3da, gdzie a jest diugoseia krawedzi podstawy graniastostupa i ae (0; =) ).
23

641. a) Krawedz podstawy: 4 cm, wysokosé: 4 cm ( P(a) = £

“5-Ba—a®), ae (0;8), a-krawed podstawy ostrostupa ); b) objetosé: % em’.

L a) 4. b) 1446, 643. 642,
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644. Kwadzat o boku 15 cm  ( P(x) = 27(— + 30%), x& (0; 30), «x — dlugosé jednego z bokéw prostokata ). RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
645. 2507 cm’. . 664, Jest mniejsza o 40 %.

665. a)380razy; b)0; )0

646. Stozek o wysokosci 1,5 dm i tworzagej 4,5 dm  ( V(.}f):‘m(?)h,_,hz)’ he (0;3), 'h’— wysoko_§é st.oz'.ka ). Wskazéwka, d) 119=7. 17,
Rozwiazanie. r - dlugo$é promienia podstawy, h — dtugos¢ wysokosci, 6—h — dingosé tworzacej stozka.

. 12 . ;. 2 2 2 2 . Iy 5 . . i .
Objgtosé stozka V=%7rr2h. Z tw. Pitagorasa > +r = (6—h)’. Stad »*=36— 12h. Objetos¢ stozka mozemy wiec wyrazié za pomoca, dhugodei 666. Jest mnicjsza od 500 (@owna jest 441),
wysokosci stozka: V(h) =%/r(36—12h)lx, gdzie €D = (0; 3). Funkcja V(h) = —drh? + 127k najwigksza warto$¢ przyjmuje dla argumentu Rozwiazanie. Latwo uzasadni, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé ( " J =n. Dana suma jest wigc réwna

n

- siciem | 6 ” 61,5 dhugosé 4,5 dm. . . . . - ) :
hw=1,5. Zatem szukanym stozkiem jest ten, ktérego wysokos¢ ma diugosé 1,5 dm, a tworzaca dfugos 1+3+5+...+39+41. Kolejne skladniki sumy sa kolejnymi wyrazami 21-wyrazowego ciagu arytmetycznego. Korzystajac ze wzoru na sume

poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego, owzymujemy Ledl 51212 =441, wigc dana liczba jest mniejs%a od 500.

647. 486mcm’® (Objgtosé V(@) =24m(9 - a)a, gdzie a jest potowa diugosci podstawy trojkata iae (0;9) ). 2

667. a)32; b)63. 668, n=3lubn=14. 669. n=7.
. 648, 3m :
] 670. ne {4,5}). 672. Ciag {a.} jest rosnacy.

649. Diugosé promienia podstawy walca: “]Ta.

) ] 673. W barze ,,Gdanskim” (w barze ,,Gdanskim™: 120 zestawdw, w barze ,,Biedronka”: 112 zestawdw).
Rozwigzanie. Pole powierzchni bocznej walca: P=2mrh,

f
z_ |
: - i
, Korzystajac z podobienstwa odpowiednich tréjkatéw, otrzymujemy rownose %: O,Sz;;r , z ktérej wy- 5 674. a)36tras; b) 72 masy. 675. a)112; b)48.
: i H
: znaczamy h =%(a—2r)A Mozemy teraz wyrazié pole powierzchni bocznej walea jako funkcjg dhugosci Ly 676. 32.
o ol . P E Bozwviqzanie. 10010=2-5-7-11-13. Kazdy niepusty podzbiér P zbioru A= (2, 5, 7, 11, 13} wyznacza dziehik liczby 10010 — réwny iloczynowi
promienia podstawy: P(r)= - r(a—2r), gdzie re D=(0; 7!1). ) h liczb nalezacych do zbioru P. Dzielnikiem jest takze 1. Liczba dzielnikéw liczby 10010 jest réwna liczbie podzbioréw zbioru A:
i ?
Funkcja kwadratowa P(r) =%(—2rz +ar), najwieksza wartos¢ przyjmuje dla argumentu awzﬁa e D, la 1+(f] + [ij + (;] T [i) + [;] =32,
1 Praekrdj ostroslupa plaszezyma zawierajaca
zatem szukana dlugoé¢ promienia podstawy walca jest réwna +a. Jjego wysokoié i przechodzqeq przez Srodki dwoch
4 Frawedzi podsiawy.
677. a)256; b)1024. 678. Na czterdziesci sposobdw. 679. a) 1440; b) 10080.
650. Dtugosé krawedzi podstawy graniastoshipa: L,
P 2 680. 240. 681. 2)60; b)20.
651. Objetosé prostopadiodcianu: 225 (dlugodé wysokosci: 343, dlugosci krawedzi podstawy: 51 503). 682. 175 razy.

Rozwigzanie. Pierwsza cyfra kodu jest parzysta, wigc syn pana Nowaka moze ja wybraé na 5 sposob6w (moze wybraé jedna z cyjr: 0, 2, 4, 6, 8).
Suma dwdch srodkowych cyfr jest réwna 6, wigc druga cyfre moze wybraé na 7 na sposob6w (moze wybraé jedng z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6),
apo wyborze drugiej eyfry — trzecia tylko na jeden spos6b. Czwarta cyfre (tak jak pierwsza) moze wybraé na 5 sposobdw. Korzystajac z reguly
mnozenia stwierdzamy, Ze syn bedzie musiat wpisa¢ kod co najwyzej 5:7-1-5 razy.

652. 10cm X 24 cm.

s

653. Diugoéci krawedzi podstawy: 15, 20, 25. Diugosé wysokosei: 2,5 ( Pole powierzchni graniastoshupa P(x)=—182" + 180x, gdzie 3x jest ) . L L .

dlugoscia krétszej przyprostokatej podstawy gramiastoshipa i x & (0; 6) ). . 683. a) Nie mozna, poniewaz mozna utworzyé 9240 000 numeréw rejestracyjnych;  b) 6 652 800 samochodéw, o 28%.
Wskazéwka. Przeciwprostokatna dolnej podstawy graniastostupa zawiera si¢ w srednicy podstawy stozka, 684. a) 41, b ddl,
654, Najmniejsza réznica: 2. 655. 12+20+24. 685. a) 288; b) 288.

Rozwiazanie. b) Panie mogty zaja¢ miejsca w jednym z dwéch 1zedéw i mogly usiasé w jednym rzedzie na 4-3-2 (=24) sposoby. Po zajecin

656. 9600 (a;=—-3). 657. Ciag o ilorazie —0,5. Wzér na wyraz ogélny ciqg.u: un:__i___‘ miejsc przez panie, panowie mogy, zajaé¢ miejsca na 3-2 (=6) sposobéw. Zatem osoby mogly zajaé miejsca tak, aby vis-a-vis kazdego z panéw
(&t siedziata pani, na 2-24-6 sposob6w.
658, 23mm (f(x)=2(x 250 +2x-2257 +(x~ 27 =5¢ —23x + 213, 686. a) 243 b) 12,

Rozwiazanie, a) Kazda r6zg Ewa moze wiozy¢ do jednego z rzech wazonéw, wiee pigé 6z moze rozmiescié w swoich wazonach na 3-3-3-3-3
sposoby.

b} Do jednego.z miejszych wazondéw Ewa moze wlozy¢ jedna z czterech r6z (nie moze wlozyé dofi rézy czerwonej), do drugiego jedna z trzech
pozostaych ,nieczerwonych” 16z, a kazda z trzech pozostatych 6z do najwigkszego wazonu. Zatem Ewa moze rozmiescié réze w opisany

659. 700 kréw, zysk: 1470zt ( Z(n) = (3 —0,0037)(400 + n) = 1200 + 1,8n - 0,0037%, ne N,, 400+ n - liczba hodowanych kréw ).

660. a) V(n)=n’—20n+230; b)po uptywie 10 min (1301); ¢} w 29 min. sposdb na 4-3-1-1-1 sposobdéw.
N 687. a}900; b)90; c)1710. 688. a)40; b)30.
861, -1 ( fla)=a*+2a-1,gdzicae R).
689, a) 3. b) 2*3% o©) 18.

662. p=-1. Rozwigzanie, c¢) Suma wszystkich liczb zapisanych na kartkach jest réwna 36, wiec suma liczb znajdujacych sie w kazdej szufladzie musi
Rozwiazanie, Dla kazdej wartoici parametru p jednym z rozwiazan danego réwnania jest liczba —2. Drugie rozwiazanie r jest najwigksze wtedy \V}fnosic’ 12. Zauwazmy, ze kartka z liczb’a_) 8 u}usi si? znalezé z'kartkq.z liczba 4 albo z kartkami z liczbami 1 i 3. Jezeli liczby 8 i 4 beda w jed-
i tylko wtedy, gdy suma liczb r oraz -2 jest najwigksza. Suma ta jest réwna s(p) =— p*—2p (skorzystalismy ze wzoru Viete @), gdzie p & R. nej SZUﬂad.zie, lo_].iczba 7 musi si¢ znalez¢ z hc.zpq 3’ .albo z liczbami 21 3. Jezeli liczby 8, 1 i 3 beda w jednej szufladzie, to liczba 7 musi sig
Funkcja s najwieksza wartosé przyimuie dla argumentu py=-1. Zatem szukana wartoscia parametru p jest ~1. znalez¢ z liczba 5. Wobec tego mamy trzy mozliwosci podziatu kartek na trzy podebiory w taki sposob, aby suma liczb zapisanych na kartkach

nalezacych do jednego podzbioru byia réwna i2: 1) {8, 4}, {7,5}, {1,2,3,6}, 2) {8,4},1{7,2,3}, {1,5,6}, 3) (81,3}, {75}, (2.4, 6}.
Po dokonaniu podziatu kartek na trzy podzbiory, mozna je umiescié w szufladach na 3! sposob6w. Zatem kartki w zadany sposéb mozma roz-
663. Nie istnieje taka warto$é parametri p ( suma pierwiastkow: s(py=-2p"+4p, gdzie pe (—=; 0)(1,5; +) ). miesci¢ na 3-3! sposobéw.
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690. 12.
Rozwiazanie, » — liczba uczestnikéw turnieju. Liczba rozegranych partii jest réwna liczbie mozliwych wyboréw dwdéch sposréd » szachistéw.

Dwéch szachistéw mozemy wybra¢ na (;) sposob6w, zatem 7 jest rozwiazaniem réwnania (;} =66, gdzie n jest liczba calkowita wigksza

od . Otrzymane réwnanie sprowadzamy do postaci nen~132=0. Réwnanie n”—n — 132 =0 spemiaja liczby ~11 1 12. Zatem n=12.
91. a)24; b)90; c)96. 892, a) Dwadziescia; b) czterdziesci dwa. 693. a)125; b)60;, c)10.

694. a) 280; b) 360.

Rozwiazanie. a) Wszystkie punkty naleza do pieciu prostych séwnoleglych do osi OY, prostych o téwnaniach: x=-2, x=-1,x=0,x=1,

Do kazdej z tych prostych nalezy osiem punktéw opisanego zbioru. Trzy punkty mozna wybraé z kazdej prostej na [2] sposobéw. Wobec tego

liczba mozliwych wyboréw trzech punktéw nalezacych do pewnej prostej réwnoleglej do osi rzgdnych jest réwna 5 - (2] .
b) Do opisanego zbioru punktéw nalezy 2-8 punktéw o dodatnich wspé}rzqdnych (odcigtq moze byé | lub 2, a rzednq dowolna liczba ze zbioru B).

Wobec tego trzy sposréd tych punkiéw mozna wybraé na (136) sposobow.
695. 192.

696. a)34650; D) 9450.

12 . o < . ‘ . R
Rozwigzanie, a) Cztery osoby, kiére mialy umy¢ okna, mozna byto wybra¢ na ( 4) sposobdw. Czwdérke, ktéra miata my¢ tawki, mozna bylo
8 . -
wybraé sposréd pozostalych ucznidéw na ( 4] sposobéw. Pozostale cztery asoby utworzyly weedy grupe, kiéra porzadkowala biblioteczke.
— . . " 123 (8 . . . i
Zatem nczniowie mogli dokonac podziatu na trzy 4-osobowe grupy na R sposobdw. b) Do pracy razem z Martg i Wojtkiem mozna
bylo dokooptowaé dwie osoby na [1;) j sposobdw. Cztery kolejne osoby, ktére byly przydzielone do innej 4-osobowej grupy, mozna byto
wybraé na [i) sposobéw. Pozostate cztery osoby utworzyly wtedy trzecia grupg.  Marcie i Wojtkowi mozna bylo przydzieli¢ do wykonania

ot . 10 8
jedna z trzech prac (mycie okiem albo mycie tawek albo porzadkowanie biblioteczki). Zatem szukana liczba podziatéw jest réwna 3 - ( 2) . [4)
697. a)462; b)5775; «<©)210; d)1575; e)4200.
Rozwiazanie. a) Przyjmijmy, ze dziewczeta na treningu graja w koszulkach z numerami od 1 do 12. Wybierajac szesé dziewczat z tej dwuna-
stoosobowej grupy, otrzymamy podzial na dwa 6-osobowe zespoty. Jesli np. wybierzemy dziewczyny z numerami 1, 2, 3, 4, 5, 6, to drugi zespét
beda tworzyly dziewczyny z numerami 7, 8, 9, 10, 11, 12. Zauwazmy, ze podzial na takie same zespoly otrzymamy takze wtedy, gdy wybie-

123 . . .
rzemy dziewczyny z numerami 7, 8, 9, 10, 11, 12. Wyboru szedciu dziewczat mozemy dokonaé na ( 6) sposobdw. Zatem liczba wszystkich

12 . . .
mozliwych podziatéw na dwa 6-osobowe zespoly jest réwna ( 6): 2. b) Przyjmijmy, ze dziewczgta na treningu grajq w koszulkach

z numerami od 1 do 12. Aby otrzymaé podzial grupy na trzy 4-osobowe zespoly mozemy wybraé najpierw 4 dziewczyny (mozna to nczynié na

8 . P
[1:') sposobdw), a z pozostatych oémiu ponownie wybraé ¢ dziewczyny (mozna to uczyni¢ na 4 sposobdw), dziewczyny, ktdre nie zostaty

wybrane utworza trzeci zespél. Jesli np. najpierw wybierzemy dziewczyny z numerami na koszulkach 1,2, 3, 4, nastepnie wybierzemy dziew-
czyny z numerami 5, 6, 7, 8, to trzeci zespét beda tworzyly dziewczyny z numerami 9, 10, 11, 12.

Zauwazmy, z¢ podzial na takie same trzy zespoly powstana takze wiedy, gdy wybierzemy najpierw dziewezyny z numerami na koszulkach 5, 6,
7, 8, a nastepnie dziewczyny z numerami 1, 2, 3, 4 albo najpierw dziewczyny z numerami na koszulkach 9, 10, 11, 12, a nastepaie dziewciyny

z numerami 1, 2, 3, 4 itd. Kolejnosé wyboru zespoléw nie ma tu znaczenia, zatem podziatu na trzy 4-osobowe zespoty moina dokonaé na

(lf)[ij 13! sposobdw. ¢) Do zespotu Krysi i Uli cztery siatkarki mozna dobra¢ na [lf) sposobdw. Pozostale szesé dziewczat utworzy

FOPSN
drugi zespét. Zatem liczba szukanych podziatdw jest rowna L:J (=210).
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d) Do zespotu Krysi i Uli dwie siatkarki mozna dobrac na [170] sposobéw. Pozostate osiem dziewczat mozna pedzielié na dwa czteroosobowe
8 S . Cae 10) (8

zespoty na 4l 2 sposobdw (patrz rozwiqzanie punksu a)). Zatem liczba szukanych podziatéw jest réwna 21 12 (=1575).

) Do zespoiu Krysi uzy siatkarki mozna dobra¢ na {130 ) sposobdw. Gdy zesp6t Krysi jest juz skompletowany, do zespotu Uli trzy dziewczyny

7 ey (7
mozemy wybra¢ na [3] sposobéw. Pozostate cztery dziewcezat utworzy trzeci zespdt. Liczba szukanych podziatéw jest réwna (13 ) . [3) .

698. Na 35 sposobow. 699. a)729; b)90. 700. a)i-ﬁ)'

2 3
701, a)30240; b) 6720.
Rozwiazanie. b) Kazda permutacja zbioru A jest o§miowyrazowym ciagiem. Trzy miejsca w tym ciagu dla liczb 1, 2, 3 mozna wybraé na [8]
sposobdw i kazdy wybdr trzech miejsc w sposéb jednoznaczny okresla ktérymi wyrazami ciagu sa liczby 1, 2, 3. Po wybraniu miejsc dla liczb

1,2, 3, pozostate pigé liczh mozna spermutowaé na 5! sposobéw. Zatem szukana liczba permutaciji jest réwna @] -5 (=6720).
702. a)840; b)1200.

703. 70 drég.

Rozwiazanie. Zauwazmy, Ze aby przejsc z punklu (0 0) do punktu (4, 4) nalezy wykona¢ 8 ,krokéw”: 4 w prawo i 4 do gory (kroki w prawo
i do gory magq byé wyk j {). Zatem liczba drég prowadzacych z punktu (0, 0) do punktu (4, 4) jest réwna liczbie
o$miowyrazowych ciagéw, ktorego cztery wyrazy sg réwne O (kroki w prawo) i cztery réwne 1 (kroki do gdry). Cuztery miejsca w ciagu o$mio-

wyrazowym dla wyrazéw réwnych O mozemy wybraé na i) sposobéw. Zatem liczba szukanych drég réwna jest (i]

704. W siedemdziesieciu.

Rozwigzanie. Kazde dwie przecinajace si¢ przekatne danego os$miokata sa przekamymi pewnego czworokata, ktérego wierzchotkami sa cztery
wierzchotki o§miokata. Zatem liczba punktéw, w ktérych przecinaja sig przekatne, jest réwna lczbie czworokatéw, kiérych wierzchotki sa takze
wierzchotkami danego os$miokata. Liczba tych czworokatéw jest réwna liczbie czteroelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw danego

wielokata, czyli (i)

705. @) > by 0,7, 706, L. 707. 0375,
10 15
708. 20,54 1)058 ¢)07; 03 709. 2025, 1)0,15.

710. a) Q, — zbidr uporzadkowanych par (k, n) takich, ze ke Uyine Uz lub kedeej: Qq = {(k, n): ke Uyine Uz}, 0,3;
b) Q, — zbidr uporzadkowanych par (k, ») takich, ze k, n € Uy lub krdeej: Qp = {(k, n): k,n e Us}, 0.25;
¢) Q. — zbidr uporzadkowanych par (k, n) takich, ze k, n € U, lub kedeej: Q. = ((k, n): k,ne Urik#n}, 03.
(poziom rozszerzony) Q. — zbidr wszystkich dwnelementowych podzbioréw zbioru Uy lub kréeej: Q.= {{k, n}: b, ne Uy ak=n}, 03.

711, a) Q - zbidr dwuwymzowych ciag6éw o wyrazach nalezacych do zbioru {1,2, ..., 6} (lub Q ~ zbiér dwuwyrazowych wariacji z powts-
rzenjami zbioru {1,2, ..., 6} ) B) (1, 1), (2,2), (3,3), . 4), (5, 5), (6, 6), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5, (1, 6), (2, 4), (2, 6), 3, 6);
e} P(A) =k 5> P(B)——
3
712. = by —.
3 77 )

Rozwigzanie. a) Niech K oznacza zbiér uczniw tej klasy. Korzystajac z wykresu, obliczamy liczbg uczniéw: 1K! =2+6+8+4+2=22.
Przyjmijmy, e zbiorem zdarzen elementarnych  jest zbi6r par (a, b), gdzie a, be K ia#b. Wobec tego jQl=22-21.

Liczba uczniéw, kiérzy uzyskali oceng co najmniej bardzo dobra, jest réwna 4 +2. Zatem [A |=6 -5, P(A):% = 73"521 = %

435 45 120 1
713, a) ——; = —_ 714, ——.
18 @ g1’ o) 1801’ o 1891 6000
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39
715. i

Rozwiazanie. Uczniowie przygotowali 52 losy. Pierwsza osoba kupujaca los mogla wybraé jeden z pigddziesigciu dwdch loséw, druga jeden

z pigédziesieciu jeden, a trzecia jeden z pigédziesieciu loséw. | =5251-50.

Zdarzenie A — co najmniej jedna sposrod treech pierwszych os6b wylosowata los z wygrana. Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A: A" - kazda
141 . 272625 _ 27.26.25 39

z trzech pierwszych osob kupita pusty los. |4%|=272625. P@A)=1-PA) =1 T 1 5150 =" TEE 317052 - 68

157
3160~

Jon

716, W pierwszej lotersii (%> 717.

oo

718. a) % b) %%

Rozwiazanie. a) W obu koszykach znajduje si¢ po 21 klockéw, wige po jednym klocku z obu koszykéw mozemy wyjaé na 2121 sposobdw.

_ _lAl_ 66 _ 4
lal=2121. |Al=66. Zaiem &)= 151 = 3157 = 35"
-1 3. 1
79, ary =L Pm=Z: v PAUBR=T.

720. a) P(A) = % b} P(B) :?%‘

Rozwiazanie. a) Ozn. Z={-10, -8, -6,—4,-2,0,1,3,5,7,9, L1}.

1 SPOSAB. Przyjmijmy, Ze zbiorem zdarzen elementarnych Q jest zbidr par (x, y), gdzie x, y& Z1i x=y. Wobec tego lQ | =12-11.
Jesli x <0, to zdarzenie elementarne (x, y) sprzyja zdarzeniu A wtedy, gdy y 20. Takich par (x, ) jest 5-7.

Jedli x=0, to zdarzenie elementarne (x, y) sprzyja zdarzeniu A wtedy, gdy y € Z\ {0}. Takich par (x, y) jest 1-11.

Jedli x>0, to zdarzenie elementarne (x, y) sprzyja zdarzeniu A wiedy, gdy y 0. Takich par (x, y) jest 6- 6.

Zatem wszysikich zdarzen elementarnych sprzyjajacych mamy 5-7+1-11+6-6=82, czyli {Al=82. Zatem P(A)= l%l =————1§t"11 = -;lé—

W SPOSOB. (poziom rozszerzony) Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzen elementarnych Q jest zbiér dwuelementowych podzbioréw zbioru Z.

Wtedy |@l =(122 ) =66. Hoczyn xy jest niedodatni wtedy i tylko wtedy, gdy liczby x1i y sa przeciwnych znak6w tub jedna z nich jest réwna 0.
_(5\(6 1y _ _lal a4
Zatem !A|~[J-[I)+l (1)‘41‘ PA=15= 55
5

181 722, 2

- —S60. =
721, a)P(A)_P(B)_lzl‘ b) PLAUB) EYoR o

2 1
78 a5 DL 9 ) 0.
Rozwiazanie. Q. ~ zbidr pigciowyrazowych ciagéw o réznych wyrazach nalezacych do zbioru {1,2,3,4,5}. lal=5432
a) Zdarzenie A — dziecko utworzylo parzysta. Zliczajac wszystkie liczby parzyste, jakie moglo utworzy¢ dziecko, mozemy przyjaé, ze klocki
byly ustawiane od korica, tzn. pierwszy z ulozonych klockéw dat cyfre jednodei liczby, drugi cyfre dziesiatek itd. Wobec tego pierwszym kloc-
kiem mégt by¢ ten z cyfia 2 lub ten z cyfra 4, ustawiajac drugi Klocek dziecko miato do wyboru 4 klocki, ustawiajac trzeci ~ do wyboru miato
3 klocki, ustawiajac czwarty — do wyborn miato 2 klocki, cyfra na ostataim klocku stala sig cyfra dziesiatkéw tysiecy. Zatem {A |=2.432.
1Al _2432_2
ol 5432 57

P(A)=

4 g B

5 9 00

Rozwigzanie. Q — zbiér par (a, b), gdzie @, be {1,2,...,50}. |Q|=50-50=2500.

¢) C - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kul, ktérych munery réinia si¢ o 10.

Jest 40 takich wynikéw losowania, ze numer kuli wylosowanej z pierwszej szuflady jest o 10 mniejszy od numeru kuli wylosowanej z drugiej
szuflady i 40 takich wynikéw losowania, ze numer kuli wylosowanej z pierwszej szuflady jest o 10 wigkszy od numeru kuli wylosowanej
ol _80 4

Q] 2500 0 125°

d) D - 2darzenie polegajace na wylosowaniu kul z numerami, ktérych suma jest podzieina przez 33.

Sa 32 takie pary liczb, ktdrych suma jest réwna 33: (1, 32), (2,31), ..., (32, 1), jest 35 takich par liczb, ktérych suma jest réwna 66:

724. a) —515; b) % ¢)

2z drugiej szuflady. Zatem | cl=30. P(O)=

]
(16, 50), (17,49) , ... (50, 16) |2 takie pary, kt6rych suma wynosi 99: (49, 50), (50, 49). Zatem |D|=32+35+2=69. P(D):%:Tﬁs%ﬁ.
725, @ 2, g 38 726. 409,
81 81

N o S
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2.

“piay=230
243° F@B)= 2437

: N a . . . < -
Rozwigzanie. |Q|=3 (kazdy pacjent mégt wybraé jednego z trzech lekarzy). a) Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A: A’ — wszyscy pacjenci
wybrali tego samego lekarza. |A’|=3. Zatem P(A)=1— ol =l =282
2 la] atem P(A)=1-PA)= 1= =i-- =2
798, @ 12 5y 55 4 2
28. a) 3 b) c) 5

78
Rozwiazanie. a) |Q|=12-13. Zdarzenie A ~ wylosowano zawodnikéw z résnymi numerami. 1Al=12-12. P(A):i—2

3
123 (13 12 .
) lal= ( 2 w( 5 ) =[ 2 ) 13-6. Zdarzenie A — wylosowano zawodnikéw z réinymi nuamerami. ]Ai:(u)(l 1) = 12\ 11-5. P(A)=352.
\2)12)7\2) (2)12)72) 7

25 .
o 1ol =( 3 ) =25-23-4. Zdarzenie A ~ wylosowano zawodnikdw z réznymi numerami. Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A: A’ — wylosowa-

no zawodnikéw, wsréd kidrych dwéch grato z tym samym numerem. {A=12-23 (mozna byto wyl ¢ jedng z d par dniké

z tym samym numerem na koszulce i jednego z 23 pozostalych pitk . PlA)=1- Nol-1223 3 22
Jedneg p tych pitkarzy). PA)=1-PA")=1-522 =5

729. Gracz powinien wybra¢ dwie kostki czworoécienne. Wéwezas P(A) = -1—36— W pozostatych przypadkach P(4) =%A
9
730. &) 33 Lo24; by 3L -
30. a) 10 (=0,24); b) ol 0,00003.
Rozwigzanie. a) |Q(=4m.
Zdarzenig A~ zdajqq prawidlowo odpowie co najwyzej na jedno pytanie, czyli udzieli tylko blednych odpowiedzi lub odpowie prawidiowo
tytko na jedno pytanie. Udzielié samych blednych odpowiedzi mozna na 31 sposobéw (w kazdym zadaniu sq 3 bledne odpowiedzs), udzielié

poprav&fnej odpowiedz‘i tylko na jedno pytanie mozna na 10 - 3’ sposobéw (pytanie, na ktore udzielona zostanie poprawna odpowieds, moina
wybraé na 10 sposobéw, w pozostatych dziewigciu p iach bledng odpowied? mozna wybraé na 3 sposoby).

9
Zatem |A]=30410.3°=3.9%410- = 13-3°, pray=tA 21330 ooay

ol = 4
731. 0,3.

3
732. i

Rozwiazanie. m - liczba wszystkich maturzystéw, #, w, x — liczba maturzystéw deklarujacych cheé zdawania odpowiednio historii, wos-u,
historii i wos-u, p — prawdopodobiefstwo wylosowania osoby, ktéra nie zamierza zdawaé ani historii, ani wos-u.

Liczba maturzystéw zamierzajacych zdawaé historig lub wos jest réwna ki +w —x. Wiemy, 2e x= %(h +w—x), stad x =ﬁ(h +w). Zatem

liczba os6b zamierzajacych zdawad historig lub wos jest téwna A +w — ﬁ(h +w)= %(h W)= %(O,ﬁm +0,48m) = 18_1'"'

——imn
Szukane prawdopodobienstwo: p=1-—=1 ~8-3
m i1 1n

1
733, —. L. _t

w 734, a) 5 P 50

1 2 14

735. a) —; b) < c) ~=. 5026

) 15 ) 5 g 15 736 161700 "
737. P)=2%, P(B)=-L. . <31 25

“) 15 B i0 738 P(a) 324'P(B) 162"
738. &9—

198

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze zhidr zdarzen elementarnych £ jest zbiorem czterowyrazowych ciagéw o réznych wyrazach nalezacych do zbio-
ruZ. IQ I =100-99-98-97. Zdarzenie A — co najmniej jedna liczba z drugiej pary jest parcysta. Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A:
A’ — obie liczby 7 drugiej pary sq nieparzyste. |A’|=50-49-98.97. P(A)=1-P(A)=1—- - - 149

198 198"
136 Py i 28
740, 325 4. PW)=g5. PB=15
3. . . 2 I£ 9
742, a) i by 1; oy l; d) > 43. 7
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6

748, a) PA) =1 D) PB)=5 745. 1z.
746. a) 6660 tazy;  b) 36 razy. 747, PA)=-1, P(B):%.

1 _o. _3L L
748, 14 750 @ P =2 b PB)=L. 751, L

752. a) %; b) é—g

o (40)
Rozwigzanie. b) Q — zbiér dwuelementowych podzbiordw zbioru 4. [Q|= 403 20-39. Zdarzenie B — wylosowano dwie liczby, ktérych

iloczyn przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. loczyn dwdéch liczb naturainych przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, jesli obie liczby przy dzieleniu
przez 3 daja reszte 1 lub obie przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2. Do zbioru A nalezy 14 liczb, kidre przy dzieleniu przez 3 daja reszte 11 13
1313 13
20-39 607

liczb, ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2. Zatem |B|~(MJ [13] =13-7+13-6=13-13. P(B)=

753, a) P(A) = 2163,

_M 683
4096° by P(4) 163

2048

2281
754. 11555

Rozwigzanie. Z — zbidr utworzonych liczb tzycyfrowych. Za pomoca cyfr 0,3, 4, 5, 6, 9 mozna utworzyé 5-3-4 liczb o rdznych cyfrach.

100} 49.33-100.

Q ~7zbiér 3-elementowych podzbiordw zbiora Z. el ‘(
Do zbioru Z nalezy siedem liczb podzielnych przez 45: 360, 405, 450, 495, 540, 630, 945. Zdarzenie A — co najmniej jedna sposréd wylosowa-

nych liczb jest podzielna przez 45. Zdarzenie A" —

trzy liczby niepodzielne przez 45. ‘A’|=[933J=91-46~31.

_pAn =1 2146:31 ., 13.23.31 9269 _ 2281
Ply=1-P@)=1 49.33.100 - 73350 =1- 11550~ 11550

755. Dwadziescia dziewigé.
Wskazdéwka. Do zbioru A nalezy 2n+2 liczb parzystych i 2r+3 liczb nieparzystych.

In(2n-1)

756. a) mm;

b)dlan23. 757. a) 220D gy dlap=4.
3n~

L
758. T

Rozwigzanie. Q — zbidr par (p, d), gdzie p, de {1,2,3, ., 2n—- 1, 2n}. |Q{=(@n)%

Zdarzenie A — iloraz pierwszef wylosowanej liczby przez drugq nalezy do przedziatu (1; 2).

Wobec tego, zdarzenie elementarne (p, d) sprzyja zdarzeniu A wtedy i tylko wtedy, gdy liczba p jest wigksza od 4, ale jest co najwyzej dwa razy
wigksza od d. Obliczymy najpierw, ile jest takich zdarzen elementamych (p, 4), ze d<n.

Jedli d<n, to p moze byé dowolna Hezba nalezaca do zbioru {d-+1,d+2,..., 2d}. Do zbioru {d+1,d+2, ..., 2d} nalezy d elementéw, wigc
dla kazdej liczby d < n mamy 4 zdarzei elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A. Zatem wszystkich szukanych par (p, d), gdzie d <n, jest
I+2+. . . +n

Jeshi n<d<2n, to p moze by¢ dowolna liczba wigksza od d. Gdy d=2n—1, to p=2n (mamy jednq pare (p, d)), gdy d=2n—-2,tope {2n-1, 2n}
(mamy dwie pary (p, d)), ..., gdy d=n+1,tope {n+2,n+3,..., 2n—1, 2n} (namy n—1 par (p, d)). Zatem wszystkich szukanych par (p, d),
gdzie n<d<2n,jest 1+2+. . +@~1).

Liczbe yauuuu zdarzen el nych sprzyjajacych zdarzeniu A mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru na sume czesciowaq ciagu arymme-
tycznego. |A !— , wige P(4)=0,25. .

759. Czterech.

760. a) 11 cukierkéw mietowych; b)

W
Rozwiazanie. a) ¢ — liczba wszystkich cukierkéw. A — zdarzenie polegajace na wyl iu cukierka ke g0. |Ql=c. lal=12.
P(A)= % = —16—2 =0,4. Rozwiazaniem réwnania 1z 0,4 jestliczba c=30. W torebee jest 30— (7 + 12) cukierk6w migtowych.
b) B —zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwich cukierkéw o smaki owocowym. W torebee znajduje sig 30 cukierkdw (patrz punkt a)).
Bl _ 16 7
[Ql=3029. |Bl=7-6. Zatem P®)= BI=0m=
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761, 70021, 762. 25 0s6b.
763. 04,

Rozwigzanle. Zdarzenia A, B, C - wylosowano maturzyste z klasy odpowiednio IVA, IVB, IVC. P(A), P(B), P(B) — prawdopodobieristwo wylo-
sowania maturzysty z klasy odpowiednio IVA, IVB, IVC.

Co czwarty maturzysta z tej szkoly jest uczniem klasy IVA, wiee P(4)=0,25. Wiemy, ze PAUB)+0,15=P(BuUC).
Zdarzenia A i B sa roztaczne i zdarzenia B i C sa roztaczne, wige P{A U B)=P(A)+P(B) i P(BU C)=P(B)+P(C).
Zatem P(A)+P(B) + 0,15 = P(B)+P(C). Stad P(C) = P(A)+ 0,15 =0,25+0,15 =04,

764. a) 12,5%; b)24, 765. 21 piteczek. 766. ne {6,7,8,9,10, 11},

767. ne (0,1,2, .., 14},
Rozwigzanie, Q — zbidr dwuelementowych podzbioréw zbioru 21+ 6 ~clementowego, gdzie ne N. Q= (n ; 6] = ___~(11+5)2(n+6) .
Zdarzenie A — wylosowano dwie kule biate.

Jesli liczba kul biatych jest rowna O lub I, to zdarzenie A jest zdarzeniem niemozliwym, wtedy P(A)=0<0,5. Zatem liczby 03 I sa szukanymi
warto$ciami n.

Tedli n> _{n)_ (n=Dn lal (n=Dn , P . (n—bn , o
esli n22, 1o [Al (2} T P4)= = B TS TeEaR Aby rozwiaza¢ nierdwnosé T < 0,5, mnozymy obie jej strony przez
(n+3)(n+ 6) (mozemy mnozyé przez (n +3)(n+6), bo n jest liczbq naturalng, wiec mnozymy przez liczbe dodamiq), a nastgpnie sprowadzamy
do postaci n'—13n-30<0. Nieréwnosé n*—13n—30 <0 spetniaja liczby n & (=2; 15), biorac pod uwage, ze n 22 i n e N, otrzymujemy

ne&{2,...,14). Ostatecznie:ne {0, 1} lub ne {2,..., 14}, czyli ne {0,1,2,..., 14}
768. 3 kule biate i 6 kul czarnych. 768. 27.
770. % (w urnie znajduja sie 3 kule biate, 6 kul czarnych i 9 kul zielonych). 771, n=17.
1. 5
772 &) 5 b) 773 a1 v) L c)—71— (a=-2, b=4).
774. @) 0,6; b) 0,2. 775. a)0,05; b)0,05; ¢)02.
776. a) 2 2 (o=, d=d). 777. a L by L
9 ' ERR
778 . 779. 0,25. 780. 1.
781, @) P =k b PB =L 782 P(A)=k, P(B)=5
783. a) L b) b 0) 2 d) 784. 0.1
82" 368 537 364 "

785. A PD)=qlz B PO o rm=k.

Rozwiazanie. Kazdy z punktdw A, B, C mozna polaczyé na 5 sposobéw, wiec lal=s5°

a) Kazdy z punkidw A, B, C ma by¢ polaczony z punktem 3, wiec IDl=1. P(D)= LI ﬁ

. 5312
¢) Jesh wybierzemy trzy punkty sposrdd punktéw X, L, M, N, O, to punkty A, B, C mozemy polaczyé z wybranymi punktami tak, aby odeinki
nie mialy punktéw wspdlnych, tylko na jeden sposcb. Trzy punkty sposréd punktdw X, L, M, N, O mozna wybraé na [g] =725 sposobdéw.

Zatem |Fl=2.5, PF)=22=-2

9.

786. a) T

Rozwigzanie, a) Zdarzenie A — prosta poprowadzona przez wylosowane punkty zawiera przekama wielokqta.

1 SPOSOB. Przyjmijimy, ze zbiorem zdarzeq elementamych Q jest zbi6r par (Wi, Wh), gdzie W) i W, s réznymi wierzchotkami dwunastokata.

Wtedy | Ql=12.11 (namy 12 mozliwych wyboréw pierwszego wierzchotka i 11 motliwych wyborow drugiego) .

jal=129 (mamy 12 mozliwych wybordw pierwszego wierzchotka, wybizrajac drugi wierzcholek, nie mozna wybraé wierzchotka juz wybranego
Al _12.9 _ 9

i dwdch wierzchotkéw sasiednich). Zatem P(A)= lQ_i =i IT

b)%
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1l SPOSOB. (poziom rozszerzony) Jezeli przyjmiemy, Ze zbidr zdarzen elementarnych Q jest zbiorem dwuelementowych podzbioréw zbiom i

wierzchotkéw dwunastokata, to IQ|:(122) =66. Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A: A’ — prosta popro przez wyl punkty
cawiera bok dwunastokata. 1A’1=12. Zatem P(A)=1-P(4") =1~ Tzf = %

787. Osiem.
Rozwiazanie, n — liczba wierzchotkéw wielokata W.

Q - zbiér dwuelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw wielokata W. lQ| =(ﬂ =0,5n(n— 1). Zdarzenie A — wylosowane punkty sq
7/

ielokgta W. Zauwazmy, ze zdarzenia A i B sa przeciw-

ﬂ_ n _ 2 :
iof " 03an-D a-1 :

kovcami przekaimej wielokata W. Zdarzenie B — wyl punkty sq kot i boku

te, wiee P(4)= 1~ P(B). Wiemy, 26 P(A)=1~P(B)<0,75, stad 0,25 < P(B). Zatem % <P(B) <%. |Bl=n, PB)=

2
n-1

Jedyna liczba naturalna spetniajaca ukiad nieréwnosci % < <% jest 8, wiec wiclokat W ma osiem wierzchotkéw.

4 S 3. L
788. o1 789. a) 5 b} 3 c) 5
6
780. 35 x

Rozwiazanie, Prostopadlojcian ma 12 krawedzi.

| SPOSOB. Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzen elementarnych Q jest zbidr trzywyrazowych ciagéw o rézmych wyrazach naiezacych do zbioru
wszystkich krawedzi prostopadioscianu. Mamy 12 mozliwosci wyboru pierwszej krawedzi, 11 drugiej i 10 trzeciej, zatem l@l=12-11-10.
Zdarzenie A — wybrane odcinki sa krawgdziami jednej sciany prostopadioscianu. Pierwsza krawedz mozna wybraé na 12 sposobdw. Wybrany
odeinek jest krawedzia dwéch écian, wiec aby drugi odcinek byt krawedzia tej samej dciany, mozna go wybrac na 6 sposobdw. Jezeli mamy
dwie krawedzie jednej éciany, to trzecia krawedZ mozna wybraé na 2 sposoby. Zatem [Al=12-6-2. P(A)=lez_—i(?% = % :

11 SPOSOB. (poziom rozszerzony) Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzen elementamych €2 jest zbidr trzyelementowych podzbioréw zbior wszystkich

krawedzi prostopadioscianu. Wéwezas lQ|=(132 =2-11-10. Zdarzenie A — wybrane odcinki sa krawgdziami jednej $ciany prostopadtoscianu.

. 4 .
Trzy krawedzie jednej $ciany mozna wybraé na [;} sposobéw, prostopadtoscian ma 6 $cian, zatem lal= [3) <6=4-6. P(A)= % = 56—5
301 1
791. &) 3 b) 5 7e2. L.
2
793. 35

Rozwiazanie, Przyjmijmy, ze zbiorem zdarzen clementamych Q jest zbiér czteroelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw szescianu.
Zatem | Ql= (ij =5.7.2. Zdarzenie A — nie ismieje prostokat, ktdrego wierzchotkami sq wylosowane punkry.

Zdarzenie A/ — wylosowane punkty sq wierzchotkami pewnego prostokqta. Wybierajac cztery wierzcholki szescianu otrzymamy wierzchotki
pewnego prostokata, jeski beda to wierzchotki jednej sciany (6 prostokatéw) lub wierzchotki prostokata zawierajacego przekatne przeciwlegtych

éci i 4 /= S PAN =] -2 =20
4cian szescianu (6 prostokatéw). lAl=12. PAY=1-P@A")=1 59335

Lo 4 oy -
794, a) o b) 5 795. P(AUB)= 30" 796. P(A)=08.

797, P(A’)=05. 798. P(A)=0,75, P(B')=0,45. 799. PAUB)=08.

800, P(ANB)= %
Rozwiazanie. Wiemy, ze P(A)=P(B).

PALB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) = 2P(A)~P(A "B) = 2- [P(AN B)+ PUA\B)|~P(ANB) = P(ANB)+2-P(A\B).
Z townosci £ = P(ANB)+2--} wyznaczamy P(A r\B):%.

801.

Rozwiazanie. Wiemy, z¢ AUB=Q | P(B)=P(A"). Mamy wykazaé, 2e ANB= @, AuB=Q, wiec FAUB)=1. P(B)=P@A") =1- F4).
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobieristwo sumy zdarzei. PAAUB) =1 = P(A)+P(B)—P(ANBY=PA)+1~ P(A)— P(A N B). Stad otrzymu-
jemy P(AnB)=0, a to oznacza, 26 AN B=.

o
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802, 0,14

Rozwiazanie. Wiemy, ze P(A)=2P(B), P(ANB)=0,23, P(AwB)=0,51. Mam iczyé
emy, A ,23, =051, y obliczy¢ P(A\B). Korzystamy ze wzoru na prawdopodobiesi-
stwo sumy zdarzert: 0,51 = P(A)+P(A)~0,23. Stad P(4)=0,37. P(4\B) = P(A)~P(AnB)=0,37-0,23 = 0,14. prevdcpodobies

803. a) P(A); b) P(B)=0,5.

805. 0. -

806, PA'UB)=3. Ed

z 807. L.
e =g = 808. 12.

azowka. A"UB=Q\(A\B). Wskazéwka. A'nB = Q\(AUB).
a0s.
Rozwiazanie. P(A\B)=P(A)—P(A nB)<§~P(AmB)<%—%=~%<‘—;=02
3 -

810.

Rozwiazanie. P(A)+P(A)—~P(A N B)=PAUB)<1. Zatem 0,67+0,83—~PA N B)< 1. Stad P(A N B) 20,5.
STATYSTYKA

811. a)Odlewej: 3,1,9,8,4,5; b) érednia: 3,8, mediana: 4; ¢) 13.

812. a) 1900zt b) 1350zt c) ponizej $rednisj: 93%. 813. a}25; b) 1,8 spbznienia; ) 13; d) 2 spéZnienia.

814. Jezyk obcy: 25%, matematyka: 41%%, historia: 20%’%, biologia: 12,5%.

815. 173,75 cm.

816. a) IIA ($rednia IIA: 3,72, $rednia IIB: 3,56);  b) IIIB (mediana IITA:3, mediana IIIB: 4),

817. Lepszy wynik uzyskat Tomek (Ania: 69 pkt., Tomek: 74,5 pkt.). 818. Odchylenie standardowe ocen Jarka; ﬂ Marka: ﬂ
rat s

819, 3 ($rednia wazona: 3,48). 820. a)3,25, b)4 ($rednia wazona: %) .
821, 114 m. 822, TIA 30 ucznidw, HIB 34 ucznibw.
823. 1,64zt 824. a)10%; b)8; ¢)128.

825. 61,28 m% 826. 35,6 tys. km’.

827. a) Laczna masa zwierzat jest rtéwna 36 495 kg =~ 36,5t>32t;  b) co najmniej 10 wagonéw.

828. Trzy ,,czwérki” lub dziewiet ,,czworek”.

828. a) Brzozowiec: 84 ha, Lubatka: 720 ha, Migkinki: 270 ha;  b) 4,67 ha.

830. a) 540zt b) 60 pracownikéw, 32 400 zt.

831. a) 1395z b) nie mozna — nie znamy plac poszezegdlnych pracownikéw; ¢} 1400 zt.

832, Gatunek A, $rednia: 2,18, gatunek B, $rednia: 2. 833. a) W miastach: 1,0; na wsi: 1,3.

834. 1700zt . 836. 41,5 g/ha.

837. 20,6

838. a) 17%; b) 19%; c) zaden z pytanych ucznidw nie dojezdza do szkoly w czasie dtuzs i b b . .
; ; 45 min. ; .
d) 600 ucznidw; Y zym niz 45 min. i nie diuzszym niz 60 min;

e) 625 uczniéw.

839. a)od gdry: 4, 16,13, 10,7;  c) srednia: 2, odchylenie standardowe: V/Z (=1
7 =1

840. a)19°C;

b)26,25° C. 841. a)3dni;  b)81 pracownikéw.
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842, c 875. ¢ 908. a 941. b
843. c 87s. c 909, b 42, b
844, c 877. d g10. c 943. ¢ v
845, c 878. d 911. c 944. c !
848. b 873, b 912. d 945, d
847, a 880. c 913. ¢ a46. c
848. d 8s1. ¢ 914, c 947. b
a4g. c 882. b 915, c 948. a
850. d 883. a 916. b 949, d
851. b 884. b 917. d 950. c
852. c 88s. b 918. c 951, a
853. d 886. ¢ 919. b 952, b
854, d 867. d 920. b 953. c
855. a a8s. b g21. b 954. b
856. c 889. d 922. ¢ 955. c
857. d 890, a 923. a 956. d
858, b 891. d 924. b 957. a
859. c 892. c 925, b 958. c
860. b 893. d 926. b 959. c
861. c 894. d 927. d 960. d
862. a 895. d 928. a g61. b
863. ¢ 896. d 929. d 962, b
864. c 897. a 930. ¢ : 963. c
865. ¢ 898, ¢ 931, ¢ 964, ¢
866. c 899. a 932. a 965. b
867. b 300. ¢ 933. ¢ 966. d
868. a 901. . c 934. b 967. a
869. d g02. ¢ 935. ¢ 968. d
870. b 903. d 936. c 969 d
871. d 904. c 937. c 970. c
872. b 905. c 938, a 971, c
873. b 906. a 939, d

874, d 907. a 940. ¢
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